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Rozsirenia poli

C={a+bi;a,beR}
Q(V2) ={a+bV2;a,bec Q}

Tieto dva priklady st podobné:
» K polu R sme pridali korei polynému x? + 1.
» K polu Q sme pridali koreii polynému x? — 2.
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Rozsirenia poli

Definicia
Ak K, F st polia a sucasne F je podokruhom K, tak hovorime, ze
K je rozsirenim pola F.
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Stupen rozsirenia

Definicia

Ak K je rozsirenie pola F také, ze K je koneénorozmerny vektorovy
priestor nad F, tak K nazyvame konecné rozsirenie pola F.
Dimenziu dr(K) pola K ako vektorového priestoru nad F
nazyvame stupen rozsirenia a oznaCujeme [K : F].

[K : F] = de(K)
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Pridanie korena

[C:R]=2
[Q[v2]: Q] =2

Tieto dva priklady st podobné:
» K polu R sme pridali korei polynému x? + 1.
» K polu Q sme pridali koreii polynému x? — 2.
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Pridanie korena

Veta
Nech F je pole a p(x) je ireducibilny polyném v F[x]. Potom
existuje rozsirenie pola F, v ktorom p(x) ma koren.

K = Fx]/(p(x))

(;)7

p(x) = p(x) = p(x) + (p(x)) = 0 + (p(x))
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Pridanie korena

p(x) = apx" + ap_1x" L 4o 4 a1x + ag

=apx"+ a1 x" 1. .+ ax+ a3

=3, X"+3, 1 X"+ 4a X+
AN

(:) anyn‘i‘an—lyni1 + .-+ a1x + ap

= p(x)
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Pridanie korena

Veta

Nech p(x) € F[x] je ireducibilny polyném a K = F[x]/(p(x)).
Nech n = st p. Oznacme u = x + (p(x)) = ¢(x) (kde ¢: F[x] = K
oznacuje kanonicky homomorfizmus). Potom 1, u, ..., u""! je baza
K ako vektorového priestoru nad F, Cize

K= {a,,_lu"_l +---4+au+ag;a,...,an-1 € F}
Désledok
Ak p(x) € F[x] je ireducibilny polyném stupna n, tak
K = F[x]/(p(x)) je konecné rozsirenie F a stupen rozsirenia
[K : F] je tiez rovny n.
[K : F] =stp(x)
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Priklady konecnych rozsireni

GFy = Zo[x]/(x* + x + 1)

(au+b)+ (cu+d)=(a+ b)u+ (b+d)

(au + b)(cu + d) = acu® + (bc + ad)u + bd
= ac(u+ 1)+ (bc+ ad)u + bd
= (ac + bc + ad)u + (ac + bd)
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Priklady konecnych rozsireni

+ 0 1 u u+1
0 0 1 u u+1
1 1 0 u+1 u
u u u+1 0 1
u+1]u+1 u 1 0
. 0 1 u u+1
0 0 0 0 0
1 0 1 u u+1
u 0 u u+1 1
u+1]0 uvu+1 1 u
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Priklady konecnych rozsireni

R[x]/(x* +1)

(ax + b)(cx + d) = acx® 4 (cb + ad)x + bc
= ac(x® + 1) + (cb + ad)x + (bd — ac)

(ax + b)(cx + d) + (p(x)) = (cb + ad)x + (bd — ac) + (p(x)),
(au+ b)(cu+ d) = (cb+ ad)u + (bd — ac).
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Priklady konecnych rozsireni

(au+ b)(cu + d) = (cb + ad)u + (bd — ac)

(ai + b)(ci + d) = (bc + ad)i + (bd — ac)

> C>R[x/(2+1)
> Q(v2) = QIX/(x2 - 2)
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Jednoduché rozsirenie

Definicia

Ak K je rozsirenie F a uy,...,u, € K, tak symbolom
F(u1,...,us) oznaCujeme podpole generované mnozinou
FU{u,...,up}. (T.j. najmensie podpole, ktoré obsahuje tito
mnozinu, CiZe prienik vietkych podpoli, ktoré ju obsahuja.)

V pripade, ze existuje u € K také, ze K = F(u) hovorime

o jednoduchom rozsireni.

Rozsirenia poli



Konecné rozsirenia Konecné rozsirenia

Pridanie korena

Veta
Nech F je pole, p(x) € F[x] je ireducibilny polyném nad F a K je
rozsirenie F, ktoré obsahuje korefi u polynému p(x). Potom

F(u) = F[x]1/(p(x))-
@u: FIX1/(p(x)) = F(u)

Pu: a(x) + (p(x)) = a(u)
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lzomorfizmus medzi rozsireniami

izomorfizmus ¢: F — F'

P z”: aix i@(a;)xi
i=0 i=0
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lzomorfizmus medzi rozsireniami

Veta

Nech ¢: F — F’ je izomorfizmus poli. Nech p(x) je ireducibilny
polyném nad F a p'(x) € F[x] je polyném &(p) (&ize polyném,
ktory ziskame pouzitim izomorfizmu ¢: F — F' na vsetky
koeficienty polynému f(x)). Potom p’(x) je tiez ireducibilny
polyném (nad F').

Nech u je koreri p(x) (v nejakom nadpoli F) a v je koren p'(x)
(v nejakom nadpoli F"). Potom existuje izomorfizmus

o: F(u) = F'(v),

ktory zobrazi u na v a rozsiruje ¢, t.j. o(u) = v a ol = ¢.
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