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Algebraické prvky

Definicia

Nech K je rozsirenie pola F. Nech u € K. Hovorime, ze prvok u je
algebraicky nad F, ak existuje nenulovy polyném f(x) € F[x],
ktorého korefom je wu.

Ak kazdy prvok rozsirenia K je algebraicky, hovorime, ze K je
algebraické rozsirenie.
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Algebraické prvky

Priklady algebraickych prvkov:
> ﬁje algebraicky nad Q; kore x2 -3
» C je algebraicky rozsirenie R; a + bi je koren
(x —a— bi)(x —a+ bi) = x> — 2ax + a° + b?
Cisla, ktoré nie s( algebraické nad Q:
» Napriklad e, m; dokaz nie je Gplne jednoduchy.
» Vieme ukazat, ze [R\ A| =|C\ Al =c.
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Minimalny polyném

{f(x) € Fx]; f(v) = 0}

Definicia

Ak u je algebraicky prvok nad F, tak minimalny polyném prvku u je
normovany polyném, ktory generuje ideal {f(x) € F[x]; f(u) = 0}.
Oznacujeme ho my(x).

Stuperi algebraického prvku definujeme ako stupen jeho
minimalneho polynému. Ozna€ujeme ho [u : F].

[u: F] =stmy(x)
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Minimalny polyném

Minimalny polyném:
» je jednoznacne ureny;
> nezavisi od nadpola.

Priklady:
» my(x) = x> —3 pre v/3 nad Q
> my(x) =x?+1preinad C
» my(x) =x—uakueF
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Minimalny polyném

Veta
Ak u je algebraicky prvok nad F a m,(x) € F|[x] je jeho minimalny
polyném. Potom m(x) je ireducibilny polyném nad F,

F(u) = Fx]/(mu(x))
alu: Fl=[F(u):F].
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Konecné a algebraické rozsirenie

Veta
Nech K je rozsirenie F a u € K. Prvok u je algebraicky nad F
préve vtedy, ked F(u) je konecné rozsirenie F.

Désledok
Kazdé konecné rozsirenie je algebraické.
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Tvrdenie

Nech K je konecné rozsirenie pola L a prvky xi, ..., X, tvoria bazu
K ako vektorového priestoru nad L. Nech L je konecné rozsirenie
pola F a prvky yi1,...,ys tvoria bdzu L ako vektorového priestoru
nad F. Potom mnozina {x;yj;i =1,...,n,j=1,...,s} tvori bazu
K ako vektorového priestoru nad F.

Désledok

Ak K je konecné rozsirenie pola L a L je koneéné rozsirenie pola F,
tak aj K je konecné rozsirenie pola F a pre stupne rozsireni plati

[K:F]l=[K:L]-[L:F].
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k= zn: CiX;
i=1
s
Ci = Z d,JyJ
Jj=1
n s
X = Z Z dijxiy;

i=1 j=1
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Désledok
Ak u € L, kde L je koneéné rozsirenie pola F, tak

[u:F]|[L:F]

Désledok
Ak u, v si algebraické prvky nad F, tak aj ich sacet u+ v a sicin
u- v si algebraické prvky.
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[Q(v2,v3):Q] =4
Q(vV2,v3) = Q(vV2 + V3)

1 1 V32
ViV VErvE vaeva Y
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(V2+v3)° =1
(V2+V3) =v2+V3
(V2++v3)> =5+2V6

(V2 +3)% =11v2+9V3
(V2 +V3)* =494+ 20V6

my(x) = x* —10x% 4 1
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