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Naivna teéria mnozin

Georg Cantor

Georg Cantor - zakladatel teérie mnozin

1874 - dékaz o existencii transcendentnych Cisel

Nepouzival axiomaticky pristup — tzv. naivna teéria mnozin.
Mnozina = sihrn objektov uréenych nejakou vlastnostou.
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Paradoxy v naivnej teérii mnozin

Russellov paradox

Spomedzi vietkych mnozin vyberieme tie mnoziny, ktoré nie si
prvkom samej seba.

A={x;x ¢ x}
Ak A€ A, tak A ¢ A - spor.
Ak A¢ A, tak A € A - spor.
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Paradoxy v naivnej teérii mnozin

Berryho paradox

B = {n; n je prirodzené Cislo, ktoré sa da definovat najviac 20
slovami slovenského jazyka}

Zoberieme najmensie n, ktoré nepatri do B:

n = je najmensie prirodzené Cislo, ktoré sa neda popisat najviac 20
slovami slovenského jazyka

Mame n € B ajn ¢ B.
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Hilbertov program

Hilbertov program

Ciele: Pomocou axiomatického pristupu
» odstranit zndme paradoxy;
» dokazat bezospornost teérie mnoZin;

> v ramci tejto tedrie sformalizovat celd matematiku.
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Systém ZFC Jazyk teérie mnozin

Jazyk tedrie mnozin

» Ak x, y si mnozinové premenné, tak (x =y) a (x € y) st
formuly teérie mnozin. (Tieto dva typy formal nazyvame
atomické formuly.)

» Ak ¢, ¥ st formuly tedrie mnozin, tak aj zapisy —p, @ A,
eV, o =1 a <P sa formuly tedrie mnozin.

» Ak x je mnozinova premenna a ¢ je formula teérie mnozin, tak
((3x)¢) a ((Vx)p) su tiez formuly tedrie mnozin.

Za formuly tedrie mnozin povazujeme len atomické formuly a
formuly, ktoré z nich vieme ziskat pouzitim koneéného poctu
uvedenych pravidiel.
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Systém ZFC Extenzionalita a existencia

Axiémy systému ZFC

Axiéma | (Axiéma extenzionality)

(V)(W)l(x =y) & (Vz)(z € x & z € y)]

Dve mnoziny sa rovnaja prave vtedy, ked obsahuji rovnaké prvky.

Axiéma IV (Axiéma existencie)

(3)(x = x)

Existuje aspof jedna mnoZina.
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Systém ZFC Zjednotenie a dvojica

Axiémy systému ZFC

Axiéma Il (Axiéma zjednotenia mnozin)

(VA)(3U)(Vz)(z € U = (Fa € A)(z € a))

Pre lubovolnd mnozinu A existuje takd mnozina U, ktora obsahuje
prave tie prvky, ktoré patria do niektorej z mnozin patriacich do A.

Axiéma Il (Axiéma dvojice)

(Va)(Vh)(3C)(V2)[z € C = (z=a) V(z = b)]

Ak a, b si mnoziny, tak existuje mnozina ktora obsahuje prave
prvky a, b a ziadne iné. Tato mnozinu oznacime {a, b}.
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Systém ZFC Zjednotenie a dvojica

Axiémy systému ZFC

Tvrdenie

Pre lubovolné mnoziny A, B existuje taki mnozina C, do ktorej
patria prave prvky patriace do mnoZiny A alebo do mnoZiny B.
Tato mnozinu oznacujeme AU B a nazyvame zjednotenie mnozin A
aB.

Tvrdenie
Pre kazdii mnoZinu a existuje jedind mnozina A, ktora obsahuje a
ako jediny svoj prvok, t.j.

zEA&S z=a.

Tito mnozinu oznacujeme {a}.
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Systém ZFC Schéma axiém vymedzenia

Axiémy systému ZFC

Axiéma V (Schéma axiém vymedzenia)

Nech ¢(x) je formula teérie mnozin, ktora neobsahuje B ako volni
premenn. Potom plati

(VA)(3B)(Vz)(z € B z € AN y(2))

Pre kazdd mnozinu A existuje mnozina B obsahujica prave tie
prvky z A, pre ktoré je pravdivy vyrok ¢(z), ktory dostaneme
nahradenim vsetkych volnych vyskytov premennej x premennou z.
Tato mnozinu budeme oznacovat

B:={xeAp(x)}
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Systém ZFC Schéma axiém vymedzenia

Axiémy systému ZFC

Tvrdenie
Existuje (prédve jedna) mnozina () s vlastnostou

(Vz)(z ¢ 0).

Tidto mnozinu nazyvame prazdna mnoZina.
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Systém ZFC Schéma axiém vymedzenia

Axiémy systému ZFC

Tvrdenie
Pre lubovolné dve mnoziny A, B existuje préve jedna mnozZina C,
ktora obsahuje prave tie prvky, ktoré patria siiCasne do A aj do B.

Tato mnozinu nazyvame prienik mnozin A a B a oznacCujeme ju
ANB.

Definicia
Mnoziny A a B sa nazyvaji disjunktné, ak AN B = (), t.j. ak maja
prazdny prienik.
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Systém ZFC Axiéma potencnej mnoziny

Axiémy systému ZFC

Definicia
Ak A, B st mnoziny, tak hovorime, Ze A je podmnoZinou B, ak
kazdy prvok mnoziny A je prvkom mnoziny B. Tento fakt oznacime
ACB.

Ang(VZ)(zeAéZGB)
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Systém ZFC Axiéma potencnej mnoziny

Axiémy systému ZFC

Axiéma VI (Axiéma potencnej mnoziny)

(YA)(3P)(Vz)(z € P = z C A)

Pre kazd( mnoZinu A existuje mnoZina P pozostavajica prave
z podmnozin mnoziny A.

Definicia
Mnozinu vsetkych podmnozin mnoziny A nazyvame potenénd
mnozina mnoziny A a oznaCujeme P(A).

P(A) = {B; B C A}
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Systém ZFC Schéma axiém substiticie

Axiémy systému ZFC

Axiéma VIII (Schéma axiém substitucie)

Nech ¢(x,y) je formula tedrie mnozin, ktord neobsahuje B ako
volna premennd. Potom plati

(VA)[(Vx € A)3ly)e(x,y) = (3B)(Vz)(z € B & (3x € A)p(x, 2))].

Trochu nepresne sa da preformulovat tak, Zze ak A je mnozZina a
f: A— Y je zobrazenie na mnozine A, tak existuje mnozina
{f(a); a € A}, Cize obraz mnoziny A.
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Systém ZFC Axiéma regularity

Axiémy systému ZFC

Axiéma (Axiéma regularity)

(YA)(EB)(B € A)= (3B € A)-[(Fc)(c € AN c € B)]]

Kazda neprazdna mnozina obsahuje mnozinu, ktora je s fiou
disjunktna.

Z axiémy regularity sa da odvodit, ze (Vx)x ¢ x.
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Systém ZFC Axiéma nekonecnej mnoziny

Axiémy systému ZFC

Axiéma X (Axiéma nekonecnej mnoziny)

(3A)0 € AA (Vx)(x € A= x U {x} € A)]

Ay =10

A = AU {Ag} = {0}

Ay = Ay U{A1} = {0,{0}}

Az = Ay U{Az} = {0,{0}, {{0,{0}} }}
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Systém ZFC Axiéma vyberu

Axiémy systému ZFC

Doteraz uvedené axiémy sa zvykn( oznacCovat ako axiomaticky
systém ZF. Po pridani nasledujicej axiomy uz dostaneme cely
systém ZFC.

Axiéma VIII (Axiéma vyberu)

(VS)(VAE S)A£D A (VAES)(VBES)(A#£B=ANB=0)=
(V)(VA € S)(Ix)(V N A = {x})]
Ak S je systém neprazdnych disjunktnych mnozin, tak existuje

mnozina B, ktord ma s kazdou z tychto mnozin jednoprvkovy
prienik.

Axiomaticky pristup k teérii mnozin



Systém ZFC Axiéma vyberu

Axiémy systému ZFC

Axiému vyberu mézeme ekvivalentne preformulovat takto:

Axiéma VIII

Ak S je systém neprazdnych disjunktnych mnozin, tak existuje
zobrazenie f: § — |J S také, ze pre kazdé A € S plati f(A) € A.
Dokonca plati, Ze axiéma vyberu je ekvivalentna s tvrdenim, ktoré

dostaneme, ak v predchadzajicej formulacii vynechdme podmienku
disjunktnosti.
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Operacie s mnozinami
Definicie

ACBY (v2)(ze A= zeB)
AUB ={x;x € AV x € B}
ANB={x;xe AAx € B}
A\B={x;xe ANx ¢ B}
AAB = (A\ B)U(B\ A)
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Operacie s mnozinami

Vennove diagramy

B A AAB |B
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Operacie s mnozinami

Vlastnosti inklGzie

Tvrdenie
Nech A, B, C si lubovolné mnoziny. Potom plati:

> Pre kazdi mnozinu plati A C A.
» A= B prive vtedy, ked AC BAB C A.
» Ak platiACBaBCC, tak ACC.
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Operacie s mnozinami
ldentity pre U a N

Tvrdenie
Nech A, B, C sii mnoziny. Potom plati:
(i) AU(BUC)=(AUB)UC, ANn(BNC)=(AnB)NnC

(asociativnost operacii U a N);

(i) AUB = BUA, ANB = BN A (komutativnost operacii U a N);

(iii) ) UA=A, DNA=0;

(iv) AN(BUC)=(AnNB)U(AN (C),
AU (BN C)=(AUB)N (AU C) (distributivnost);

(v) ANA=A, AU A = A (idempotentost operécii U a N)

(vi) AN(AUB)=A, AU(AN B) = A (zakony absorpcie).
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Operacie s mnozinami

Zjednotenie a prienik systému mnozin

Us=JA={z(3E4c8)zc A

AeS
JAi={z:3i ez e A}
iel

mS: mA::{z;(VAES)ZEA}

AeS

(A = {z: (Vi € )z € A}

iel

NS definujeme len pre S # ()
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Operacie s mnozinami

Zjednotenie a prienik systému mnozin

Tvrdenie
Nech S a B si [ubovolné mnoziny. Potom plati:

Bn|JA=[]J(BnA)

AeS AeS
Bu()A=[)(BUA).
AeS AeS
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Operacie s mnozinami

Inklazia, prienik a zjednotenie

Tvrdenie

Nech A a B si mnoziny. Nasledujice podmienky si ekvivalentné:
(i) AC B;

(i) A=ANB;

(ii) B=AUB.

Tvrdenie

Nech A, B, C sii mnoziny. Potom plati:

(i) 0 C A

(i) ADBCACAUB;

(iii) AkKAC B, tak ANCCBNnCaAUCCBUC.
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Operacie s mnozinami

|dentity pre mnozinovy rozdiel

(viii) AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB),

(ix) ACB< A\B=1.

(x) A\ﬂiel B :Uiel(A\Bi)' A\Uiel Bi:ﬂiel(A\Bi)-
(xi) Ak BC C,tak A\ CC A\ B.

(xii) Ak BC C,tak B\ AC C\ A
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Operacie s mnozinami

|dentity pre symetricki diferenciu

Tvrdenie

Nech A, B, C si mnoZiny. Potom plati:
(i) AAB = BAA;

(ii) (AAB)AC = AA(BAC);

(i) AAA=10, AAD = A;

(iv) AUB = AABA(AN B);

v) A\ B=AA(ANB).
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Karteziansky sicin

Usporiadana dvojica

Definicia
Nech a, b st mnozZiny. Potom mnozinu

(a,b) :={{a},{a, b}}
nazyvame usporiadanou dvojicou mnozin a a b.

Tvrdenie
Nech a, b, ¢, d si mnoziny. Potom

(a, b) = (c,d) & a=cAb=d.
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Karteziansky sicin

Karteziadnsky sicin

Definicia

Karteziansky stcin mnozin A a B je mnozina, ktorej prvkami si
prave také usporiadané dvojice, kde prvy prvok patri do mnoziny a
a druhy prvok patri do mnoziny b. Tato mnoZinu oznacujeme

Ax B:={(a,b);ac A bec B}.
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Karteziansky sicin
Karteziadnsky sicin

Tvrdenie

Nech A, B, C sii mnozZiny. Potom plati

i) AxD=0xA=10;

(ii)) Ax(BUC)=(AxB)U(Ax C);

(iii) Ax(BNC)=(AxB)Nn(Ax C);

(iv) Ax (B\C)=(AxB)\(Ax ().

v) Ak navyse A, B, C,D # (), tak plati
Ax B = CxD(:)A CAB=D

Karteziansky stcin vo vSeobecnosti nie je asociativny ani
komutativny:

AxB#BXxA

Ax(BxC)#(AxB)xC
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