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Relácie

De�nícia

Relácia R medzi mnoºinami A a B je ©ubovo©ná podmnoºina
mnoºiny A× B . Pokia© A = B , hovoríme o relácii na mnoºine A.
Obvykle namiesto (a, b) ∈ R pouºívame zápis aRb.
De�ni£ný obor: D(R) = {a ∈ A; (∃b ∈ B)aRb}
Obor hodnôt: H(R) = {b ∈ B; (∃a ∈ A)aRb}
Príklady:

• idA = {(a, a); a ∈ A} na mnoºine A

• R = {(x , y) ∈ I × I ; x2 + y2 = 1} na mnoºine I = 〈−1, 1〉
• {(a, b) ∈ N× N; a ≤ b} na mnoºine N
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Relácie

De�nícia

Nech A je mnoºina a R je relácia na mnoºine A. Hovoríme, ºe
relácia R je:
(i) re�exívna, ak pre kaºdé a ∈ A platí aRa,
(ii) ire�exívna (antire�exívna), ak pre ºiadne a ∈ A neplatí aRa,
(iii) symetrická, ak pre ©ubovo©né a, b ∈ A platí aRb ⇒ bRa,
(iv) antisymetrická, ak pre ©ubovo©né a, b ∈ A platí

aRb ∧ bRa⇒ a = b,
(v) asymetrická, ak pre ©ubovo©né a, b ∈ A platí aRb ⇒ ¬(bRa),
(vi) tranzitívna, ak ∀a, b, c ∈ A platí aRb ∧ bRc ⇒ aRc ,
(vii) trichotomická, ak pre ©ubovo©né a, b ∈ A platí práve jedna

z moºností aRb, bRa, a = b.
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Relácia ekvivalencie

De�nícia

Relácia R na mnoºine A sa nazýva relácia ekvivalencie ak je
re�exívna, symetrická a tranzitívna.

Viete: relácie ekvivalencie zodpovedajú rozkladom.
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�iasto£né usporiadanie

De�nícia

Relácia R na mnoºine A sa nazýva £iasto£né usporiadanie na
mnoºine A, ak relácia R je re�exívna, tranzitívna a antisymetrická.
Hovoríme tieº, ºe dvojica (A,R) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina.
Ak sú navy²e ©ubovo©né dva rôzne prvky mnoºiny A porovnate©né
reláciou R , t.j. platí

(∀a, b ∈ A)a 6= b ⇒ aRb ∨ bRa,

nazývame túto reláciu lineárnym usporiadaním.
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Skladanie relácií

De�nícia

Nech R je relácia medzi mnoºinami A, B a S je relácia medzi
mnoºinami B , C . Potom reláciu

S ◦ R = {(a, c) ∈ A× C ; (∃b ∈ B)aRb ∧ bSc}

nazývame zloºením relácií S a R .
Reláciu

R−1 = {(b, a) ∈ B × A; (a, b) ∈ R}

medzi mnoºinami B a A nazývame inverznou reláciou k relácii R .
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Skladanie relácií

Tvrdenie
Ak R je ©ubovo©ná relácia medzi mnoºinami A, B, tak platí

(R−1)−1 = R.

De�nícia

Nech A je mnoºina. Potom reláciu

idA = {(a, a); a ∈ A}

na mnoºine A nazývame identita na mnoºine A.
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Skladanie relácií

Tvrdenie
Nech A, B sú mnoºiny R je relácia medzi mnoºinami A, B a S je
relácia medzi mnoºinami B, A. Potom platí

R ◦ idA = R

idA ◦ S = S .

Tvrdenie
Nech R je relácia medzi mnoºinami A a B, S je relácia medzi
mnoºinami B a C. Potom platí:

(S ◦ R)−1 = R−1 ◦ S−1.
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Skladanie relácií

Tvrdenie
Nech R je relácia na mnoºine A. Potom platí:
(i) relácia R je re�exívna práve vtedy, ke¤ idA ⊆ R;
(ii) relácia R je symetrická práve vtedy, ke¤ R−1 = R;

(iii) relácia R je antisymetrická práve vtedy, ke¤ R ∩ R−1 ⊆ idA;

(iv) relácia R je tranzitívna práve vtedy, ke¤ R ◦ R ⊆ R;
(v) ©ubovo©né dva rôzne prvky A sú porovnate©né v relácii R práve

vtedy, ke¤ R ∪ R−1 ⊇ A× A \ idA.
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Skladanie relácií

Tvrdenie
Ak R je £iasto£né usporiadanie na mnoºine A, tak aj R−1 je
£iasto£né usporiadanie na A.
Ak navy²e R je lineárne, tak to isté platí aj o usporiadaní R−1.



Relácie Funkcie �iasto£ne usporiadané mnoºiny Dobre usporiadané mnoºiny

Funkcie

De�nícia

Zobrazenie (funkcia) z mnoºiny A do B je relácia medzi mnoºinami
A a B taká, ºe pre kaºdé a ∈ A existuje práve jedno b ∈ B
s vlastnos´ou (a, b) ∈ f .

(∀a ∈ A)(∃!b ∈ B)(a, b) ∈ f

Zobrazenie f z A do B budeme ozna£ova´ f : A→ B . Mnoºinu A
nazývame de�ni£ný obor a B obor hodnôt zobrazenia f .

Namiesto zápisu (a, b) ∈ f budeme pouºíva´ zápis f (a) = b.
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Skladanie zobrazení
De�nícia

Ak f : A→ B je zobrazenie a C ⊆ A, tak zobrazenie f |C : C → B ,
de�nované predpisom

f |C (x) = f (x)

pre v²etky x ∈ C , nazývame zúºenie zobrazenia f na mnoºinu C .

f |C = f ∩ (C × B)

Tvrdenie
Nech f : A→ B, g : B → C sú zobrazenia. Potom aj g ◦ f je
zobrazenie

g ◦ f (a) = g(f (a)) pre kaºdé a ∈ A.
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Injekcia, bijekcia a surjekcia

De�nícia

Nech f : X → Y je zobrazenie.

• f je injektívne, ak (∀x , y ∈ X ) x 6= y ⇒ f (x) 6= f (y)

• f je surjektívne, ak (∀y ∈ Y ) (∃x ∈ X ) f (x) = y .

• f je bijektívne, ak je sú£asne injektívne aj surjektívne.

Zloºenie dvoch injekcií (surjekcií, bijekcií) je opä´ injekcia
(surjekcia, bijekcia).

Poznámka

Ekvivalentná de�nícia injekcie: f (x) = f (y) ⇒ x = y .
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Inverzné zobrazenie

Tvrdenie
Nech f : A→ B je zobrazenie. Potom f −1 je zobrazenie z B do A
práve vtedy, ke¤ f je bijekcia.

Tvrdenie
Nech f : A→ B, g : B → A sú zobrazenia. Nasledujúce podmienky
sú ekvivalentné:
(i) g = f −1 (t.j. g je inverzné zobrazenie k f );
(ii) platí g ◦ f = idA a f ◦ g = idB .
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Vzor a obraz mnoºiny

De�nícia

Nech f : X → Y je zobrazenie, A ⊆ X , B ⊆ Y .
Potom mnoºinu

f [A] := {f (a); a ∈ A}

nazývame obraz mnoºiny A v zobrazení f a mnoºinu

f −1[B] = {a; f (a) ∈ B}

nazývame vzor mnoºiny B v zobrazení f .
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Vzor a obraz mnoºiny

y ∈ f [A]⇔ (∃a ∈ A)y = f (a)

x ∈ f −1[B]⇔ f (x) ∈ B

V prípade, ºe B = {b} je jednoprvková mnoºina, niekedy namiesto
zápisu f −1[{b}] pouºijeme zápis f −1(b). (Z kontextu by malo by´
zrejmé, £i hovoríme o inverznej funkcii k f , alebo zápis f −1(b)
znamená vzor jednoprvkovej mnoºiny.)
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Vzor a obraz mnoºiny

Tvrdenie
Nech f : X → Y , g : Y → Z sú zobrazenia, A,B ⊆ X, C ,D ⊆ Y ,
E ⊆ Z, Ai ⊆ X a Bi ⊆ Y pre kaºdé i ∈ I . Potom platí
(i) g ◦ f [A] = g [f [A]];
(ii) (g ◦ f )−1[A] = g−1[f −1[A]];
(iii) A ⊆ f −1[f [A]] a ak f je injektívne, tak A = f −1[f [A]];
(iv) f [f −1[C ]] ⊆ C a ak f je surjektívne, tak f [f −1[C ]] = C;
(v) f [A ∩ B] ⊆ f [A] ∩ f [B] a ak f je injektívne, tak

f [A ∩ B] = f [A] ∩ f [B];
(vi) f [

⋂
i∈I Ai ] ⊆

⋂
i∈I f [Ai ] a ak f je injektívne, tak

f [
⋂

i∈I Ai ] =
⋂

i∈I f [Ai ];
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Vzor a obraz mnoºiny

Tvrdenie
(vii) f [A ∪ B] = f [A] ∪ f [B];
(viii) f [

⋃
i∈I Ai ] =

⋃
i∈I f [Ai ];

(ix) f −1[C ∩ D] = f −1[C ] ∩ f −1[D];
(x) f −1[

⋂
i∈I Bi ] =

⋂
i∈I f

−1[Bi ];
(xi) f −1[C ∪ D] = f −1[C ] ∪ f −1[D];
(xii) f −1[

⋃
i∈I Ai ] =

⋃
i∈I f

−1[Ai ];
(xiii) A ⊆ B ⇒ f [A] ⊆ f [B] a ak f je injekcia, tak platí aj opa£ná

implikácia;
(xiv) C ⊆ D ⇒ f −1[C ] ⊆ f −1[D] a ak f je surjekcia, tak platí aj

opa£ná implikácia;
(xv) f [A] ⊆ C ⇔ A ⊆ f −1[C ].
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Surjekcia a pravé inverzné zobrazenie

Tvrdenie
Nech f : A→ B je zobrazenie. Potom platí:
(i) f je surjekcia práve vtedy, ke¤ existuje zobrazenie g : B → A

také, ºe f ◦ g = idB .
(ii) Nech navy²e A 6= ∅. Potom f je injekcia práve vtedy, ke¤

existuje zobrazenie g : B → A také, ºe g ◦ f = idA.

Dôsledok
Ak A 6= ∅ a existuje injekcia f : A→ B, tak existuje surjekcia
f : B → A.
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Karteziánsky sú£in systému mnoºín

De�nícia

Ak A, B sú ©ubovo©né mnoºiny, tak zobrazenia p1 : A× B → A a
p2 : A× B → B , dané predpismi

p1(a, b) = a

p2(a, b) = b

pre (a, b) ∈ A× B , budeme nazýva´ projekcie z karteziánskeho
sú£inu A× B na mnoºiny A a B .
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Karteziánsky sú£in systému mnoºín

De�nícia

Nech I je mnoºina a pre kaºdé i ∈ I je Ai mnoºina. Potom
karteziánsky sú£in systému mnoºín Ai , i ∈ I de�nujeme ako∏

i∈I
Ai = {f : I →

⋃
i∈I

Ai ; f (i) ∈ Ai}

Pre kaºdé i ∈ I de�nujeme zobrazenie pi :
∏
i∈I

Ai → Ai

pi (f ) = f (i),

ktoré nazývame i -ta projekcia.



Relácie Funkcie �iasto£ne usporiadané mnoºiny Dobre usporiadané mnoºiny

Karteziánsky sú£in funkcií

De�nícia

Nech f : A→ C , g : B → D sú zobrazenia. Potom ich karteziánsky
sú£in je zobrazenie f × g : A× B → C × D ur£ené predpisom

f × g(a, b) = (f (a), g(b)).

Ak pre kaºdé i ∈ I je fi : Ai → Bi zobrazenie, tak karteziánsky sú£in
týchto zobrazení je g =

∏
i∈I

fi :
∏
i∈I

Ai →
∏
i∈I

Bi , kde g(f ) pre

f ∈
∏
i∈I

Ai je ur£ená ako

g(f )(i) = fi (f (i)).
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Karteziánsky sú£in funkcií

Tvrdenie
Nech f : A→ C, g : B → D sú zobrazenia.
(i) Ak f aj g sú injekcie, tak f × g je injekcia.
(ii) Ak f aj g sú surjekcie, tak f × g je surjekcia.
(iii) Ak f aj g sú bijekcie, tak f × g je bijekcia.

Tvrdenie
Nech fi : Ai → Bi je zobrazenie pre kaºdé i ∈ I .
(i) Ak fi je injekcia pre kaºdé i ∈ I , tak

∏
i∈I

fi je injekcia.

(ii) Ak fi je surjekcia pre kaºdé i ∈ I , tak
∏
i∈I

fi je surjekcia.

(iii) Ak fi je bijekcia pre kaºdé i ∈ I , tak
∏
i∈I

fi je bijekcia.
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�iasto£né usporiadanie

re�exívna, antisymetrická a tranzitívna relácia na mnoºine A
(A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina

(∀a ∈ A)a ≤ a (R)

(∀a, b ∈ A)a ≤ b ∧ b ≤ a⇒ a = b (A)

(∀a, b, c ∈ A)a ≤ b ∧ b ≤ c ⇒ a ≤ c (T)

a < b ⇔ (a ≤ b) ∧ a 6= b
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�iasto£né usporiadanie

Lineárne usporiadanie = ©ubovo©né 2 prvky mnoºiny A sú
porovnate©né

(∀a, b ∈ A)a 6= b ⇒ a ≤ b ∨ b ≤ a.

Príklady:

• (R,≤), (Q,≤), (Z,≤), (N,≤)
• Ak (A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina a B ⊆ A, tak
(B,≤ ∩ (B × B)) je tieº £iasto£ne usporiadaná mnoºina.

• (P(A),⊆)
• (N, |)

a | b ⇔ (∃c ∈ N)b = c.a
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Hasseho diagram

De�nícia

Nech (A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina. Prvok a nazývame
predchodcom prvku b, ak a ≤ b a sú£asne platí

a ≤ c ≤ b ⇒ c = a ∨ c = b.

Prvok b sa nazýva nasledovník prvku a.

Diagram � £iarou spojíme prvok s jeho nasledovníkom.
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Hasseho diagram

Figure: Hasseho diagram (P(X ),⊆) pre 2- a 3-prvkovú mnoºinu
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Hasseho diagram

Figure: Hasseho diagram (P(X ),⊆) pre 4-prvkovú mnoºinu
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Hasseho diagram

Figure: 5-rozmerná hyperkocka
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Hasseho diagram

Figure: Hasseho diagram pre £iasto£né usporiadanie | na mnoºine

{0, 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15}
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Izomor�zmus

De�nícia

Nech (X ,≤) a (Y ,�) sú £iasto£ne usporiadané mnoºiny a
f : X → Y je zobrazenie. Hovoríme, ºe zobrazenie f je monotónne,
ak platí

(∀x1, x2 ∈ X )x1 ≤ x2 ⇒ f (x1) � f (x2).

Niekedy pouºívame aj zápis f : (X ,≤)→ (Y ,�).
Ak je zobrazenie f navy²e bijektívne a f −1 je tieº monotónne, tak f
nazývame izomor�zmus. Ak existuje izomor�zmus medzi £iasto£ne
usporiadanými mnoºinami (X ,≤) a (Y ,�), tak hovoríme, ºe
(X ,≤) a (Y ,�) sú izomorfné, ozna£ujeme (X ,≤) ∼= (Y ,�).
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Najmen²í a minimálny prvok

De�nícia

Nech (A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina a a ∈ A. Hovoríme,
ºe a je
(i) najmen²í prvok mnoºiny A, ak (∀b ∈ A)a ≤ b;
(ii) najvä£²í prvok mnoºiny A, ak (∀b ∈ A)b ≤ a;
(iii) minimálny prvok mnoºiny A, ak (∀b ∈ A)b ≤ a ⇒ b = a;
(iv) maximálny prvok mnoºiny A, ak (∀b ∈ A)a ≤ b ⇒ a = b.

najmen²í ⇒ minimálny
lineárne usporiadanie: najmen²í ⇔ minimálny
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Ostré £iasto£né usporiadanie

De�nícia

Reláciu < na mnoºine A nazývame ostré £iasto£né usporiadanie, ak
je antire�exívna, asymetrická a tranzitívna; t.j. pre a, b, c ∈ A platí

a 6< a;

a < b ⇒ b 6< a;

a < b ∧ b < c ⇒ a < c.

Ak sú navy²e ©ubovo©né dva rôzne prvky porovnate©né, tak
hovoríme o ostrom lineárnom usporiadaní.

a 6= b ⇒ a < b ∨ b < a
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Ostré £iasto£né usporiadanie

Veta
Nech R je relácia na mnoºine A.

R je £iasto£né usporiadanie ⇒ R \ idA je ostré £iasto£né usporiadanie

S je ostré £iasto£né usporiadanie ⇒ S ∪ idA je £iasto£né usporiadanie

Priradenia R 7→ R \ idA a S 7→ S ∪ idA sú navzájom inverzné (a
teda ). Tieto priradenia zachovávajú linearitu.
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Dobre usporiadané mnoºiny

De�nícia

Nech (A,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina. Hovoríme, ºe
(A,≤) je dobre usporiadaná mnoºina, resp. ºe ≤ je dobré
usporiadanie na mnoºine A, ak kaºdá neprázdna podmnoºina
mnoºiny A má najmen²í prvok v usporiadaní ≤.

De�nícia

Ak (A,≤) je lineárne usporiadaná mnoºina, tak symbolom Aa

budeme ozna£ova´ mnoºinu v²etkých prvkov men²ích neº A.

Aa = {x ∈ A; x < a}
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Indukcia v dobre usporiadanej mnoºine

Veta (Indukcia v dobre usporiadanej mnoºine)

Nech (A,≤) je dobre usporiadaná mnoºina. Nech podmnoºina
B ⊆ A má nasledujúcu vlastnos´:

(∀a ∈ A)Aa ⊆ B ⇒ a ∈ B.

Potom B = A.

Príklady dobre usporiadaných mnoºín: (N,≤) (a jej podmnoºiny)
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Lexikogra�cké a antilexikogra�cké usporiadanie

De�nícia

Nech (A,≤A), (B,≤B) sú £iasto£ne usporiadané mnoºiny. Potom
reláciu ≤ na mnoºine A× B de�novanú ako

(a, b) ≤ (a′, b′)
def⇔ (a <A a′) ∨ [(a = a′) ∧ (b ≤B b′)]

nazývame lexikogra�cké usporiadanie. Tieº hovoríme, ºe (A×B,≤)
je lexikogra�cký sú£in £iasto£ne usporiadaných mnoºín (A,≤A) a
(B,≤B).
Antilexikogra�cké usporiadanie na A× B de�nujeme ako

(a, b) ≤ (a′, b′)
def⇔ (b <B b′) ∨ [(b = b′) ∧ (a ≤B a′)].
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Lexikogra�cké a antilexikogra�cké usporiadanie

Tvrdenie
Nech (A,≤), (B,≤) sú £iasto£ne usporiadané mnoºiny a
(A× B,≤) je ich (anti)lexikogra�cký sú£in. Potom
(i) (A× B,≤) je £iasto£ne usporiadaná mnoºina;
(ii) ak (A,≤) a (B,≤) sú lineárne usporiadané, tak aj (A× B,≤)

je lineárne usporiadaná mnoºina;
(iii) ak (A,≤) a (B,≤) sú dobre usporiadané, tak aj (A× B,≤) je

dobre usporiadaná mnoºina.
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Lexikogra�cké a antilexikogra�cké usporiadanie
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Sú£et dobre usporiadaných mnoºín

Príklad
Nech (B,≤B) a (C ,≤C ) sú £iasto£ne usporiadané mnoºiny. Na
M := {0} × B ∪ {1} × C zade�nujeme ≤ ako:
(0, b) ≤ (1, c) pre ©ubovo©né b ∈ B , c ∈ C ;
pre b, b′ ∈ B platí (0, b) ≤ (0, b′) práve vtedy, ke¤ b ≤B b′;
pre c , c ′ ∈ C platí (0, c) ≤ (0, c ′) práve vtedy, ke¤ c ≤C c ′.
Dostaneme £iasto£né usporiadanie. Ak obe mnoºiny sú lineárne
(dobre) usporiadané, platí to aj o výslednej mnoºine.
Ozna£enie: (B,≤B) + (C ,≤C ) alebo B + C
{0}+ N ∼= N
N+ {0} 6∼= N
Neskôr: sú£et a sú£in ordinálnych £ísel.
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N+ N N+ {0} {0}+ N

Figure: Príklady na sú£et dobre usporiadaných mnoºín
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Po£iato£ný úsek

De�nícia

Po£iato£ný úsek lineárne usporiadanej mnoºiny (X ,≤) je
podmnoºina U ⊆ X s vlastnos´ou x ∈ U ∧ y ≤ x ⇒ y ∈ U.

X a mnoºiny tvaru Xa = {x ∈ X ; x < a} pre a ∈ X

Tvrdenie
Nech (X ,≤) je lineárne usporiadaná mnoºina a nech
X ′ = {Xa; a ∈ X} je mnoºina v²etkých vlastných po£iato£ných
úsekov mnoºiny X . Potom zobrazenie f : X → X ′ ur£ené predpisom

f (a) = Xa

je izomor�zmus (X ,≤) a (X ′,⊆).
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