CvicCenia 6, 7

Priklady z tejto sady tloh by nam mali vystacit na viac nez jeden tyzden. Ked
dokoncime témy v tejto sade, tak budeme maft vlastne prebrati latku na prvia
pisomku.

Rozklad grupy podla podgrupy
Na pripomenutie: Ak H je podgrupa G, tak Tavé triedy
aH = {ah;h € H}

tvoria lavy rozklad G podla H. (Podobne pravé triedy tvoria pravy rozklad.)
Pocet Tavych a pravych tried je rovnaky, znac¢ime ho [G : H]. Plati |G| =
[G : H||H| (Lagrangeova veta).

Uloha 1. Ak G je koneénd grupa, H je podgrupa G a K je podgrupa H, tak
plati rovnost [G : K| =[G : H|[H : K].

Uloha 2. Ak p je prvoéislo a k > 1 prirodzené &slo, tak kazdd pF-prvkova
grupa ma p-prvkovi podgrupu.

Normalne podgrupy

Podgrupu H grupy G voldme normélna (invariantna), ak spliia niektori z tychto
(ekvivalentnych) podmienok:

(i) aH = Ha pre vsetky a € G,
(ii

(iii

aH C Ha pre vsetky a € G,
Ha C aH pre vsetky a € G,
(iv) aHa™! C H pre vietky a € G,
(v
(vi) {aH;a € G} = {Hb;b € G}.
Podmienku (iv) mézeme prepisat ako

he H = aha™t € H.

)
)
)
)

aHa™' = H pre vietky a € G,

Kazda podgrupa komutativnej grupy je normélna. Pre nekomutativne grupy
to vo vSeobecnosti neplati.
Uloha 3. Ak H je podgrupa G a [G : H] = 2, tak H je normélna podgrupa.
Navyse, pre kazdy prvok G \ H plati 22 € H.
Uloha 4. Ak H a H' st normélne podgrupy G také, ze H N H' = {e}, tak
hh' = h'h pre Iubovolné h € H a h' € H' (lubovolny prvok H komutuje s
Tubovolnym prvkom H'.)
Uloha 5. Dokézte, 7e lubovolnd normalna podgrupa A, pre n > 5, ktord
obsahuje aspon jeden cyklus dlzky 3 je celd grupa A,,.



Faktorové grupy

Ak H je normélna podgrupa grupy G, tak na mnozine G/H tried rozkladu sa
dé zadefinovat binarna operacia predpisom

(aH)(bH) = (ab)H

Takto dostaneme faktorovi grupu grupy G podla podgrupy H.

Veta o izomorfizme: Ak f: G — G’ je homomorfizmus grip, tak Ker [ je
normélna podgrupa grupy G a faktorova grupa G/Ker f je izomorfna s podg-
rupou Im f grupy G’.

Uloha 6. Nech G je grupa vietkych regularnych matic typu n x n (s operaciou
nésobenia matic). Ako H ozna¢me tie z nich, ktoré maji determinant |A| = 1.
Dokazte, ze H je invariantnd podgrupa G. Vedeli by ste ndjst grupu izomorfni
s G/H?

Uloha 7. Overte, & H je normalna podgrupa grupy G a opiste faktorovi grupu
G/H (aké mé triedy, vybrat z kazdej triedy prave jedného reprezentanta, zistit,
¢ je izomorfnd s nejakou zndmou grupou).
a) G=(RxR,+), H={(z,y);z+2y =0}
G=(C,+),H=R
G=(Z,+), H=4Z ={4z;z € Z}
d) G = (Zy x Zg,+), H =[(2,2)]
G=ZXxZxZ +) H ={(n,m,0);n,m e Z}
G =(C\{0},-), H={ceC;c® e R\ {0}

Uloha 8. Zistite, ¢ dané grupy st izomorfné. V celom cvi¢eni budeme ako S
oznacovat grupu ({c € C;|c¢| = 1},) (pripadne mnozinu prvkov tejto grupy) a
Cp={ceC;c"=1},)

a) (C\{0},-)/{ceC;c" € R\ {0}}, (C\{0},-)/R* (pod R tu myslime kladné
redlne ¢isla, ¢ize 0 ¢ R
b) (R,+)/z, S/C,,, S
c) (C\{0},), (C\{0},-)/Cn
Q) ({c € Cie” € R\ {0}},)/R*, C,
e) {ceC;c® e R\ {0}},9)/Cp, RT
f) C12/Cy, Zs
8) (Za x Zs, +)/(Z2 x {0}), Z3
h) S3/[(123)], (Z2, +)

Uloha 9. Ukézte, Ze Q/Z (obe grupy berieme so scitovanim) je nekoneéna
grupa, v ktorej ma kazdy prvok konec¢ny rad.

Uloha 10. Centrom grupy G nazjvame mnozinu Z(G) = {g € G; (Vh € G)gh
hg} takych prvkov, ktoré komutuji so vSetkymi prvkami G. Ukézte, ze Z(G) je
normalna podgrupa grupy G.

Uloha 11. Nech H je normalna podgrupa G, ¢: G — G/H je kanonicky ho-

momorfizmus a X C G. Dokdzte: Ak p[X] generuje G/H, tak H U X generuje
G.



