Relacie ekvivalencie

1. Overte, ¢i relacia R je relacia ekvivalencie na mnozine M.
a) M je lubovolnd mnozina, R = M x M;
b) M je lubovolnd mnozina, R = {(z,z);x € M}
c) M =R, R={(z,y) e M x Mz —y € Z};
d) M =72, R={((a,b),(c,d)) € M x M;a+d="b+c};
e) M =N? R ={((a,b),(c,d)) € M x M;a+d=0b+c};
f)y M =R, R={(a,b) € M x M;|la—b| <1}
g) M =R, R={(z,y) € M x M;xz :yz};
h) M = P(N), t.j. M je mnozZina vSetkych podmnozin mnoziny N a R = {(4,B) €
M x M; AAB je kone¢énd} (t.j. mnoziny A a B si v reldcii R, ak ich symetricky rozdiel
AAB = (A\ B)U (B \ A) je konefnd mnozina);
i) M =P(N), R={(A,B) € M x M; existuje bijekcia z A do B};
NM=27Z; R={(z,y) € M x M;3 | z+2y}
k) M =R, R={(z,y) € M x M;x —y € Q};
) M =R% R={((x1,22), (y1,y2) € M x M1 = y1)};
m) M =R%* R = {((z1,22), (y1,y2) € M x M;x1 =y Ax2 = y2)};
n) M =R% R ={((x1,2), (y1,y2) € M X Myz1 = y2 Ao = 1)}
o) M ={f:7Z — Z}, t.j. M je mnozina vSetkych zobrazeni zo Z do Z; R = {(f,g) €
M x M; f(1) =g(1)};
p) M ={f:Z — Z}, t.j. M je mnoZina vSetkych zobrazeni zo Z do Z; R = {(f,g) €
M x M; f(1) = g(0)};
q) M = G, kde (G, o) je grupa, H je podgrupa grupy G a R = {(z,y) € M x M;xy~! €
H}. St niektoré reldcii uvedenych v ostatnych Gastiach Specidlne pripady tejto relécie?
r) M je Iubovolnd mnozina, f: M — S je lubovolné zobrazenie a R = {(z,y) €
M x M; f(z) = f(y)}. (=LAG1, 1.6.12(1)) St niektoré relacii uvedenych v ostatngch
castiach Specidlne pripady tejto relacie?

2. Kolko existuje relécii ekvivalencie na trojprvkovej mnozine {0,1,2}?

3. Dokézte: Ak R; a Ry st relacie ekvivalencie na tej istej mnozine M, tak aj R = Ry N Ry
je relacia ekvivalencie na M. (VSimnite si, ze (a,b) € R < (a,b) € Ry A (a,b) € Rz.)

Faktorové grupy

1. Ukézte, ze faktorova grupa G/H je izomorfna s grupou K. (Aspon jednu tlohu skuste
vyriesit priamo pomocou definicie faktorovej grupy a aspon jednu tlohu pomocou vety
o faktorovom izomorfizme.)
a)G=(]R><R,+),H:{

(z,y); 7+ 2y =0}, K = (R, +);
(RxR,+), H={(z,3z

), H=4Z ={4z;z € Z}, K = Zy;

0}, ), H =R*, K = (Zo, +);

=(R*), H= {il} K (Rt

2. Zistite, ¢i dané grupy su izomorfné. V celom cviceni budeme ako S oznacovat grupu
({c € C;c| =1}, ) (pripadne mnozinu prvkov tejto grupy) a C, = ({c € C;¢™ =1}, )
a) (C\{0},-)/{c e C;c® € R\ {0}}, (C\{0},-)/R* (pod RT tu myslime kladné redlne
Cisla, cize 0 ¢ RT), S

b) G = )iz € R}, K = (R, +);
c)G=(C,+),H=R, K (R+),
d) G = (Zs,+), H =274 ={0,2,4,6}, K = (Za,+);
e) G= (Zg,—‘r), H = 4Z2 = {074}, K= (Z4,+),
£ G=(C\{0},"), H=R\ {0}, K = {ce Ci[e| = 1};
) G=(C\{0},), H=RT ={zeR;z >0}, K={ceC;lc|=1};
G=(Z
G
G



(R,+)/Z, S/C,, S

(C\{0},-), (C\{0},)/C,

({c € C;c e R\ {0}},-)/RT, C,
({c € C;e™ € R\ {0}},-)/Cp, RT
f) Ci2/Cu, Zs

g) (Zz x Z3,+)/(Z2 x {0}), Z3



