Bonusové tlohy

Odovzdavaju sa pisomne. Za spravne vyriesenu tlohu je 1 bod. Spolu sa da ziskat z tychto
tloh maximélne 5 bodov.
1. Nech G je neprazdna mnozina a o je asociativna binarna operacia na G. Potom G je
grupa prave vtedy, ked pre lubovolné a,b € G maji rovnice

aox=b

yoa==>o

rieSenie v G (inymi slovami, pre lubovolné a,b € G existuju x,y € G, ktoré spifiaji
tieto dve rovnosti.)

2. Nech G je konefnd mnozina a o je bindrna operacia na G takd, ze plati asociativny
zakon a zdkony o krateni. Dokdazte, ze G je grupa.

3. Nech x je binarna operacia na mnozine G, ktora je
a) asociativna,

b) mé lavy neutrdlny prvok t.j. existuje prvok e € G taky, ze (Vz € Glexz ==
¢) pre kazdy prvok z € G existuje y € G také, Zze xxy = e (kde e oznacuje prvok z ¢asti
b) t.j.

VMreG)(FyeGy*z=c¢
(stru¢ne moZzeme povedat, ze ku kazdému prvku existuje Tavy inverzny prvok vzhladom
na e).
Dokézte, ze potom (G, %) je grupa.

4. Dokézte, 7e 1, v/2, v/3, v/6 st linedrne nezavislé vo vektorovom priestore R nad polom
Q.

5. Nech u € C je také &islo, ze existuje nenulovy polyném P(z) = a,x™ + an_12" ' +
o4 arw + ag, an # 0, taky, ze P(u) = 0. Doké4zte, ze potom mnozina Q[u] = {bpu* +
<o+ bu + bosk € Nyb; € Q} je pole. (Hint: Moze pomdct uvedomit si, ze Q[u] je
kone¢norozmerny vektorovy priestor nad Q. Na to je uzito¢né vediet, je to, ze polynémy
sa daju delit so zvyskom. To by vdm mohlo pomoct vyjadrit kazdy prvok z Q[u] ako
polynomicky vyraz od u stupiia najviac (n — 1).)

6. LAG1, 1.5.17(8"): Dokazte, Ze pre kratku exaktni postupnost homomorfizmov abelov-
skych grap

0—2sa-7t.p*

C—>0

jestvuje homomorfizmus s: B — A taky, ze so f = id4 prave vtedy, ked jestvuje ho-
momorifzmu ¢: C' — B taky, ze g ot = idc. (Ak je splnend hociktord z tychto dvoch
podmienok, hovorime, Ze dana kratka exaktna postupnost je rozstiepend homomorfiz-
mom S resp. t.)E|

h] h2

7. LAGL 1.5.17(9*):Nech Gl 9 G2 g2 Gg 95 G4 94 G5 a H1 Hg
st exaktné postupnosti homomorfizmov abelovskych grip a nech existuji homomor-
fizmy v;: G; — H;, kde @ = 1,2, 3,4, 5, také, Ze je splnend podmienka v;110g; = h;ov;
pre i = 1,2,3,4. (Poslednd podmienka sa vyjadruje tak, Ze diagram
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INejaké zakladné veci o exaktnych postupnostiach, vratane definicif, st zhrnuté nizsie.



komutuje.) Dokézte nasledujice tvrdenie — vravi sa mu lema o piatich izomorfizmoch:
Ak vy, v9, vg, vs s izomorfizmy, tak aj vz je izomorfizmus.
8. Nech f: R — R je funkcia takd, ze

(Vz,y € R)f(z +y) = f(z) + f(y).

Takéto funkcie sa nazyvajt aditivne funkcie. Hovorime tiez, Ze tieto funkcie spliiaji
Cauchyho funkciondlnu rovnicu.
a) Ukézte, ze pre kazdé r € Q a x € R plati f(rz) = rf(x).
b) Ukéazte, ze ak je funkcia f navysSe spojitd, tak existuje konstanta C takd, Ze pre
kazdé x € R plati f(z) = Cx. (Teda je to linedrna funkcia).
c) Ukézte, ze existuji aj nespojité rieSenia Cauchyho funkciondlnej rovnice. (Névod:
Pozrite sa na R ako na vektorovy priestor nad Q. Vyuzite, ¢o viete o jeho béze.)ﬂ
9. Ukazte, ze dimenzia vektorového priestoru R nad polom Q je nespocitatelna. E|

10. Ukéazte, ze dimenzia priestoru RY vSetkych redlnych postupnosti je ¢. (Tato tiloha sa
d4 ekvivalentne sformulovat ako: Ukéazte, ze v RY existuje linedrne nezavisl4 mnozina
kardinality c.) E|

1 Exaktné postupnosti

Pretoze medzi prémiami st dve tlohy tykajice sa exaktnych postupnosti, napiSsem tu o nich
par veci. (Ale vidsinu z toho, ¢o tu napiSem, mozete najst aj v LAGL v Castiach 1.5.17 a a
4.1.17.)

V LAGI1 sa spominaju exaktné postupnosti komutativnych grap a vektorovych priestorov.
Exaktné postupnosti existuju aj pre mnohé dalsie objekty. (VSeobecne sa dé povedat, Ze tento
pojem sa dé definovat a bude mat podobné vlastnosti v lubovolnej abelovskej kategorii.
Prinajmensom s niektorymi Specidlnymi pripadmi sa mate Sancu stretnit, ak sa vase zaujmy
budi uberat k algebraickej topoldgii, homologickej algebre a inym pribuznym oblastiam.)

Ak sa vam z nejakého dévodu Tahsie dokazuju analogické tvrdenia pre vektorové priestory,
mozete odovzdat ako prémiu rieSenie tlohy pre vektorové priestory. (Naro¢nost dékazu pre
abelovské grupy a pre vektorové priestory je podla mojej mienky zhruba rovnaki.)

Definicia 1.1. Dvojica homomorfizmov A N B—Y5(C medzi abelovskymi grupami
A, B, C sa nazvya exaktnd, ak Im f = Ker g.
Konecénti postupnost homomorfizmov

go 9In—1

Go G —Lq, L . Gt G,

nazveme ezaktnou, ak kazda dvojica po sebe nasledujicich homomorfizmov g;, g;11 je exaktna.
Vsimnite si, ze ak f a g tvoria exaktna dvojicu, tak go f = 0.
Pomerne lahko sa da dokézat, ze
e Postupnost A s B—>0 je exaktnd prave vtedy, ked ¢ je epimorfizmus.

e Postupnost 0 —— A 5B je exaktna prave vtedy, ked f je monomorfizmus.

2V tejto tlohe mozete bez dékazu vyuzivat vietky tvrdenia uvedené v éast o Hamelovej baze.

3V tejto tilohe mézete bez dokazu vyuzivat vietky tvrdenia uvedené v ¢asti[2]o Hamelovej baze. Takisto sa
vam hodia niektoré zdkladné veci o kardinalite — tie by ste sa mali dozvediet do konca semestra na Diskrétnej
matematike 1.

4V tejto tlohe mézete bez dokazu vyuzivat vietky tvrdenia uvedené v éastio Hamelovej béaze. Takisto sa
vam hodia niektoré zdkladné veci o kardinalite — tie by ste sa mali dozvediet do konca semestra na Diskrétnej
matematike 1.



. B 0 je exaktna prave vtedy, ked f je izomorfizmus.

e Ak postupnost 0 0. A ! B—2-0-2-0 je exaktna, tak g je epimorfizmus a

f je monomorfizmus. (Takéto exaktnd postupnost sa nazyva krdtka exaktnd postupnost.)
Ukézme si jeden priklad rozstiepenej exaktnej postupnosti (t.j. takej, o akej je tuloha @

e Postupnost 0 A

Priklad 1.2. Nech (A4, *) a (C, %) st komutativne grupy, neutralny prvok ozna¢me v oboch
pripadoch ako 0. Na mnozine A x C definujeme grupu tak, ze operaciu definujeme po sirad-
niciach, t.j.

(a1,¢1) * (ag,c2) = (a1 * ¢1,as * ¢3).

Takto dostaneme skutocne grupu a zobrazenia

eA:A—>C

eala) = (a,0)
€BZB—>C 6B(b):(0,b)
pa: C—A  pa(a,b)=a
pp: C—B  ppla,b) =0

st homomorfizmy.
Plati Imey = A x {0} = Kerpp, teda
0 A-2s0c- B 0

je kratka exaktnd postupnost.
Stcasne plati pg o eq = id 4. Teda ide o rozstiepeni kratku exaktni postupnost.
To isté plati pre

0 B-2.0c-2. 4 0

Azda sa oplati spomenit, ze C sa v tomto kontexte oznacuje Castejsie A @ B ako A x B.

A tiez to, ze dokonca plati, ze kazdé rozstiepend kratka exaktné postupnost vyzera ,,v po-
state takto,“ t.j. ak

f g

0—2-a-—"'.p c-L-0

je takato postupnost, tak C' je izomorfné s A @ B a tento izomorfizmus ,prenesie“ e4 na f
a pp na g.

2 Hamelova baza

S pojmami ako béza a dimenzia sme sa zaoberali iba v kone¢norozmernych priestoroch. Daji
sa vSak definovat pre Tubovolné vektorové priestory.

Definicia 2.1. Nech V je vektorovy priestor nad polom R.
Podmnozina B C V sa nazyva linedrne nezdvisld, ak pre lubovolné vektory 51, ceey En €B
plati B B
(Vep .. en EF)clbl+~~~+cnbn:6écl =...=¢, =0.

Linedrny obal mnoziny B je
[B] = {c1b1 4+ -+ cubp;n € N,cy, ..., cn € F,by,... by € B}.

Bdza priestoru V je takd linedrne nezavisld podmnozina B C V, pre ktort plati [B] = V.



Teda podobne ako v konecnorozmernom pripade sme bazu definovali ako linedrne neza-
vislii generujicu mnozinu. Linedrnu nezavislost nekonecnej podmnoziny sme definovali po-
mocou linedrnej nezavislosti jej konecnych podmnozin. Podobne pri linedrnom obale sme
vyuzivali linedrne kombindcie koneéne vela prvkov z B. (Vlastne nekonecni linedrnu kombi-
néciu nevieme ani zmysluplne zadefinovat.)

Casto sa takato baza nazyva aj Hamelova bdza. (Najmé na odliSenie od niektorych inych
typov béz, ktoré sa vyskytujui v nekone¢norozmernych priestoroch. Na funkciondlnej analyze
sa stretneme s ortonorméalnou bazou Hilbertovho priestoru; mozno niekde budete pocut aj
nie¢o o Schauderovej baze.)

Priklad 2.2. Zoberme si azda najjednoduchsi priklad nekone¢norozmerného priestoru. Ako
cop 0znac¢me mnozinu tych postupnosti redlnych cisel, ktoré sii od istého miesta nulové. Potom
postupnosti tvaru

e =(0,...,0, 1 ,00,...)

i-ta pozicia
tvoria bdzu tohoto priestoru. (D4 sa lahko skontrolovat, Ze kazdi postupnost z cog dostanem

ako ich linedrnu kombindciu a aj to, Ze si linedrne nezdvislé.)

Prva otazka, ktort si musime polozit, je to, ¢i v kazdom vektorovom priestore existuje
baza. Takéto tvrdenie plati.

Veta 2.3. Nech V je vektorovy priestor nad nejakym polom F. Pre kaZdi linedrne nezdvisli
mnozinu A CV existuje baza priestoru V takd, Ze B C A.

Désledok 2.4. KaZdy vektorovy priestor md bdzu.

Dalsia prirodzena otézka je, ¢ Iubovolné dve bazy maji rovnako vela prvkov. Aj toto je
pravda.

Veta 2.5. Ak By a By su bdzy toho istého vektorového priestoru, tak B a By maji rovnaki
kardinalitu, t.j. |B1| = |Ba|.

Kardinalitu lubovolnej bazy priestoru V nazgvame dimenzia priestoru V. (Alebo tieZ Ha-
melova dimenzia priestoru V')

Priklad 2.6. Napriklad dimenzia priestoru cgg je Np.
Spomenme este nejaké fakty, ktoré by pre vas mohli byt uzitocné.

Tvrdenie 2.7. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Potom B je bdza priestoru V
prdve vtedy, ked pre kazdy vektor ¥ € V' existuji jednoznacne (aZ na pridanie alebo odobratie
nulovych vektorov) uréené ¢1,...,¢, € F a by,... b, € B také, Ze

1726151+"'+Cn5n.

Pod jednoznacnostou az na pridatie alebo odbratie nulovych vektorov rozumieme to, ze
takéto dve vyjadrenia nerozlisujeme:

c1by + caby = ¢1by + coby + 053.

Odhliadnuc od toho, Ze mozeme pridat kolkokolvek ¢lenov, kde st nulové koeficienty, je
vyjadrenie vektora ¢ urcené jednoznacne.

Podobne ako v konecnorozmernych priestoroch, aj tu plati, ze linedrne zobrazenie je jed-
noznacne urc¢ené obrazmi bazovych vektorov.



Tvrdenie 2.8. Nech V' je vektorovy priestor nad F' a B je jeho biza. Nech W je vektorovy
priestor nad tym istym polom F a g: B — W je lubovolné zobrazenie. Potom existuje prdve
jedno linedrne zobrazenie f: V. — W také, Ze

-, -,

f(0) = g(b)
pre kaZdé beB.

Zobrazenie g: B — W v predchédzajicom tvrdeni nim hovori, ako sme predpisali obrazy
bazovych vektorov. Nimi je uz jednoznacne urcené linearne zobrazenie f: V — W.
7 tohoto vysledku vieme dostaft, ze:

Désledok 2.9. Dva vektorové priestory V., W nad tym istym polom F si izomorfné, prdve
vtedy, ked maji rovnakid dimenziu.

Porovnanie s konecnorozmerngm pripadom. Oplati sa vim zamysliet nad tym, Ze v pripade
kone¢norozmernych priestorov si to presne vysledky, ktoré poznate z prednasky.

Poznamky k dokazom. Dokazy v tejto ¢asti som vynechaval. Aj tak k nim napiSem aspon
nieco.

Dokaz vety [2.3] z ktorej dostaneme dosledok [2.4] som vynechal preto, ze sa s prvackymi
vedomostami naozaj neda urobif. Najcastejsie sa robi pomocou Zornovej lemy, o ktorej ste
sa este neudilli.

Veta[2.5] by sa dala dokdzat s tym, ¢o budete vediet o kardinalite na konci tohoto semestra.

Dokazy tvrdeni[2.7)a[2.8]st iba o ¢osi komplikovanejsie verzie analogickych dokazov, ktoré
ste videli v kone¢norozmernom pripade.
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