Uloha 1. [K|, 4121a] Néjdite vietky matice X typu 2 x 2 nad polom C také, ze
s (3 1
x=(2 1) 1)

3 1>. Standardnym postupom vieme najst Jordanov tvar a zistit, ze PAP~' = J pre
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Skor nez sa pustime do samotného riesenia, pozrime sa na to, ¢o vieme povedat o Jordanovom tvare matice
X.

Oznac¢me A = (

Jordanov tvar matice X. Nech PXP~! = J pre nejakt reguldrnu maticu P a maticu J, ktord mé Jorda-
nov normélny tvar. Potom mame

PJPPt=A
teda matica A je podobnd s maticou J2.
Ak by J bola diagonélna, tak aj J? by bola diagondlna, ¢o znamen4, ze A by bola diagonalizovatelna.

Vieme, ze tento pripad nenastane. Zostava teda moznost, ze
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je podobn4 s maticou A. Potom ale nutne mame A\ = 4. (Musia sa zhodovat vlastné hodnoty.) Teda jediné
moznosti pre A\ su £2.

pre nejaké .

Sucasne ma platit, ze

Zistili sme, ze Jordanov normélny tvar matice X vyhovujicej zadanej rovnici musi byt niektora z matic

n=(oa) 2= (0 ) @

(Pripad, Ze by jedna vlastnd hodnota bola 2 a druhd —2 nastat nemoze, lebo vtedy by X bola diagonali-
zovatelnd.) O

Mozeme sa skusit pozriet, Ze ¢i nevieme néjst aspori nejaké rieSenia. (A aZ neskor sa budeme trapit s tym,
¢i st naozaj vsetky.)

Ndjdenie nejakych rieseni. Mozno by sme najprv mohli skisit najst také matice, ktorych druhd mocnina
je J = (4 L

0 4
veelku zmysluplné tipy sa zdaju byt matice tvaru

2 a
Yiz= ( 0 j:2>

. Ak sa pozrieme na mozné Jordanove tvary pre maticu X, ktoré sme nasli v , tak ako

Druhé mocnina takejto matice je presne

+2 a\? (4 +4a
o +2) ~\o 4 )



Z toho uz vieme urcit, ako treba volit a, tak aby druh4 mocnina bola naozaj rovna J; t.j. chceme +4a = 1.

Dostaneme matice
_(? % Y, = —2 _%
i=1p 2 27\ o —2)

9 1
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Ak uz sme nasli matice také, ze Y2 = J, tak potom pre X = P~'Y P plati

¢o sa da strucnejsie zapisat ako

X2=ply?p=pPlPjP=A.
Tato matica sa rovna
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Dostavame teda dve rieSenia

Skuska: )

T\ _ (48 16) _ (3 1
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Nasli sme teda skutoéne nejaké dve rieSenia rovnice (|1)). Treba sa ale eSte stdle pytat, ¢i s to vSetky
rieSenia.

Riesenie. Ak X? = A a sticasne PAP~! = J, tak mame vlastne

PX*P'=(PXP ') =

Y2:J:<81 i) (4)

(Z nich potom vieme dostat riesenia povodnej rovnice na zdklade rovnosti PXP~! =Y, t.j. P7lYP = X.)

Staci nam teda najst rieSenia rovnice

Podarilo sa nam teda previest pévodny problém na o nie¢o jednoduchsiu tlohu. VSimnime si tiez, zZe aj
o matici Y vieme povedat, Ze jej Jordanov tvar musi byt niektora z matic (2)). (Na zdklade rovnakého
argumentu ako pre X.) Teda vieme aj to, Ze xy (z) = my (z) = (z —2)? alebo xy () = my (x) = (z +2)°.

Vsimnime si dalej, ze

(3
Y2 -4l = <8 (1))
(Y = 21)(Y +2I) = (8 é)

i~<

Sticasne vieme (z toho, ako vyzerd minimalny polyném pre Y), ze bud (Y —2I)? = 0 alebo (Y +21)% = 0.



Ak nastane prvé z uvedenych moznosti, tak mézeme pouzitim Y + 27 = (Y — 2I) + 41 upravit lava stranu
predoslej rovnosti ako (Y — 21)2 4+ 4(Y — 2I) = 4(Y — 2I), ¢o znamend, 7e

MY —2) = <8 L

0
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Zostéva nam druhy pripad, t.j. (Y + 2I)%2 = 0. Mézeme postupovat tplne analogicky. Mame Y — 21 =
(Y +2I) — 41, z &oho dostaneme (Y + 2I)(Y — 2I) = (Y +2I)2 — 4(Y + 2I) = —4(Y + 2I). To vedie
k rovnosti
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Zistili sme, Ze jediné dve riesenia su
9 1
Yio=+% 4.
== (p 1)
7 nich potom vieme dostat rieSenia rovnice presne rovnakym vypoctom ako v .

17 1
K2 =3y <—1 9)

O

Toto je podobné rieSenie ako riesenie uvedené v ¢ldnku [L] pri vypocte odmocniny lubovolnej matice 2 x 2.
Pozri aj https://en.wikipedia.org/wiki/Square_root_of_a_2_by_2_matrix.

Riesenie. Pripomenme, ze vo vSeobecnosti plati, Zze stopa matice je sticet jej vlastnych hodnét a determi-
nant je sicin jej vlastnych hodnot.

Teda Specidlne ak X je matica 2 x 2 a jej vlastné hodnoty si A2, tak dostdvame pre charakteristicky
polyném vyjadrenie:

Xx(t) = (t = A1)t — A2)
=12 — Tr(X)t + det(X).

Méame teda rovnosti

TI‘(X) = )\1 + )\2
det(X) = /\1)\2

Sticasne viem, Ze A = X? m4 vlastné hodnoty A\? a A3. Teda potom mame:

det(A) = ()\1)\2)2
Tr(A) = A2 4+ 22 = (A + X2)2 =20\


https://en.wikipedia.org/wiki/Square_root_of_a_2_by_2_matrix

Co znamena, ze

det(A) = det(X)?
Tr(A) = Tr(X)? — 2det(X)

To, ¢o sme odvodili doteraz, plati pre lubovolné matice 2 x 2 také, ze X2 = A. V nasom pripade mame
Tr(A) = 8 a det(A) = 16. Dostavame teda, ze

det(X)? = 16
Tr(X)? —2det(X) =8
To znamen4, Ze mozné hodnoty determinantu si det(X) = +4. Ak uz méme hodnotu det(X), tak z druhej
rovnice dostaneme mozné hodnoty pre Tr(X), pretoze Tr(X)? = 8 + 2det(X).
Ak det(X) = —4, tak dostaneme Tr(X) = 0. To by znamenalo, 7e xx(t) = t*> — 4 a potom plat{
X?—4I=0
¢ize X2 =4I a X nie je rieSenie rovnice X2 = A.
Zostédva ndm moznost, Ze det(X) = 4. Vtedy dostaneme Tr(X) = +4, &ize xx(t) = t? & 4t + 41. Teda

podla Cayley-Hamiltonovej vety musi potom pre maticu X platit

X2 44X +4I=0
A+4X 441 =0

X = %(A +4l)
0

Vsimnime si, ze ak sme vedeli nejako od6vodnit vyzera Jordanov tvar pre X — pozri — tak z toho
vieme aj ako vyzerd charakteristicky polyném yx(t). Takze z toho sa vieme hned dostat k rovnosti
X244X +4I = 0. V predoslom rieseni sme si ukazali, Ze tvar charakteristického polynému vieme odvodit
aj bez pouzita moznych Jordanovych tvarov z (2)).

Este to mozeme vyskusat takym spdsobom, ze ndjdeme vlastne vSetky moznosti pre maticu prechodu
medzi maticou X a jej Jordanovym tvarom.

Riesenie. 7 Jordanovho tvaru matica A vieme prist nato, Ze mozny Jordanov tvar pre X je (2))

+2 1
Sz = ( 0 12)
Pre jednoduchost sa zaoberajme iba pripadom J;. (Ak J; je Jordanov tvar matice X, tak matica —X mé

Jordanov tvar Jy a navyse plati (—X)? = X?2. Cize ak takto stratime nejaké riesenia, mézeme ich doplnit
jednoducho pridanim opa¢ného znamienka.)

Vieme teda, ze pre nejaku regularnu maticu P plati

1, (21
PXP —J1—<0 9

o e (4 4
PAP™' = (PXP )_<0 4)

Ak pozndme maticu A, vedeli by sme najst vsetky moznosti pre maticu P? Mo6zeme pouzit podobné tvahy
ako pri hladani matice prechodu pre Jordanov tvar. Konkrétne ak si oznacime riadky matice P ako

a
r=(5):



tak E musi byt vlastny vektor matice A k vlastnému ¢islu 4. Teda ﬁ € [(—1,1)]. Sti¢asne to musi byt nejaky
nenulovy ndsobok vektora (—1,1). (Matica P je reguldrna a teda nemdze obsahovat nulovy riadok.)

Zatial sme teda zistili, ze

—

B = b(_]-v 1)
pre nejaké b # 0. Stcasne pre & ma plati @A = 4a + 5, t.j.
G(A—4l) = 6.

Toto je vlastne nehomogénna sistava rovnic. Jedno jej riesenie je b(4,0). Ak pripoc¢itame Iubovolné riesenie
homogénnej ststavy, tak dostaneme vSetky riesenia. Zistili sme, ze

—

B8 ="0(4,0) 4+ c(—1,1).

To nam d& vyjadrenie pre maticu P v tvare P = <4b__b ¢ Z)

Ak vyuzijeme, Ze b # 0 a oznacime t = ¢, tak mozeme vyjadrenie matice P trochu zjednodusit.

4b—c ¢ 4—t ¢
= ()= ()

Zistili sme teda ako vyzeraju vsSetky moznosti pre maticu P.

Pre maticu 2 x 2 je lahké vyratat aj inverznu:

1 /1 -t
-1 _
T (1 4— t>

Teraz uz zostava pouzit to, ze PXP~! = J;, ¢ize X = P~1J, P.

1 —t 2 1 4—t t

1 4—-¢t)\0 2 -1 1

1 —t T—-2t 2t+1\ (7 1
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Vedeli by sme tento problém vyriesit aj ,hrubou silou® — tak Ze sa pozerdme na ststavu rovnic X2 = A, kde

¢isla v matici A berieme ako nezndme? (Inak povedané, toto je také stredoskolské rieSenie — nepouzivame
ni¢ okrem definicie ndsobenia matic.)
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Riesenie. Ak oznacime
11 Ti12
X pu—
T21 X22
tak rovnica X2 = A vlastne znamen4, Ze:

2
11 + T12T21 = 3
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T11%21 + T21222
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T12X21 + 1'32 = 5 8
Druh4 a tretia rovnica sa daji prepisat v tvare (x11 + x22)x12 = 1 a (z11 + Z22)x21 = —1. Ich vydelenim
dostaneme
Z12
— =1 — T12 = —T21.
T21



Teraz moézeme uvedené tri rovnice prepisat ako

I%l - Igl = 3 9)
(x11 + ®o2)x21 = —1 (10)
x%? - x%l =9 (11)

Ak odé¢itame rovnice @D a , tak mame

=

10) 11 — T22
-2 = x?l — 33%2 = (z11 — T22)(T11 + T22) = T oo
21

T11 — Tog = 2T91

1
T11 + To2 = ———
T21

Z poslednych dvoch rovnic vieme vyjadrit
1
11 = To1 —

11 2o
To2 = To1 + 5
23721

Dostaneme potom

1\? 1
T <$21_2x21> BRI A
21

Cize ﬁ =4ax} = {, ¢ondm da
I21 =+-.
4

Ak pozndme hodnotu zs1, tak pomocou vyssie uvedenych rovnosti uz vieme dopocitat x1s, x11 aj ros. O
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