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Kapitola 1
Uvod

Verzia: 5. oktébra 2017

1.1 Sylaby a literatara

1.1.1 Literattra

Pri priprave tychto poznamok som ¢erpal najmé z knih [BS, Cil, [Halll, Her2, [HH, .LJW 1, .LJW?2|
KT]. Niektoré cvicenia st prevzaté z [Li]. Prednaska predpokladd, ze uz ovladate zakladné
poznatky z tedrie mnozin, ak si ich potrebujete zopakovat, tak vhodné texty si napriklad
[SS, [ST3], ale v podstate aj ivodné kapitoly skoro akejkolvek pokrocilejsej uéebnice tedrie
mnozin. Aspon zhruba otestovat, ¢i ovladate poznatky z teérie mnozin potrebné na zvladnutie
tejto prednasky, mozete v Casti [2.1| nazvanej vstupny test.

Tato prednaska zahina aj aplikacie teérie mnozin v inych oblastiach, tu som okrem knih
venovanych tedrii mnozin ¢erpal aj z inych textov, ako napriklad [AB| Bu3l [CL, [Eng), [Hal2|
Heil, Jo, [Khall [Kha2, [Kul, NSl [Ol [Taol, [Wil]. Pri priprave predndsok mi pomohli aj mnohé
internetové zdroje ako napriklad [MO}, IMSEL [WTK] [Mal [TRI].

1.1.2 Sylaby predmetu

Axiéma vyberu a jej ekvivalentné formuldcie. Zornova lema a jej aplikacie. Ordinély, trans-
finitnd indukcia a jej aplikdcie. Skoro disjunktné systémy, nekoneéné stromy, ultrafiltre.

1.2 Predhovor

Cielom tohoto predmetu i sprievodného textu je zoznamit sa s niektorymi vysledkami a
dokazovymi technikami zalozenymi na tedrii mnozin a ukazat si aj nejaké ich aplikacie. Naj-
dolezitejsie z nich st zrejme Zornova lema a transfinitnd indukcia. Je velmi pravdepodobné,
ze s pouzitim aspon jednej z tychto dvoch metdd ste sa uz stretli na inych predmetoch. Tu sa
im budeme venovat podrobnejsie a budeme sa snazit uviest aj dokaz, preco dokazy zalozené
na tychto postupoch naozaj funguju.

Od citatela sa ocakava ovladanie tedrie mnozin prinajmensom v rozsahu preberanom na
predmete Diskrétna matematika v prvom ro¢niku. Budeme sa snazit ukazat si rozne aplikacia
mnozinovo-teoretickych vysledkov v algebre, analyze, kombinatorike. Preto je uzitoéné mat
dobry zaklad z viacerych matematickych disciplin preberanych v rdmci bakalarskeho studia.
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Zornova lema, transfinitnd indukcia ako aj iné vysledky teérie mnozin nasli vyuzitie vo
viacerych matematickych disciplinach. Vyber aplikécii, ktoré si uvedené v tomto texte je
do znanej miery z&visly na osobnych preferencidch autora (a takisto je podmieneny i jeho
(ne)vedomostami). Aj ked je pravda, Ze typicky sa takéto aplikdcie daji ndjst skor v oblastiach
blizkych algebre, analyze, geometrii a topolégii nez napriklad v diskrétnej matematike.

Kapitola [2| nazvanéd opakovanie by mala obsahovat prehlad veci, s ktorymi by ste sa mali
stretnit uz niekedy v nizsich ro¢nikoch. (Aj ked je tam zopar drobnych pozndmok navyse.)
Text podstatny pre tento predmet zacina az po nej.

Je velmi pravdepodobné, Ze na prednéske nestihneme prebrat tplne vsetko, ¢o je spome-
nuté v tomto texte. (Osobne za najdolezitejsie povazujem aplikicie axiémy vyberu a Zornovej
lemy a tiez transfinitni indukciu. Dalsie veci, ktorym sa tu venujeme, st tiez zaujimavé a
uzitocné, ale v matematickej praxi sa vyskytuji rozhodne menej ako Zornova lema a trans-
finitnd indukcia.) Snazil som sa pisat tento text tak, aby sa dal pouzit aj pri samostatnom
studiu. Takze ho mozete pouzit aj v pripade, ze nebude navstevovat prednasku, pre ktora
je urcCeny; ale aj tcastnici kurzu si moézu samostatne pozrief dalSie témy, na ktoré pocas
semestra nezvysil cas.

Niektoré casti uvedené v tomto texte na prednaske vobec neplanujem preberat. Si tu uvedené do istej
miery pre tUplnost resp. preto, Ze by mohli ¢itatela zaujimat. Takéto ,nepovinné“ (mozno by bolo lepsie
povedat dopliiujice) Casti st vyznadené mensim fontom alebo hviezdic¢kou pri ndzve prislusnej podkapitoly.
(Zhruba povedané, su to veci, ktoré nejako sivisia s téma preberanymi na tomto predmete, ale nie si jadrom
toho, ¢omu by som sa mal venovat. Stile sa mi vsak z nejakych dévodov zdalo uzito¢né ich spoment.)

V dodatkoch st uvedené tiez niektoré veci, ktoré nebudem preberat, ale st uzitoéné pri
niektorych aplikdcidch uvedenych v texte. (Niektoré z tychto veci by ste mohli poznat z inych
predmetov.)

1.2.1 Specifika tohoto predmetu

V tomto texte sa stretneme z réznymi dokazovymi technikami zaloZzenymi na teérii mnozin,
ktoré sa daju vyuzit v réznych oblastiach matematiky. Stretneme sa napriklad z aplikaciami
v algebre, redlnej analyze, teorii miery, funkcionalnej analyze, vSseobecnej topoldgii, atd. Teda
okrem tedrie mnozin sa budeme venovat aj roznym dalS$im oblastiam matematiky, aby sme si
ilustrovali, ako sa daju vysledky, ktoré sme sa naucili, pouzit. Chceme sice aj vysvelit, preco
tieto techniky funguji. Nebolo by rozumné naucit sa nejaké postupy bez toho, aby sme videli
ich pouzitie v praxi.

V zéavislosti od toho, aké predmety ste uz absolvovali a ¢o vSetko uz viete, sa moze stat,
7e sa tu znovu dozviete niektoré veci, ktoré uz poznate. (Co nemusi byt nutne na skodu.) Ale
takisto sa moze stat, ze zablidime do oblasti, ktoré si pre vas nové a kde sa budete musiet
pokdusit aspon trochu zorientovat, aby ste rozumeli uvedenym vysledkom. (Co tiez nemusi
byt na skodu. Pre vas ako budicich matematikov je urcite uzito¢né nadobudnuf schopnost
ziskat rychlo asporti v hrubych rysoch predstavu o nejakej novej matematickej oblasti.)

Snazil som sa tu v nejakej rozumnej miere uviest aj veci z inych oblasti matematiky, ktoré
potrebujeme. V rozumnej miere znamend to, ze by som nemal privelmi opakovat veci, ktoré
by ste mali vSetci bez problémov ovlddat. Ale takisto, ak to ma byt text o tedrii mnozin,
asi by nebolo dobre, aby sme v nom vela ¢asu stravili budovanim teérie patriacej do nejakej
uplne inej oblasti.

V texte takejto dzky sa nevyhnutne vyskytni rozne chyby a preklepy. Budem sa ich snazit
postupne upravovat. Takze v dalsich verzidch tohoto textu snad niektoré z nich odbudni (a
nejaké naopak pribudni).
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1.2.2 Co je Zornova lema a transfinitni indukcia?

Vsetci sme sa uz velakrat stretli s roznymi pouzitiami matematickej indukcie. Je to casto
uzitoénd ddkazovd technika. Matematickd indukciu vieme vyuzit aj na konstrukciu (resp.
dékaz existencie) roznych objektov.

Zjednodusene sa dé povedat, ze ak si zdovodnenie nejakého tvrdenia vieme predstavit
ako nejaky proces, ktory vieme urobif pre jeden, dva, tri prvky, tak na mieste, kde by sme
povedali ,,a podobnym spdsobom postupujeme dalej“ ako formalny dokaz ¢asto pouzijeme
matematickt indukciu.

Istym obmedzenim tejto metdédy je to, ze ,,podobne postupovat dalej“ mdzeme iba pre
prirodzené c¢isla. Matematickou indukciou teda vieme dokazat, ze nejaké tvrdenie plati pre
kazdé prirodzené ¢islo. Mali by sme vsak problém zdovodnif takymto sposobom nejakt vec
pre kazdé redlne cislo.

Velmi zjednodusene sa d4 povedat, ze transfinitnd indukcia a Zornova lema ndm (za istych
podmienok) umoznia induktivne pokracovat aj za hranice prirodzenych ¢isel. Azda nie tplne
neprirodzeny pohlad na tieto dve dokazové techniky je brat ich ako dve mozné rozsirenia
matematickej indukcie. (Tato anal6gia je asi pomerne nejasné a aj nepresnd. Snad na konci
prednasky bude jasnejsie, ¢o sa chce tymto prirovnanim povedat.)

Este sa na chvilu vratim k prirovnaniu tychto dvoch technik k matematickej indukcii.
Zrejme kazdy, kto je na dostatocnej matematickej trovni, aby studoval tento text, bezne
pouziva matematicki indukciu. Asi by ste si vedeli predstavit, ze by ste sa snazili niekoho
naucit matematicki indukciu. Ked si rozmyslite, ako by ste na to isli, tak si vcelku lahko
uvedomite dve veci.

To, zZe niekto ovlada matematickt indukciu, zrejme poviete az vtedy, ked ju vie pouzivat
v praxi. Uréite je ddlezité vysvetlit, preco vlastne indukcia funguje. Ale pre praktické pouzi-
vanie je asi dost ddlezité odskusat si vela prikladov a zvyknut si na bezné triky, ktoré sa pri
indukcii casto vyskytuji. Napriklad:

e Niekedy je uzitoné dokazovat silnejsie tvrdenie. (Silnejsi predpoklad ndm poslizi v in-

dukénom kroku.)

e Casto sa stane, ze v indukénom kroku zistime, ze potrebujeme nejaké pomocné tvrdenie.

Skusime teda toto pomocné tvrdenie sformulovat a dokdzat indukciou.
e Ak tvrdenie obsahuje viacero premennych, tak moze zalezat na tom, ktord premennu
vyberieme. Niekedy méze dokaz zjednodusit pouzitie novej indukénej premennej, ktora
v dokazovanom tvrdeni vébec nevystupuje. (Napriklad: N = m+n alebo N = max{m,n}.)
e Niekedy je vhodné techniku dékazu matematickou indukciou trochu zmodifikovat (silnd
indukcia, Cauchyho indukcia).
Podobnych trikov je urcite este ovela viac. Clovek, ktory ma dostatocnii prax a ovlada za-
kladné triky, je schopny zvladnut bezné dokazy zalozené na matematickej indukcii bez naj-
mensich problémov.

Aj na tejto prednéaske sa chceme zaoberat nejakymi dokazovymi technikami. Budeme
chciet povedat niec¢o o tom, preco vlastne funguji. Ale velmi dolezité bude vidiet dostatocny
pocet prikladov a naucit sa ich pouzivat. Ak sa vAm na konci prednasky bude zdat, ze
vacsina dokazov pouzivajtcich Zornovu lemu alebo transfinitni indukciu je na jedno kopyto
a nebudete mat s nimi ziadne problémy, tak tato prednaska splnila svoj tcel.

Este raz si skuste predstavit, Zze by ste niekoho ucili matematickd indukciu. Mozno by
ste zacali tym, ze by ste vysvetlili, ako a preco tento typ dokazu vlastne funguje. Potom
by ste sa uz ale pravdepodobne venovali precvicovaniu dokazovej techniky. Na to by ste
vybrali konkrétne priklady (napriklad dékazy nejakych vzorcov pre sumy, nieco o delitelnosti,
dékazy nejakych nerovnosti, rozne vlastnosti Fibonacciho postupnosti). Urcite budd tieto
priklady pristupnejsie pri niekoho, kto sa s pojmami vystupujicimi v zadaniach tloh uz
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niekde stretol. Takisto bude pre takéhoto cClovek jasnejSie, Ze sa naudil nie¢o uzitocné. (Aj
ked je v principe vcelku predstavitelné, Ze sa niekto spolu s matematickou indukciou nauci
aj niektoré nové veci, na ktoré sa dd pouzit.) Podobne ak niekomu ukézete dékaz nerovnosti
medzi aritmetickym priemerom pomocou Cauchyho indukcieﬂ tak v pripade, ze dotyény
tato nerovnost predtym nikdy v Zivote nevidel, mdzete ¢akat reakciu ako: ,,Ok, no tak sme
dokéazali takuto nerovnost. Ale nie je jasné, ¢i to je na nieco dobré.“ Ale ¢lovek, ktory tito
nerovnost videl velakrat pouzitu a vie teda, Ze je uzitocnd, pripadne sa ju pokusal dokazat
sam a nepodarilo sa mu najst nejaky jednoduchy dokaz, si mozno povie: ,/ To je super, aky
pekny trik. Necakal som, ze AM-GM nerovnost sa dd dokazat aj takto jednoducho.*“ Alebo:
»Do kelu, a ja som sa to snazil robit cez Lagrangeove multiplikatory.“

V podobnej situdcii sme aj my, ked sa chceme naucif nieco o Zornovej leme a transfinitnej
indukcii. Su to dokazové techniky, ktoré si uzitoéné a casto pouzivané v roéznych oblastiach
matematiky. Je zaujimavé vediet aj to, prec¢o funguji. Ale na to, aby sme boli schopni poro-
zumiet dokazom, kde sa tieto techniky vyskytuji, a aj ich samostatne pouzivat, je dolezité
vyskusat si na viacerych ulohéch ich pouzitie. D4 sa najst zopar aplikacii, ktoré nevyzaduja
prakticky Ziadne prerekvizity. (Napriklad ak ich aplikujeme na vysledky o ¢iastoéne uspo-
riadanych mnozinach, ktorym treba rozumief uz len na to, aby ¢lovek pochopil formuléaciu
Zornovej lemy ¢i princip transfinitnej indukcie. Alebo ak ich pouzivame na dokaz nejakého
tvrdenia o kardinalite, ¢o je pojem, ktory by mal mat clovek zvladnuty, ked si zapise pokroci-
lejsi kurz z teérie mnozin.) Ale vicsina aplikécii uvedenych v tomto texte (¢i uz ako tvrdenia
s dékazom alebo ako tlohy na precvi¢enie) predpokladd znalosti z nejakej oblasti matema-
tiky. V principe sa da pozriet sa na zikladné veci z danej oblasti pri stidiu tohoto textu. Ale
clovek majuci aspon zakladné znalosti z tej discipliny, v ktorej chceme mnozinovo—teoretické
vysledky aplikovat, je oc¢ividne vo vyhode.

1.2.3 Aspon jeden konkrétny priklad

Sice som toho napisal pomerne dost, ale z predchadzajiceho textu asi nie je prilis jasné, co
vlastne Zornova lema resp. transfinitnd indukcia je. Skisim teda pridat aspon jeden priklad,
ktory tu sice nedokonc¢im, ale aspon by mohol naznacit, pri akych typoch tivah budt tieto
techniky uéitoénéﬂ Ked sa naucite viac z veci, ktorym sa chceme venovat prave ne tomto
predmete, tak budete vediet tento postup dokoncit. Tato tloha je v tomto texte aj ako

problém [£.33]

Skiisme sa pozriet na to, ¢i by sme vedeli povedat nieco o funkciach f: R — R takych ze

(Va,y € R)f(z +y) = f(@) + f(y). (1.1)

(Mozno viete, ze tejto rovnici sa hovori Cauchyho funkciondlna rovnica.) Nie je tazké zistit,
Ze kazd4 funkcia tvaru f(z) = ax je rieSenim — zaujimalo by nés ale, ¢i existuji aj nejaké iné
riesenia.

Mali by ste byt schopni prist na to, ze ak f spliia podmienku tak musi platit
f(ra) =rf(z) pre r € Q (a Iubovolné z).

(Vr € Q)(Vx € R) f(rz) = rf(x) (1.2)

Tymto sme vlastne prisli na to, ze ak sa pozerame na R ako na vektorovy priestor nad
Q, tak ide o linedrne zobrazenie — potom uz s pouzitim nejakych, aj ked mozno nie tplne

Thttp://math.stackexchange.com/questions/97350/

2Tento priklad je zvoleny preto, ze je jednoduchy a netreba nan ziadne prerekvizity — takZe by sa mohol
hodit ako Gvodny priklad. Je ,ukradnuty* z blogu T. Gowersa: https://gowers.wordpress.com/2008/08/12/
how-to-use-zorns-lemma/, http://www.tricki.org/article/How_to_use_Zorns_lemma. Oplati sa precitat —
je to tam vysvetlené urcite lepsie nez sa podari mne.


http://math.stackexchange.com/questions/97350/
https://gowers.wordpress.com/2008/08/12/how-to-use-zorns-lemma/
https://gowers.wordpress.com/2008/08/12/how-to-use-zorns-lemma/
http://www.tricki.org/article/How_to_use_Zorns_lemma
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trivialnych, faktov z linedrnej algebry by sme vedeli vyriesit tito tlohu. Konkrétne by nam
pomohli veci uvedené v probléme [£:31] Skisme sa ale este chvilu radSej pozriet na to, ¢i
vieme niec¢o povedat bez odvoldvania sa na nejaké pokrocilejsie vysledky.

Pozorovanie o raciondlnych nasobkoch by nam stacilo na to, ze ak by sme vedeli vyriesit
trochu modifikovani tlohu, kde hladdame iba zobrazenia Q — R. V tomto priapde skutocne
vietky rieSenia maji tvar f(x) = az, kde a = f(1). Otédzka je, ¢i sa nieCo zmeni, ak chceme
rozsirit f na redlne ¢isla. Zacnime pomaly, skiisme aspon o trochu zvacsit definiény obor.

Ak pozndme f(1), tak si na zéklade uz jednoznacne urcené hodnoty pre vsetky
racionélne &sla. Tato podmienka ndm vSak ni¢ nehovori o f(1/2). Povedzme, Ze si nejako
vyberieme, ¢omu sa mé tato hodnota rovnat. Potom vieme najst hodnotu pre vsetky cisla

7z Q(v2) = {a+ bv/2;a,b € Q}, konkrétne
fla+bv2) = af(1) + bf(v2).

Vidime, 7e ak si zvolime f(1) a f(v/2), tak zadana funkciondlna rovnica ndm vyniti ako sa
sprava funkcia na mnozine Q(y/2). Podarilo sa ndim od Q pohniit k vii¢sej mnozine, stéle
mame vsak daleko od toho, aby sme poznali funkciu f na celom R.

Vedeli by sme nejako podobne postupovat dalej? Ak vieme, ze v/3 ¢ Q(v/2), tak vidime,
7e si mozeme zvolit f(1/3) Tubovolne. Dostali by sme tak rozsirenie na funkciu definovana
pre vietky ¢isla tvaru a + bv/2 + ¢V/3, a,b,c € Q. Stéle sme tak nepokryli vietky realne
¢isla — vieme napriklad, podobne by sa dalo postupovat pre lubovolné odmocniny prvocisel,
t.j. pridavat dalej v/5,v/7,v/11,. ... (Aj ked je asi o Cosi tazsie dokdzat pre lubovolné prvocislo
p, ze /p sa neda dostat ako racionalna kombinacia jednotky a mensich prvocisel, nez to bolo
pre V3 a Q(v2).)

Vobec by sme vSak nemuseli priddvat prvky takto explicitne. Ak sme zacali s ag = 1 a
a1 = /2, mohli by sme si zvolit Gplne fubovolné ay také, Ze nie je raciondlnou kombindciou
ag a a1. Potom by sme volili a3, ktoré sa neda dostat z ag, a1, as, atd.

Takto indukciou vieme definovat funkcie definované na c¢oraz véacsich mnozinach — stéle
nie na celom R. (Stadf si uvedomit, Ze takto dostaneme vzdy iba spocitatelni mnozinu.)

Préve techniky, ktorym sa chceme venovat, ndim umoznia pokracovat dalej. (Ak by sme
chceli pokracovat takto, tak sa da pouzit bud Zornova lema. Ind moznost by bola transfinitna
indukcia v kombindcii s principom usporiadania.) Na tomto mieste konéf cast, kde boli veci,
ktoré vieme dokézat poriadne a stacia ndm na to vedomosti z prvého rocnika. Chcel by som
ale aspon naznacit, ¢o sa vlastne mysli pod tym, Ze vieme ,pokracovat dalej.

Sme teda v takejto situacii: Mame nejaki rastiicu postupnost mnozin My C M; C --- C
M, C ... ana kazdej z nich mame definované zobrazenie f,,: M, — R, ktoré rozsiruje vSetky
predchadzajice zobrazenia a vyhovuje rovnici . Teraz oznacime

M, = G M,
n=0

a zadefinujeme f,,: M, — R jednoducho tak, Ze f,(x) je spoloénd hodnota vSetkych f, (x)
takych, ze © € M,. Dostali sme takto rozsirenie na vidSej mnozine M,. (Ale eSte stéle
spocitatelnej.)

Mozeme vsSak pokracovat dalej — nejako dostat Coraz vécsie mnoziny My,41, My42, ...
atd. Potom by sme mohli znovu urobit limitny krok a rozsirit to na M. Ako uvidime,
dost podobnym sposobom sa dé pokracovat tak, aby sme pokryli vSetky redlne ¢isla. (Stéle
je pomerne vagne, ¢o znamend podobnym spdsobom — azda ked sformulujeme Zornovu lemu,
bude jasné ¢o bol klicovy krok tejto ivahy a kedy sa vlastne dd pokracovat dalej.) Myslim
si vSak, ze tento priklad aspon dava nejakd hrubi predstavu o technikédch, ktoré sa chceme
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naucit pouzivat — azda o trochu lepsiu nez sa dala ziskat z toho, ¢o je v predchidzajicej
Casti.

1.2.4 Je uzZitocné vediet, kedy pouzZivame axiému vyberu?

1.3 Problémy na precvicovanie technik z tohoto textu

Niekedy vsak bolo vhodné tlohu uviest v inej kapitole, nez v tej, kde sa prebera prislusna
technika. (Napriklad na mieste, kde sa zavddzaji pojmy pouzité v tilohe alebo kde sa o nich
dokazuju nejaké dalsie veci.)

1.3.1 Ulohy na precvi¢enie pouZitia Zornovej lemy a axiémy vyberu

Existencia Hamelovej bazy: Problém [£.3.1]

Existencia linearizacie ¢iastoéného usporiadania: Problém [£.3.6]
VoIné ultrafiltre: Problém 3.7

Maximélne idedly v okruhoch s jednotkou: Problém
Maximélny antiretazec: Problém [£.3.9]

Existencia ortonormalnej bazy: Problém [£.3.10]

Maximélne skoro disjunktné systémy: Problém [6.1.1]

1.3.2 Ulohy na transfinitni indukciu

Podmnozina roviny, ktord pretina kazda priamku préave v dvoch bodoch: Problém[5.7.1
Bernsteinove mnoziny: Problém [5.7.2

Rozklad R3 na priamky/kruznice: Problém

o-algebra generovand danou mnozinou, borelovské funkcie: Problémy [5.7-4] a [5.7.5
Mengerova veta a metrickd konvexnost: Problém [5.7.6]

Sekvencidlne priestory a sekvencidlny uzéver: Problém [5.7.7}

1.3.3 1Iné dlohy

Vlastnosti Hamelovej bdzy v linedrnych normovanych priestoroch: Problém [£.3.2]
Existencia nespojitych rieseni Cauchyho funkcionalnej rovnice: Problém
Niektoré vlastnosti nespojitych rieseni Cauchyho funkciondlnej rovnice: Problém [£.3:4}
O nemeratelnosti rieSeni Cauchyho funkciondlnej rovnice: Problém [£.3.5]

10



Kapitola 2

Opakovanie

Cielom tejto kapitoly je pripomenut nejaké veci, ktoré by ste mali poznat (hlavne z predmetov
Diskrétna matematika 1,2) a ktoré budeme vyuzivat. Ak by ste zistili, Ze si potrebujete
niektoré z tychto veci zopakovat, vhodné texty st napriklad [SS, [SI3].

Mbze sa tu vyskytnit aj zopar veci, ktoré ste mozno nespominali. Napriklad ste mozno
nehovorili o kartezidnskom sicine Tubovolného systému mnozin (¢ast .

Ak ste hovorili o tom, ze Iubovolné dva kardindly st porovnatelné (pozndmka [2.7.7)) alebo
o tom, Ze pre nekonefné kardindly plati a + b = a - b = max{a, b} (pozndmka ak ste
tieto tvrdenia uviedli len bez dokazu.

2.1 Vstupny test

V tejto Casti ndjdete fiktivny vstupny test — v skutoc¢nosti ziadny takyto test nebudeme na
tomto predmete robit, ale ked si pozriete otdzky, mozete aspon zhruba ziskat prehlad o tom,
Ci si v niektorych oblastiach potrebujete doplnit vedomosti.

2.1.1 Zadania vstupného testu

Uloha 2.1.1. Ktoré z nasledujtcich tvrdeni st pravdivé? Svoju odpoved zdévodnite!

a) Prienik konecného poctu reldcii ekvivalencie na mnozine A je opét reldcia ekvivalencie.
b) Prienik lubovolnej mnoziny reldcii ekvivalencie na mnozine A je opét reldcia ekvivalencie.
¢) Zjednotenie kone¢ného poctu relicii ekvivalencie na mnozine A je opét relacia ekvivalencie.
d) Zjednotenie Iubovolnej mnoziny relacii ekvivalencie na mnozine A je opét reldcia ekviva-
lencie.

Uloha 2.1.2. Zadefinujte ¢iasto¢ne usporiadani mnozinu, maximélny prvok a najvacsi pr-
vok. Musi byt najvacsi prvok maximalny? Plati to obratene? Co sa stane, ak ide o linearne
usporiadanie?

Uloha 2.1.3. Nech 4 je koneénd mnozina, ktord mé n prvkov. Nech R je ¢iastoéné usporia-
danie na A. Aky je maximdlny /minimdlny moZny pocet prvkov mnoziny R? Ak4 je odpoved
na rovnaké otazky pre relaciu ekvivalencie?

Uloha 2.1.4. Je zjednotenie J 0 definované a ¢omu sa rovna? Svoje tvrdenie vysvetlite! Ako
by to bolo s prienikom () (7

Uloha 2.1.5. Comu sa rovnd mnozina 0?? Comu sa rovné kardinilne ¢islo 007

11
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{oper: TVRSUBSET}
{oper:itSUB1}
{oper:itSUB2}
{oper:itSUB3}

12 Operacie s mnozinami

a®)¢. (Inymi slovami:

Uloha 2.1.6. Ukézte, ze pre Iubovolné kardindlne ¢isla plati a’c =
B)C )

Pre Iubovolné mnoziny A, B, C existuje bijekcia medzi AB*¢ a (A
Uloha 2.1.7. AKk4 je kardinalita mnoziny vietkych koneénych podmnozin Q?

Uloha 2.1.8. a) Ak4 je kardinalita mnoZiny vSetkych postupnosti raciondlnych &isel, ktoré
konverguju k 07

b) Ak4 je kardinalita mnoziny vSetkych redlnych postupnosti, ktoré konvergujia k 07

¢) Ak4 je kardinalita mnoziny vSetkych konvergentnych redlnych postupnosti?

Uloha 2.1.9. Ak je kardinalita vietkych Lebesguovsky meratelngch podmnozin R? (Hint:
Poznate nejaktt podmnozinu R, ktord mé mieru 0 a kardinalitu ¢?)

2.1.2 Poznamky k niektorym otazkam

2.2 Operacie s mnozinami

V tejto Casti sa budeme venovat niektorym operaciam s mnozinami a pripomenieme si tvr-
denia
V predchadzajicej kapitole sme definovali vztah , byt podmnozinou“, ktory sa zvykne
nazyvat aj inkluziou.
Ang(Vz)(zeA:zeB)

Nasledujtice tvrdenie zhina zakladné vlastnosti inklizie.

Tvrdenie 2.2.1. Nech A, B, C su lubovolné mnoziny. Potom plati:
(i) Pre kazdi mnoZinu plati A C A.
(ii) A = B prdve vtedy, ked AC BANB C A.
(iii) Ak plati AC B a BC C, tak AC C.

Tvrdenie [2.2.1(ii) ¢asto pouzivame na dokaz rovnosti mnozin — méZzeme dokazovat to, Ze
mnoziny A a B sa rovnaju tak, ze zvlast dokézeme inklizie A C B a B C A.

Definicia 2.2.2. Ak A je podmnozina B a sucasne A # B, tak hovorime, Ze A je vlastnd
podmnozina mnoziny B. Oznacenie A C B.

ACB& (ACB)A(A+4B)

Poznamka 2.2.3. V tomto texte pouzivam C na oznacenie podmnoziny a C na oznacenie
vlastnej podmnoziny. Toto oznacCenie som zvolil z toho dévodu, ze som sa chcel vyhnut
moznym nedorozumeniam. Dost ¢asto sa na oznacenie inklizie pouziva C, najdu sa vsak
aj texty (hoci zriedkavejsie), v ktorych C je symbolom pre podmnozinu, zatialéo C oznacuje
vlastni podmnozinu.

Budeme teraz pokracovat tym, ze pripomenieme niektoré operacie, ktoré sme definovali
v predchadzajicej podkapitole a zadefinujeme niekolko novych.
Pre dvojicu mnozin sme zatial zadefinovali zjednotenie a prienik mnozin.

AUB={z;z € AVz € B}
ANB={ze€ A;z € B}

Tieto operdcie s zndzornené na obrazku [2.I] pomocou Vennovych diagramov.

12
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AUB

:FIGZJEDPRIE} Obr. 2.1: Zjednotenie a prienik dvoch mnozin

TVRZJEDPRIEN}
Tvrdenie 2.2.4. Nech A, B, C su mnoziny. Potom plati:

it1ZJEDPRIEN}
(i) AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC (asociativnost operdcii U a N);
(il) AUB=BUA, AnB = BN A (komutativnost operdcii U a N);
(iii) D UA=A, 0N A =10; {oper: itDISTRIB}
(iv) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), Au(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivnost); {oper:itIDEMP}
v) ANA=A, AU A= A (idempotentnost operdcii U a N) {oper: it6ZJEDPRIEN}
(vi) AN(AUB)=A4, AU(ANB) = A (zdkony absorpcie).

Niekedy budeme potrebovat urobit prienik nie len jednej mnoziny, ale celého systému
mnozin.

Ak S je mnozina, tak podla axiémy zjednotenia existuje jej zjednotenie, ktoré budeme
oznacovat | JS. Dost Casto hovorime v takomto pripade o zjednoteni systému mnoZin, pretoze
jednotlivé prvky mnoziny S chapeme ako mnoziny.

Budeme casto pouzivat aj dve dalSie oznacenia pre zjednotenie systému mnozin, konkrétne

U A av pripade, Ze S = {A;;i € I}, tak zjednotenie tohoto systému oznac¢ime |J A;.
AeS icl

Poznamenajme, ze zapisom S = {4;;¢ € I} rozumieme to, ze pre kazdy prvok mnoZiny
i € I je jednoznacne urcend mnozina A;. Potom podla schémy axiém substiticie existuje aj
mnozina {A;;¢ € I'} a podla axiémy zjednotenia existuje zjednotenie tejto mnoziny.

Budeme pouzivat aj prienik systému mnozin — pre neprdzdny systém S = {A;;i € I}
zavedieme oznacenia:

ﬂS: ﬂ A:={z;,(VA € S)z € A}
AeS
ﬂAi ={zMiel)zec A}
iel

Existenciu prieniku & moézeme zddvodnit pomocou schémy axiém vymedzenia — tito
mnozinu totiz mdzeme ekvivalentne zapisat ako {z € |JS; (VA € §)z € A}. (Ak S # 0, tak
z vlastnosti (VA € §)z € A, ktorou definujeme prienik systému S, vyplyva (A € S)z € 4, a
teda z € | JS. Pre § = ) by takéto zdovodnenie nefungovalo a keby sme rovnakym spésobom
cheeli definovat prienik prazdneho systému, dostali by sme mnozinu vsetkych mnozin — ta
vSak neexistuje.

Nasledujice tvrdenie hovori, ze distributivnost plati aj pre prienik a zjednotenie systému
mnozin:

{oper: TVRDISTRIBSYSTEM}

Tvrdenie 2.2.5. Nech S a B st lubovolné mnoziny. Potom plati:
(i) BNUaes A =Uses(BNA);

13



14 Operacie s mnozinami

(i) BUMyes A= Nacs(BUA).

Pripomenme aj niektoré vztahy medzi mnozinovymi operaciami a relaciou inkluzie.
{oper: TVRSUBEKV}

{oper:it1SUBEKV} Tvrdenie 2.2.6. Nech A a B si mnoZiny. Nasledujiice podmienky si ekvivalentné:
{oper: 1t2SUBEKV} (1) ACB;
{oper:it3suBekv} (i) A=ANB;
(ili) B= AUB.
{oper: TVRSUB}
Tvrdenie 2.2.7. Nech A, B, C' si mnoZiny. Potom plati:

{oper:it1SUB}
{oper:itasupy (1) 0 € A;
{oper:it3SUB} (i) ANBC AC AUB;
(iii) Ak AC B, tak ANCCBNC aAUC CBUC.

Ako priklad pouzitia predchddzajicich tvrdeni uvedieme iny ddkaz tvrdenia .
{oper :PRABSORP}
Priklad 2.2.8. AN(AUB) 2 (An4)u(AnB) 2 au(AanB) € A, pricom v jednotlivich
rovnostiach sme pouzili:
(1) distributivnost — tvrdenie i
(2) idempotentnost — tvrdenie [2.2.4{(
(3) fakt, ze AN B C A — tvrdenie [2.2.7|[ii)) — a tvrdenie pre mnoziny AN B a A.

Dalsie opericie, ktoré budeme niekedy pouzivat, st rozdiel a symetricka, diferencia (sy-
metricky rozdiel) dvoch mnozin.

Definicia 2.2.9. Rozdiel mnozZin A a B je mnozina
AN B:={zx € A;x ¢ B}.
Symetrickd diferencia mnozin A a B je mnozina

AAB = (AN B)U(B\ A)

A B A AAB |B

{oper :FIGROZD} Obr. 2.2: Vennove diagramy pre A\ B a AAB

Symetricky rozdiel je teda mnozina tych prvkov, ktoré patria prave do jednej z mnozin
A, B. Zodpoveda logickej spojke XOR.
{oper: TVRSETMINUS}
Tvrdenie 2.2.10. Nech A, B, C si mnoziny. Potom plati:
{oper: itDEMORGAN}
(i) AN(BNC)=(ANB)U(ANC), AN(BUC)=(A~B)N(ANC);
(ii) AN(BUC)=(ANB)\C;
(iii) AN(BNC)=(ANB)UANC);

14
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(iv) (AUB)NC =(ANC)U(BNC),  ANB)NC=(ANC)N(BNC);
(v) ANB=A~(ANB);

vi) (ANB)NC=(ANC)~B=AnNn(C\ B);

(vii)) (ANB)UC =(AUC) N (BNO);

(viii) AUB= (AN B)U(B~ A)U(ANB);
(ix) ACB & A~ B=0. {oper: itDEMORGANSYS}
(x) Ak pre kazdéi € I je B; mnozina, tak plati AN(,c; Bi = ;e (ANB;) a ANU;¢; Bi
Micr (AN Bi). {oper: itSMSUBSET}

(xi) Ak BCC, tak ANC C AN B.
(xii) Ak BC C, tak BN ACC\ A.

Casti . @ sa zvyknud nazyvat de Morganove zdkony.
{oper:TVRSYMDIF}
Tvrdenie 2.2.11. Nech A, B, C si mnoziny. Potom plati:

AAB = BAA; {oper:itASOCSYMDIF}

2.3 Usporiadané dvojice a karteziansky sucin

{kartez:SECTKARTEZ}
Symbolom (a,b) budeme oznacovat usporiadani dvojicu a, b t.j. dvojicu prvkov, kde prvy

prvok je a a druhy prvok je b.
Ako hovori nédzov, pri usporiadanych dvojiciach zélezi na poradi. Teda dve usporiadané
dvojice sa rovnaju, ak sa zhoduji prvky na prvej stradnici a prvky na druhej siradnici:

(a,b) = (¢,d) & a=cAhb=d. (2.1) {kartez:EQUSPDVOJ}
Pomocou pojmu usporiadanej dvojice definujeme karteziansky sucin dvoch mnozin.

Definicia 2.3.1. Kartezidnsky si¢in mnozin A a B je mnozina, ktorej prvkami s prave také
usporiadané dvojice, kde prvy prvok patri do mnoziny A a druhy prvok patri do mnoziny B.
Ttto mnozinu oznacujeme

A x B :={(a,b);a € A,b € B}.

Spomenme aj niektoré zakladné vlastnosti kartezidnskeho sucinu.
{kartez:TVROPER}

Tvrdenie 2.3.2. Nech A, B, C, D si mnoziny. Potom plati
(i) AxD=0xA=0;

(iil) Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC);

(iii) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC);

(iv) Ax(BNC)=(AxB)\(Ax ().

(v) Ak navyse predpokladdme, Ze A, B, C, D si neprdzdne, tak Ax B = C x D plati prdve
vtedy, ked A=C a B=D.

Cvicenia

Uloha 2.3.1. Dokézte (priamo, nie s pouzitim tvrdenia [2.3.2):
a) Pre AB#(plati Ax B=Bx A= A=B;
b)AxB=0& A=0v B =0

15



{rel:PRIKLKRUZNICA}

{rel:USPN}

{rel:DEFTRANZ}

16 Relacie

Uloha 2.3.2. Dokéite, ze pre A # 0 plati A x B C A x C < B C C. Plat{ toto tvrdenie
bez predpokladu A # 0?

Uloha 2.3.3. Dokéite, alebo najdite kontrapriklad:
a) (AxB)U(C xD)C(AuC) x (BUD);
b) (Ax B)U(C x D)2 (AUC) x (BUD);
¢) (AxB)U(CxD)=(AUC) x (BUD);
N(C xD)C(ANC) x (BND);
N(Cx D)2 (ANC) x (BN D);
f) (AxB)N(CxD)=(ANC) x (BND,).

Uloha 2.3.4. Dokézte, ze mnoziny A, B st disjunktné prave vtedy, ked (Ax B)N(BxA) = 0.

Uloha 2.3.5. Dokéite, Ze pre Iubovolné mnoziny A, B, C plati Ax (BAC) = (Ax B)A(Ax
o).

Uloha 2.3.6. Ukézte, ze ak Ax C CBxDaAxC#0), tak AC BaC C D. Ukdzte na
priklade, Ze bez predpokladu A x C # () uZ toto tvrdenie neplati.

2.4 Relacie

Definicia 2.4.1. Reldcia R medzi mnozinami A a B je lubovolnd podmnozina mnoziny
A x B. Pokial A = B, hovorime o reldcii na mnozine A.

Obvykle namiesto (a,b) € R pouzivame zapis aRb.

Mnozinu D(R) = {a € A;(3b € B)aRb} nazyvame definicny obor reldcie R a mnozinu
H(R) = {b € B;(3a € A)aRb} obor hodnét relicie R.

Priklad 2.4.2. Ak A je Iubovolnd mnozina, tak
ida = {(a,a);a € A}
je relacia na mnozine A.

Priklad 2.4.3. Na mnozine I = (—1,1) mézeme zadefinovat relaciu
R={(z,y) € I x I;2* +y* =1}.
Grafom tejto relacie je kruznica.

Priklad 2.4.4. Na mnozine prirodzenych ¢isel N mame definovant relaciu
{(a,b) € N x N;a < b}.

To znamenad, ze a a b st v relacii prave vtedy, ked a je mensie alebo rovné b. Je prirodzené
oznacit tuto relaciu < a fakt, ze prvky a, b st v relécii, zapisovat a < b.

Predchadzajici priklad presne ilustruje to, ako budeme pouzivat relacie — relacia nam
hovori o vztahoch medzi prvkami mnoziny, konkrétne ak mame danu reldciu na mnozine A,
mozeme ju chapat tak, ze popisuje, ktoré prvky mnoziny A si v urcitom vztahu.

Samozrejme, zaujimavé buda pre nas hlavne relcie, ktoré maju niektoré uzitocné vlast-
nosti.

Definicia 2.4.5. Nech A je mnozina a R je relacia na mnozine A. Hovorime, Ze relacia R je:

16
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) reflexivna, ak pre kazdé a € A plati aRa,
) ireflexivna alebo tiez antireflexivna, ak pre Ziadne a € A neplati aRa,
) symetrickd, ak pre lubovolné a,b € A plati aRb = bRa,
v) antisymetrickd, ak pre lubovolné a,b € A plati aRb AbRa = a = b,
) asymetrickd, ak pre Tubovolné a,b € A plati aRb = —(bRa),
) tranzitivna, ak pre lubovolné a, b, c € A plati aRb A bRc = aRc,
) trichotomickd, ak pre lubovolné a,b € A plati prave jedna z moznosti aRb, bRa, a = b.

T4 istd mnozina moze predstavovat reldciu na réznych mnozinach, napriklad mnozinu
R = {(z,y) € I x I;2* + y*> = 1} z prikladu moézeme chapat ako reldciu na mnozine
I = (—1,1) aj na mnozine R. V kazdej ¢asti predoslej definicie sa vyskytuje vlastnost, kto-
ra ma platit pre vSetky prvky z danej mnoziny. Z toho je jasné, ze ak hovorime o tychto
vlastnostiach, musime uviest aj mnozinu, na ktorej danui relaciu uvazujeme.

S jednym Specidlnym typom reldcie — s reldciami ekvivalencie — ste sa uz zaoberali a
mali by ste vediet o vztahu medzi reldciami ekvivalencie a rozkladmi mnozin, pozri napriklad
[KGGS| cast 1.4], [0S], [SS, podkapitola 4.3]. (Asi ste o nich hovorili na predmete Algebra
v stvislosti s faktorovymi grupami a aj na diskrétnej matematike.)

Definicia 2.4.6. Reldcia R na mnozine A sa nazyva reldcia ekvivalencie ak je reflexivna,
symetrickd a tranzitivna.

V tejto prednaske sa budeme casto zaoberat ¢iastoénymi usporiadaniami.

Definicia 2.4.7. Relicia R na mnozine A sa nazyva ciastocné usporiadanie na mnozine A,
ak reldcia R je reflexivna, tranzitivna a antisymetrickd.

Hovorime tiez, ze dvojica (A, R) je diastocne usporiadand mnoZina alebo Ze mnozina A
je ciastoCne usporiadana relaciou R.

Ak st navyse lubovolné dva rézne prvky mnoziny A porovnatelné relaciou R, t.j. plati

(Va,b € A)a# b= aRbV bRa,

nazyvame ju linedrnym usporiadanim.

V niektorych textoch sa namiesto ndzvu linedrne usporiadanie pouziva termin iplné uspo-
riadanie.

Prikladom ¢iasto¢ného usporiadania je reldcia < na mnozine N (priklad. Tato relacia
je dokonca linedrnym usporiadanim.

Ciastoénymi usporiadaniami sa budeme podrobne zaoberat v ¢asti Teraz sa este
pozrieme na to, ako mozeme relacie skladat.

Definicia 2.4.8. Nech R je reldcia medzi mnozinami A, B a S je relacia medzi mnozinami
B, C. Potom relaciu

SoR={(a,c) € Ax C;(3b € B)aRbANbSc}

nazyvame zloZenim reldcii S a R.
Reléciu
R~ ={(b,a) € B x A;(a,b) € R}

medzi mnozinami B a A nazyvame inverznou reldciou k relacii R.

Tvrdenie 2.4.9. Ak R je lubovolnd reldcia medzi mnoZinami A, B, tak plati

(R"HY™ ' =R
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18 Relacie

Definicia 2.4.10. Nech A je mnozina. Potom relaciu
ida = {(a,a);a € A}
na mnozine A nazyvame identita na mnozine A.

Tvrdenie 2.4.11. Nech A, B si mnozZiny, R je relicia medzi mnozinami A, B a S je reldcia
medzi mnozinami B, A. Potom plati

ROidAZR
idAOSZS.

Tvrdenie 2.4.12. Nech R je reldcia medzi mnozinami A a B, S je reldcia medzi mnoZinami
B a C. Potom plati:
(SoR)™'=R1tos™ %

Tvrdenie 2.4.13. Nech R je relicia na mnozine A. Potom plati:
(i) reldcia R je reflexivna prdve vtedy, ked ida C R;
(ii) reldcia R je symetrickd prdve vtedy, ked R~! = R;
(iii) reldcia R je antisymetrickd prdve vtedy, ked RN R~ Cida;
(iv)
)

iv) reldcia R je tranzitivna prdve vtedy, ked Ro R C R;
(v) Iubovolné dva rézne prvky A si porovnatelné v reldcii R prdve vtedy, ked RU R™! D

AXA\idA.

Pomocou tohoto tvrdenia mézeme pomerne lahko ukézat, ze ak R je ¢iastocné (linedrne)
usporiadanie na mnozine A, tak to isté plati aj o relacii R~'. Mbzete si vyskusat dokazat
toto tvrdenie aj priamo z definicie.

Tvrdenie 2.4.14. Ak R je &iastocné usporiadanie na mnozine A, tak aj R~ je ciastocné
usporiadanie na A.
Ak navyse R je linedrne, tak to isté plati aj o usporiadani R™'.

Tranzitivny uzaver V niektorych aplikacidch byva uzitoény pojem tranzitivneho uzaveru,
¢o je vlastne relacia obsahujticu danu relaciu R, ktord aby sa od R privelmi nelisi a sicasne
je tranzitivna. Pod pojmom ,privelmi nelisi“ rozumieme minimalitu vzhladom na inklaziu.

Definicia 2.4.15. Nech P(x) je lubovolnd formula teérie mnoZin s volnou premennou x.
Potom hovorime, ze A je najmensia mnozina s vlastnostou P(x) vzhladom na inkliziu, ak
pre kazdd mnozinu B s vlastnostou P(x) plati A C B.

(VB)(P(B) = A C B)

Matematickou indukciou zavedieme nasledujice oznacenie pre lubovolni relaciu R na
mnozine A:
RO = idy;
R'=R;
R™! = R™ o R pre lubovolné prirodzené ¢islo n € N.

Tvrdenie 2.4.16. Nech R je reldcia na mnoZine A. Oznacme T :=J.._| R™. Potom reldcia
T je najmensia (vzhladom na inkliziu) reldcia, ktord je tranzitivna a obsahuje reldciu R ako
svoju podmnozinu. Tuto reldciu nazgvame tranzitivny uzaver reldcie R.

Doékaz. TODO O
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V skutocnosti existenciu tranzitivneho uzéveru by sme mohli ukdzat aj trochu inym (snad
jednoduchsim) spdsobom, pouzitim faktu, ze prienik tranzitivnych reldcii je opét tranzitivna
relacia — tloha Doékaz, ktory sme tu uviedli, ma vsSak ti vyhodu, Zze od istej miery aj
popisuje, ako tranzitivny uzéver danej relacie vyzera.

Poznamka 2.4.17. Tranzitivny uzaver relacie R sme popisali dvoma sposobmi: ako prienik
tranzitivnych relacii ekvivalencii obsahujicich R a tiez pomocou konstrukcie, kde sme do R
postupne pridavali nové dvojice, ktoré boli nevyhnutné, aby mohla byt splnend tranzitivnost.
S podobnou situdciou ste sa uz mohli stretnit vo viacerych kontextoch. Mézeme hovorit
o popise zhora-nadol alebo zdola—nahorﬂ

Do rovnakej schémy zapadaji viaceré pojmy s ktorymi ste sa uz stretli:

e Vo vektorovych priestoroch: linedrny obal — podpriestor generovany danou mnozinou
M. Moézeme ho dostat ako mnozinu vSetkych linedrnych kombinécii prvkov z M. Su-
¢asne je to prienik vSetkych podpriestorov obsahujicich mnozinu M.

e Uzaver mnoziny A v topologickom priestore je najmensia uzavretd mnozina, ktora ju
obsahuje. D4 sa vyjadrit ako prienik vSetkych uzavretych mnozin obsahujicich A. Sud-
Casne ho vieme dostat tak, ze k A priddvame limity sieti. (Ak sme v metrickom priestore
pripadne v priestore vyhovujicom prvej axidéme spocitatelnosti, tak stacia aj limity po-
stupnosti.)

e V grupach: podgrupa generovand danou mnozinou. (Speciélne cyklické podgrupy —
generované jedinym prvkom.)

e Podokruh generovany danou mnozinou.

e Ideal v okruhu generovany danymi prvkami.

e Konvexny obal danej podmnoziny vektorového priestoru..

Obvykle sa hodi mat pre objekty, s ktorymi chceme pracovat, popis zhora-nadol aj zdola-

nahor. V zavislosti od toho, na ¢o ich chceme pouzif, moéze byt jeden z nich vhodnejsi.

Vsetky uvedené priklady st Specidlnymi pripadmi operatorov uzzivenﬂ a uzaverovych

systémov, pozri napriklad [Gl Section 3.12], [KLSZ, podkapitola 2.4]. S nejakou teériou okolo
uzaverovych operatorov sa mate sancu stretntat na predmete Univerzalne algebry a zvizy.

Cvicenia
Uloha 2.4.1.
Uloha 2.4.2. Dokézte tvrdenia, ktoré sme v tejto kapitole uviedli bez dékazu.

Uloha 2.4.3. Nech A je mnozina.

Ukéazte, ze prienik TubovoIného systému tranzitivnych relacii na mnozine A je opéf tran-
zitivna reldcia na mnozine A.

Pomocou tohoto vysledku ukézte, Ze pre dand reliciu R na A je reldcia T := [{S C
Ax A;S D A,S je tranzitivna} najmensou (vzhladom na inkliziu) reldciou, ktord obsahuje
A a je tranzitivna. (Cize T je tranzitivny uzaver relicie R.)

Uloha 2.4.4. Nech R je reldcia na mnozine A. Dokézte, ze:

a) Najmensia (vzhladom na inkliziu) reflexivna reldcia obsahujica R ako svoju podmnozinu
je RUidy. (Této relacia sa zvykne nazyvat reflexivny uzdver relacie R.)

b) Najmensia (vzhladom na inkliziu) symetrickd reldcia obsahujica R ako svoju podmnozinu
je RU R™L. (Této relacia sa zvykne nazyvat symetricky uzdver relacie R.)

1Pozri aj http://math.stackexchange.com/a/54334/
2closure operator

19

{relmat : POZNTOPDOWN}

{relcvic:ULOTRANZUZ}


http://math.stackexchange.com/a/54334/

{fun:TVRINVBIJEK}

20 Funkcie

2.5 Funkcie

Definicia 2.5.1. Zobrazenie (funkcia) z mnoziny A do B je relacia medzi mnoZinami A a B
takd, Ze pre kazdé a € A existuje prave jedno b € B s vlastnostou (a,b) € f.

(Va € A)(Tb € B)(a,b) € f

Zobrazenie f z A do B budeme oznacovat f: A — B. Mnozinu A nazyvame definicny obor
a B obor hodnot zobrazenia f.

Namiesto zdpisu (a,b) € f budeme pouzivat zapis f(a) = b, tak ako ste boli zvyknut{ aj
doteraz. Casto budeme pouzivat aj zapis f: a — b.

Definicia 2.5.2. Ak f: A — B je zobrazenie a C C A, tak zobrazenie f|c: C — B,
definované predpisom

fle(z) = f(z)

pre vSetky x € C, nazyvame zuZenie zobrazenia f na mnozinu C.

Mnozinovo moézeme definiciu z(zZenia zobrazenia zapisat ako
fle=fnN(C x B).

Skladanie zobrazent je vlastne $pecidlnym pripadom skladania relacii. MoZeme si vSimnut,
7e na zaklade definicie zobrazenia mézeme vlastne zlozenie zobrazeni f: A -+ Bag: B — C
ekvivalentne definovat ako

go f(a) =g(f(a)) pre kazdé a € A.

Vyplyva to z toho, ze ku kazdému a existuje prave jeden prvok, s ktorym je a v relacii f a je
to prvok f(a), to isté plati aj pre f(a) a g(f(a)).

Kedze skladanie zobrazeni sme definovali ako Specialny pripad skladania reldcii, zatial
vieme, ze pre zobrazenia f: A — B, g: B — C je g o f relacia. Liahko sa vsak overi, Ze tdto
relacia je zobrazenim.

Takisto inverznu relaciu k zobrazeniu f budeme nazyvat inverzngm zobrazenim, ale len
v pripade, Ze f~! je tieZ zobrazenie. Ak f~! je zobrazenie, hovorime tieZ, Ze k f existuje
inverzné zobrazenie.

Pripomenme si este niektoré dalsiepojmy, ktoré poznéte uz z nizsich roénikov:

Definicia 2.5.3. Nech f: X — Y je zobrazenie. Hovorime, Ze f je injektivne (prosté) zobra-
zenie (alebo tiez injekcia), ak pre vSetky x,y € X také, ze x # y, plati f(z) # f(y).
Hovorime, Ze f je surjekcia (surjektivne zobrazenie, zobrazenie na), ak pre kazdé y € Y
existuje také, x € X, ze f(z) = y.
Hovorime, Ze f je bijekcia (bijektivne zobrazenie), ak f je stiCasne injekcia aj surjekcia.

Definiciu injekcie moézeme ekvivalentne prepisat ako f(z) = f(y) = « = y. Teda zobraze-
nie je injektivne prave vtedy, ked sa na ziadny prvok oboru hodnét nezobrazi viac ako jeden
prvok definicného oboru. Zobrazenie je surjektivne, ak kazdy prvok oboru hodnét mé nejaky
vzor — prvok, ktory sa nan zobrazi.

Opit si spomenieme niektoré uzito¢né fakty o o injekcidch, surjekcidach a bijekciach.

Tvrdenie 2.5.4. Nech f: A — B je zobrazenie. Potom f~1 je zobrazenie z B do A prdve
vtedy, ked f je bijekcia.

20
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Definiciu inverzného zobrazenie mézeme ekvivalentne preformulovat tak, ze je to zobra-
zenie, pre ktoré plati

fiy=a &  f(a)=0

Ina ekvivalentna formulacia je takéto:

Tvrdenie 2.5.5. Nech f: A — B, g: B — A su zobrazenia. Nasledujice podmienky si
ekvivalentné:
(i) g = f~t (t.j. g je inverzné zobrazenie k f);
(ii) plati go f =ida a fog=1idp.
{fun:POZNAXSUBST}
Poznamka 2.5.6. Po zavedeni pojmu funkcie vidno, Ze schéma axiém substiticie vlastne

hovorf to, Ze pre kazdu funkciu f definovani na mnozine A existuje mnozina f[A] = {f(z);z €
ALF

Definicia 2.5.7. Nech f: X — Y je zobrazenie, AC X, BCY.
Potom mnozinu

flA]:={f(a);a € A}

nazyvame obraz mnoziny A v zobrazeni f a mmnozinu

F7UBl ={a; f(a) € B}

nazyvame vzor mnoziny B v zobrazeni f.

V pripade, 7ze B = {b} je jednoprvkovd mnozina, niekedy namiesto zapisu f~1[{b}] po-
wZijeme zéapis f~1(b). (Z kontextu by malo byt zrejmé, & hovorime o inverznej funkcii k f,
alebo zapis f~1(b) znamen4 vzor jednoprvkovej mnoziny.)

To znamena, Ze vzor a obraz mnoziny su charakterizované tymito podmienkami:

x € fl[A] & (3a € A)x = f(a)
r€ f'Bls f(xr)€B

Uvedieme zakladné vlastnosti vzoru a obrazu mnozin:
{fun:TVROBRAZVZOR}

Tvrdenie 2.5.8. Nech f: X =Y, g: Y = Z su zobrazenia, AABC X,C,DCY,ECZ,
A; CX aB; CY pre kazdé i € I. Potom plati
i) go flA] = g[f[A]];

[

(i) (g0 f)[A] = g 1[F[A]];

(iii) A C ff[A]] a ak f je injektivne, tak A= f=[f[A]];

(iv) fIf7YC) € C a ak f je surjektivne, tak f[f~1[C]] = C; {fun:itOBRCAP}

(v) fIANB] C fIA]N f[B] a ak f je injektivne, tak f[AN B] = f[A] N f[B]; {fun:itOBRBIGCAP}
(vi) flMier Ail € Nier fIA] a ak f je injektivne, tak f[(;c; Ail = N;er fIA;

(vii) f[AUB] = f[A]U f[B]; {fun:itOBRBIGCUP}
(viii) f[UiEI Al = Ui I flAil;

(ix) f7HCNn D] = fCIn f~1[D]; {fun:itOBRCAPSYST}

(x) f_l[ﬂiez Al = icl f_l[AZ];

(xi) f~HCuD]= fHCOlu fHD];
(xii) f~'U  fHBi;

3Toto preformulovanie nie je tiplne presné — pri definicii zobrazenia sme pozadovali, aby bol uréeny obor
hodnot, ni¢ také v schéme axiém substiticie nie je. Keby sme vsak hovorili o triedovych funkcidch, uz by sme
takto dostali presne schému axiém substiticie.
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(xiv) C C D = f7YC] C f~YD] a ak f je surjekcia, tak plati aj opacnd implikdcia;
(xv) flACC = AC f1C].

Nasledujtice tvrdenie uz mozno pozndte z nizsich roénikov, pozri napriklad [Sl4] cvicenia
v Casti 2.2] alebo [KGGS|, Vety 1.3.3,1.3.4]. (Je treba dat pozor na to, Ze skladanie zobrazeni
je v [KGGS] definované opac¢ne ako v tejto prednéske, a preto je aj toto tvrdenie sformulované
inak.)

Tu ho uvadzame preto, aby sme zdoraznili pouzitie axiémy vyberu v jednej Casti do-
kazu tohoto tvrdenia. (V casti ukazeme, 7e tato cast tvrdenia je dokonca ekvivalentn4
s axiémou vyberu v systéme ZF.)

Odportacam ale, aby ste sa pokusili si tvrdenie dokazat sa mi. A ked uz navyse viete, ze
sa v dokaze niekde vyuzije axiéma vyberu, skiste dat pozor, ¢i si vSimnete kde.

Tvrdenie 2.5.9. Nech f: A — B je zobrazenie. Potom plati:
(i) f je surjekcia prdve vtedy, ked existuje zobrazenie g: B — A také, Ze fog=1idp.
(ii) Nech navyse A # (). Potom f je injekcia prdve vtedy, ked existuje zobrazenie g: B — A
také, Ze go f =ida.

Dokaz. (i) (Toto je vlastne jedind nérocnejsia Cast dékazu celého tvrdenia, je to préve
té cast, ktord vyuziva axiému vyberu. Ostatné Casti by ste mali byt schopni zvladnut samos-
tatne.)

Ak f je surjekcia, tak {f~(x);x € B} je systém neprazdnych disjunktnych podmnozin
A. Neprazdnost kazdej mnoziny f~!(x) vyplyva zo surjektivnosti (kazdé € B méa aspon
jeden vzor). Disjunktnost vyplyva z toho, Ze f je zobrazenie, Cize ziadne a € A nemdze patrit
do f~Y(z) aj do f~%(y), ak = # y. (Ziadne a € A sa nemoze zobrazit na dva rézne prvky
mnoziny B.)

Potom podla axiémy vyberu (tak ako sme je preformulovand v pozndmke existuje
funkcia g: B — A tak4, ze g(b) € f~1(b) pre kazdé b € B. (Ak chceme byt tiplne presni, tak
axiéma vyberu hovori o zobrazen{ z mnoziny {f~1(x); x € B}, s pouZitim bijekcie z — f~1(z)
medzi B a touto mnozinou uz vieme dostat skuto¢ne zobrazenie z B do A.)

Podmienka g(b) € f~1(b) vlastne znamena, Ze f(g(b)) = b. Platnost tejto podmienky pre
kazdé b € B znamend, ze f o g =idg.

(i) Chceme ukézat, ze pre kazdé b € B existuje v zobrazeni f vzor. Rovnost f(g(b)) =
b implikuje, ze g(b) je vzorom pre b.

(ii) Kedze A # 0, existuje nejaky prvok a € A; zvolme si jeden taky prvok a oznacme
ho ag. Zobrazenie g definujeme nasledovne:

g(b) =

Z injektivnosti f vyplyva, ze takymto spésobom skutoc¢ne dostaneme zobrazenie. Rovnost
g(f(a)) = a (pre kazdé a € A) je zrejma z definicie zobrazenia g.

(ii) Ak f(z) = f(y), tak plati aj g(f(z)) = g(f(y)), ¢ize z = y. O
Désledok 2.5.10. Ak A # 0 a existuje injekcia f: A — B, tak existuje surjekcia g: B — A.

a, ak existuje a také, ze f(a) = b,

ag, inak.

Dékaz. Ak f je injekcia, tak podla druhej Casti tvrdenia [2.5.9] existuje g: B — A také, Ze
go f =1idy. Potom ale z prvej Casti toho istého tvrdenia dostavame, ze g je surjekcia. O

2.5.1 Karteziansky siucin systému mnozin

V Casti 2:3] sme definovali kartezidnsky sucin dvojice mnozin. V tejto ¢asti by sme cheeli
zaviest do istej miery analogicky pojem pre lubovolny (nielen koneény) systém mnozin. Este
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predtym vsSak zadefinujeme projekciu, ¢o je zobrazenie tizko stuvisiace s kartezianskym suci-
nom mnozin.

Projekcie, ktoré budeme definovat, si zobrazenia definované na kartezidnskom stcine
dvoch mnozin. Ak zobrazujeme usporiadané dvojice, asto budeme namiesto f((a,b)) pouzi-
vat struénejsi zapis f(a, b). (Z kontextu by malo byt vzdy jasné, Ze méme na mysli usporiadané
dvojice.)

Definicia 2.5.11. Ak A, B su lubovolné mnoziny, tak zobrazenia p1: Ax B — A apy: AX
B — B, dané predpismi

pi(a,b) =a
p2(a,b) =b

pre (a,b) € A x B, budeme nazyvat projekcie z kartezidnskeho sti¢inu A x B na mnoziny A
a B.

Niekedy budeme pouzivat aj oznacenie p4, pp, t.j. vlastne nie je vyznacené, ¢i ide o pro-
jekciu na prvi a druht mnozinu, ale ¢i ide o projekciu na mnozinu A alebo mnozinu B.

Mozeme si vsimnut, ze usporiadand dvojica je jednoznacne uré¢end hodnotami zobrazeni
p1,2. (To je vlastne len inak prefolrmulovand podmienka )

Teraz by sme chceli zadefinovat kartezidnsky sicin systému mnozin {4;,i € I}, ktory by
mal podobné vlastnosti, t.j. ak pre kazdé ¢ € I zvolime nejaky prvok z A;, mal by tym byt
jednoznacne urceny prvok sucin. Tito poziadavku spiﬁa nasledujica definicia.

Definicia 2.5.12. Nech I je mnozina a pre kazdé i € I je A, mnozina. Potom kartezidnsky

stidin systému mnozin A;, i € I definujeme ako mnozinu vSetkych zobrazeni z I do |J A;
il
takych, ze obraz prvku ¢ patr{ do A4;. Oznacujeme ho [] A;.
iel

HAi:{f:I%UAi;f(i)EAi}

i€l el

Pre kazdé i € I definujeme zobrazenie p;: [] A; — 4;
i€l

ktoré nazyvame i-ta projekcia.

Vidime, ze ide skuto¢ne o pojem analogicky ku kartezidnskemu sic¢inu dvoch mnozin.
Zatialco pri kartezidnskom si¢ine dvoch mnozin bol kazdy jeho prvok jednoznac¢ne urceny
dvomi stiradnicami, tu méame stradnice indexované prvkami z I.

2.5.2 Karteziansky sucin funkcii

Dalsi pojem, ktory bude pre nés neskor uzitocny, je kartezidnsky sicin funkcii. Podobne ako
pri kartezianskom sii¢ine mnozin, budeme ho definovat zvlast pre sticin dvoch mnozin a zv1ast
pre sucin systému mnozin.

Definicia 2.5.13. Nech f: A — C, g: B — D st zobrazenia. Potom ich kartezidnsky sicin
je zobrazenie f X g: A x B — C x D ur¢ené predpisom

I x g(aab) - (f(a)vg(b))
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Ak pre kazdé i € I je f;: A; — B, zobrazenie, tak kartezidnsky stcin tychto zobrazeni je
g=11Ifi: Tl Ai = II B:, kde g(f) pre f € ][] A; je urcend ako
iel i€l iel icl

9()(@) = fi(£ (@)

Ked nad tymito definiciami trochu porozmyslame, opat by malo byt vidno, ze ide o ana-
logické pojmy. Zobrazenie f X g je vlastne zobrazenie, ktoré sa na prvej suradnici sprava

rovnako ako f a na druhej stiradnici ako g. Zobrazenie [] f; je skonStruované pomocou sys-
i€l

tému zobrazeni indexovaného mnozinou I a je to zobrazenie, ktoré sa na i-tej siiradnici sprava

rovnako ako f;.

Tvrdenie 2.5.14. Nech f: A — C, g: B — D st zobrazenia.
(i) Ak f aj g su injekcie, tak f X g je injekcia.
(ii) Ak f aj g su surjekcie, tak f x g je surjekcia.

(iii) Ak f aj g su bijekcie, tak f X g je bijekcia.

Dékaz. (i) Nech f a g si injekcie. Ak plati f x g(a,b) = f x g(a’,V'), znamend to, ze
(f(a),g(d)) = (f(a'),g(")), ¢ize f(a) = f(a'), g(b) = g(V'). Z injektivnosti zobrazeni f,
g potom méme a =da’, b="" a (a,b) = (a’, V).

(ii) Nech f, g st surjekcie a (¢,d) € C x D. Potom existujia € A ab € B tak, ze f(a) = ¢,
g(b) = d. Z toho mdme, ze f x g(a,b) = (¢,d). Ukédzali sme, ze pre lubovolné (c,d) existuje
vzor, a teda zobrazenie f X g je surjektivne.

(iii) Vyplyva z Casti (i) a (ii). O

V dokaze analogického tvrdenia pre sicin systému mnozin budeme potrebovat na jednom
mieste vyuzit axidmu vyberu; odvolame sa na jej ekvivalentni formuldciu, ktora dokazeme
neskor v kapitole [4]

Tvrdenie 2.5.15. Nech f;: A; — B; je zobrazenie pre kazZdé i € I.
(i) Ak f; je injekcia pre kazdé i € 1, tak ] fi je injekcia.

iel
(ii) Ak f; je surjekcia pre kazdé i € I, tak [] fi je surjekcia.
iel
(iii) Ak f; je bijekcia pre kazdé i € I, tak [] fi je bijekcia.
iel

Doékaz. Oznacme g := [] fi.
iel
(i) Predpokladajme, 7Ze vSetky f; su injekcie. Nech f, f' € [] A; a nech g(f) = g(f’).
iel

To znamend, Ze pre kazdé ¢ € I plati g(f)(i) = g(f’)(¢). Podla definicie zobrazenia g potom
dostaneme pre kazdé i € I rovnost f;(f(i)) = fi(f'(i)) a z injektivnosti zobrazenia f; vyplyva
(@) = f'(i). Teda zobrazenia f a f’ sa rovnaju a g je skutocne injektivne.

(ii) Nech kazdé f; je surjektivne a nech f € [ B;. Potom pre kazdé i € I existuje a; € A;

iel

také, ze fi(a;) = (7). Inak povedané, {a € A;; fi(a) = f(i)} je systém neprazdnych mnozin.
Z ekvivalentnej formuldcie axiémy vyberu (tvrdenie ) vyplyva existencia zobrazenia
h definovaného na I takého, ze h(i) € {a € A;; fi(a) = f(i)}, ¢ize h(i) € A; a fi;(h(d)) = f(49)
pre kazdé i € I. Poslednd rovnost hovor{ presne to, ze g(h) = f. Ukédzali sme, Ze pre kazdé
f € [ Bi existuje vzor, ¢ize g je surjektivne zobrazenie.

icl

(iii) Lahko vyplyva z predchddzajtcich dvoch casti. O
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Cvicenia

Uloha 2.5.1. Ak f: X -+ Y ag: Y — X st zobrazenia také, ze go f = idx, tak g je surjekcia
a f je injekcia. Ukéazte na priklade, Ze g nemusi byt injekcia a f nemusi byt surjekcia.

Zdovodnite pomocou tohoto vysledku a tvrdenia [2.5.9] Ze ak pre mnoziny X, Y existuje
injekcia f: X — Y prave vtedy, ked existuje surjekcia g: ¥ — X.

Uloha 2.5.2. Nech f: X — Y je zobrazenie. Dokdzte, ze f je injekcia prave vtedy, ked pre
lubovoIné dve podmnoziny A, B C X plati f[AN B] = f[A] N f[B].

Uloha 2.5.3. Nech f: X — Y je zobrazenie. Dokézte, Ze f je injekcia < pre Iubovolné dve
podmnoziny A, B C X plati f[B ~\ A] = f[B] \ f[A].
2.6 Ciastoc¢ne usporiadané mnoziny

Pripomenme najprv definiciu ¢iasto¢ného usporiadania. Ciastoéné usporiadanie mnoziny A
je taka reldcia < na mnozine A, ktord je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna, t.j.:

VaeA)a<a (R)
(Va,be A)a<bAb<a=a=Db (A)
(Va,b,ce A)a<bAb<c=a<c (T)

Kedze definicia ¢iastoéného usporiadania je do istej miery motivovana obvyklym usporiada-
nim realnych a prirodzenych c¢isel, budeme dost Casto pre ¢iasto¢né usporiadanie pouzivat
symbol <. Niekedy budeme pouzivat aj symbol <, ktorym budeme oznacovat to, ze a < b a
prvky a a b sa nerovnaju.

a<b & (a<b)ANa#b

O linearnom usporiadani hovorime, ak st Iubovolné 2 prvky mnoziny A porovnatelné,
teda ak
(Va,be A)a#b=a<bVb<a.

V pripade, ze budete studovat aj int literattru, je treba dat pozor na to, ze niektori autori
definuju ciasto¢né usporiadanie inak. Stuvis tychto dvoch definicii je podrobne vysvetleny na
konci tejto podkapitoly.

Zacénime tym, ze uvedieme niekolko prikladov ¢iastoénych usporiadani.

Priklad 2.6.1. Jednoduchymi prikladmi ¢iastoéne usporiadanych mnozin st (R, <), (Q, <),
(Z, <), (N, <) s obvyklym usporiadanim. Vo vSetkych spomenutych pripadoch ide o linedrne
usporiadanie.

Priklad 2.6.2. Mdézeme si vSimnit, Ze ak (4, <) je ¢iastocne usporiadand mnozina a B C A,
tak (B, <N (B x B)) je tiez ¢iastoéne usporiadand mnozina. Inak povedané, podmnozina
Ciastofne usporiadanej mnoziny s tym istym usporiadanim (ziZenym na tito podmnozinu)
tvori opét ¢iastoCne usporiadand mnozinu.

Tlustraciou st napriklad podmnoziny R uvedené v predchadzajicom priklade.

Vyplyva to z toho, ze vSetky poziadavky v definicii ¢iastoéne usporiadanej mnoziny su
tvaru (Va,b,c € A)P(a,b,c), kde P(a,b, c) predstavuje nejaku vlastnost reldcie. Je zrejmé, ze
ak nejaka vlastnost plati pre lubovolné prvky danej mnoziny, tak plati aj pre prvky kazdej
jej podmnoziny.
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Priklad 2.6.3. Ak A je lubovolnd mnozina, tak (P(A), C) je ¢iastoéne usporiadand mnozina.
Vsetky vlastnosti z definicie ¢iastoéne usporiadanej mnoziny sme overili v tvrdeni 2:2.1]

Podla prikladu dostaneme c¢iastocne usporiadani mnozinu aj pre Iubovolni pod-
mnozinu mnoziny P(A).

Priklad 2.6.4. Dalsim prikladom je relacia ,deli“ na mnozine prirodzenych ¢isel definovana
tak, ze
alb & (JeeN)b=a.c.

Overit, Ze ide o Ciasto¢ne usporiadani mnozinu, je vcelku jednoduché — nechdame to ako
cvicenie pre Citatela.

Mbzeme si tiez véimnut, ze (Z,]) nie je ¢iastoéne usporiadanou mnozinou, kedze nespliia
poziadavku antisymetrie. Plat{ napriklad 1 | —1 aj —1] 1.

Hasseho diagram. V pripade ¢iastoéného usporiadania na kone¢nych mnozindch mézeme
znéazornit reldciu usporiadania pomocou Hasseho diagramu.

Definicia 2.6.5. Nech (4, <) je Ciastoéne usporiadand mnozina. Prvok a nazyvame pred-
chodcom prvku b, ak a < b a sucasne plati

a<c<bd = c=aVc=hb.
Prvok b sa nazyva nasledovnik prvku a.

Predchadzajtca definicia vlastne hovori, Zze a je predchodcom b, ak a < b a medzi nimi uz
nie je ziadny iny prvok.

Relaciu ¢iastocného usporiadania moézeme znazornit, ak znazornime dvojice prvok a jeho
predchodca. Takymto spdsobom sice nedostaneme vsetky dvojice, ktoré si v reldcii, no ked
doplnime dalsie dvojice, ktoré do nej musia patrit na zaklade tranzitivnosti a reflexivnosti,
dostaneme uz celt reldciu. (Inak povedané, priddme vSetky dvojice tvaru (a,a) a urobime
tranzitivny uzédver.)

Casto sa zvykne kreslit Hasseho diagram tak, ze vzdy nakreslime $ipku z prvku do jeho
nasledovnika. My budeme kreslit Hasseho diagramy bez Sipok, ak buda dva prvky spojené
hranou, tak nasledovnik je ten z nich, ktory je na obrazku nakresleny vyssie.

Na obrazku [2.3] st nakreslené Hasseho diagramy pre ciasto¢ne usporiadani mnozinu
(P(X),Q) v pripade, Ze mnozina X je 2-,3- alebo 4-prvkova. Mézeme si vSimnit, Ze tento
diagram pre 2-prvkovi mnozinu ma tvar Stvorca a pre 3-prvkovi mnozinu tvar kocky. Je
preto prirodzené povazovat diagram pre n-prvkovii mnozinu za znazornenie vrcholov a hran
n-rozmernej (hyper)kocky. Napriklad na obrazku je b-rozmerné hyperkocka.

Mobzeme si tiez vSimnit, ze ak nakreslime Hasseho diagram pre ¢iasto¢ne usporiadant
mnozinu ({0, 1,2, 3,5,6,10,15}, |), tak dostaneme (pri vhodnom umiestnen{ vrcholov), presne
ten isty obrdzok ako pre (P({0,1,2}),C). Vidime, Ze tieto dve ¢iastotne usporiadané mno-
ziny su v istom zmysle rovnaké. Toto pozorovanie nas vedie k definicii izomorfizmu ¢iastocne
usporiadanych mnozin. Tato definicia je podobné s definiciou izomorfizmu pre iné typy struk-
tar.

Definicia 2.6.6. Nech (X, <) a (Y, X) st ¢iastofne usporiadané mnoziny a f: X — Y je
zobrazenie. Hovorime, ze zobrazenie f je monoténne, ak plati

(Vlﬂl,CEQ S X).’bl < x9 = f(l’l) =< f(l'g)

Niekedy pouzivame aj zépis f: (X, <) = (Y, X).

Ak je zobrazenie f navyse bijektivne a f~! je tiez monoténne, tak f nazyvame izomorfiz-
mus. Ak existuje izomorfizmus medzi ¢iastoéne usporiadanymi mnozinami (X, <) a (Y, <),
tak hovorime, Ze (X, <) a (Y, X) st izomorfné, oznacujeme (X, <) = (Y, xX).
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{0,1,2}

{0,1}

{01} {1,2}

{0} {1y {0 ? {2}
0

{0,1,2,3}

m: FIGHASSEPX} Obr. 2.3: Hasscho diagram (P(X), C) pre 2-,3- a 4-prvkovil mnozinu

Vidime, ze f je izomorfizmus, prave vtedy, ked je to bijekcia a plati
(Vl‘l,l‘g S X)J)l <z & f(.]?l) =< f(l‘g)

Podobne, ako to bolo v pripade grip ¢i vektorovych priestorov, existencia izomorfizmu vlastne
znamend, ze ide o rovnaké ciastocne usporiadané mnoziny, ktoré sa liSia len pomenovanim
prvkov.

Definicia 2.6.7. Nech (A4, <) je ¢iastocne usporiadand mnoZina a a € A. Hovorime, Ze a je
(i) najmens? prvok mnoziny A, ak pre kazdy prvok b € A plati a < b;
(ii) najvacst prvok mnoziny A, ak pre kazdy prvok b € A plati b < a;
(iii) minimdlny prvok mnoziny A, ak pre kazdé b € A plati b<a = b= q;
(iv) mazimdlny prvok mnoziny A, ak pre kazdé b € A plati a < b = a =b.

Definiciu minimélneho prvku mdzeme volne preformulovat tak, ze neexistuje prvok, ktory
by bol od neho mensi. Podobne, prvok a je maximélny, ak neexistuje prvok, ktory je od neho

Lahko sa da vidiet, Ze najmensi prvok je sucasne aj minimalnym prvkom; najvacsi prvok
je sucasne aj maximalnym prvkom.

V pripade, ze ide o linearne usporiadanie, tak minimalny prvok je najmensi prvok, maxi-
malny prvok je najvacsi prvok. Vo vSeobecnosti to vSak neplati. D4 sa najst vela jednoduchych
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Obr. 2.4: 5-rozmernd hyperkocka — Hasseho diagram pre P(X), kde X je 5-prvkovd mnoZina

prikladov (moZete si rozmysliet, ako je to s ¢iastoéne usporiadanymi mnozinami zndzorne-
nymi na obrézku; my si ukdzeme jeden z nich. Ak uvazujeme [ubovolni mnozinu A, ktora
mé aspon dva prvky, tak relacia id 4 je ¢iastocéné usporiadanie na mnozine A. Pri tomto uspo-
riadani je kazdy prvok mnoziny A minimalny (a sic¢asne aj maximélny), ale mnozina A nema
najmensi ani najvacsi prvok.

Predchéadzajuci priklad sticasne ukazuje, ze maximalnych (minimélnych) prvkov moze mat
¢iastocne usporiadand mnozina viacero. Ak vSak ¢iastoéne usporiadand mnozina ma najvacsi
(najmens{) prvok, tak tento prvok je jednoznacne urceny.

Ostré CiastoCné usporiadanie V definicii ¢iastoéného usporiadania sme sa vlastne snazili
néjst spolo¢né vlastnosti relacii ako si <, C. V niektorych textoch néjdete int definiciu
¢iastoéného usporiadania, ktord spliiajt napriklad relacie <, S. (Napriklad v ISS|, pozri [SS,
s.52,Pozndmka 4.4.1].) My taktto reldciu budeme nazyvat ostré ¢iastotné usporiadanie.

V nasledujicom tvrdeni ukazeme, aky je vztah medzi tymito dvoma definiciami. V pod-
state zistime to, ze ku kazdému ¢iasto¢nému usporiadaniu existuje zodpovedajice ostré Cias-
tocné usporiadanie a obratene.

V tomto texte budeme bezne pouzivat ostré i neostré ¢iastocné usporiadanie, bez toho, ze
by sme na to Specialne upozornili. Od ¢itatela sa ocakéava, ze by nemal mat problémy s prekla-
dom akejkolvek definicie ¢i tvrdenia medzi tymito dvoma formalizdciami pojmu usporiadania.

Definicia 2.6.8. Reldciu < na mnozine A nazyvame ostré ciastocné usporiadanie, ak je
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{cum:FIgMID}  Obr. 2.5: Hasseho diagram pre Ciastocné usporiadanie | na mnozine {0, 1,2,3,5,6,10,15}

Odad>

FIGMOREHASSE} Obr. 2.6: Dalsie priklady Hasseho diagramov

antireflexivna, asymetrickd a tranzitivna; t.j. pre lubovolné a, b, c € A plati

a & a;
a<b=bsa;
a<bANb<c=a<ec.

Ak st navyse lubovolné dva rozne prvky porovnatelné, tak hovorime o ostrom linedrnom
usporiadani.
a#Fb=a<bVb<a

Najprv dokdzeme dve pomerne jednoduché lemy.

Lema 2.6.9. Nech R je relicia na mnozine A a S = RUidy. Potom:
(i) reldacia S je reflexivna;
(ii) ak R je asymetrickd, tak S je antisymetrickd;

(iii) ak R je tranzitivna, tak aj S je tranzitivna.

Dékaz. (i) Priamo z definicie reldcie S vidime, ze idqg C S, ¢o je podla tvrdenia
ekvivalentné s podmienkou, ze S je reflexivna.

(ii) Nech aSb a bSa. Z definicie S vidime, Ze to mdze nastat jedine v pripade, ze a = b
alebo stucasne plati aRb aj bRa. Druha moznost vsak nenastane nikdy, lebo R je asymetricka.
Tym sme dokazali, ze aSb A bSa = a = b, ¢o znamena, ze S je antisymetricka.
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(iii) Nech aSb a bSc. Rozoberme jednotlivé moznosti:
a) a =bab=c. Potom a=c, ateda aSc.
b) a = b a bRc. Potom aRc, a teda aSc.
¢) aRb a b= c. Potom aRc, a teda aSc.
d) aRb a bRc. Potom aRc, a teda aSc.
Ukéazali sme, ze v kazdom pripade, ktory mdze nastat, plati aSc, ¢ize relacia S je tranzitivna.
O

Lema 2.6.10. Nech R je relicia na mnozine A a S = R~ ids. Potom:
(i) reldcia S je antireflexivna;
(ii) ak R je antisymetrickd, tak S je asymetrickd;

(iii) ak R je tranzitivna a antireflexivna, tak aj S je tranzitivna.

Dokaz. (i) Zrejmé.

(ii) Sporom. Nech by platilo aSb aj bSa. To by znamenalo, Ze a # b a stcasne plati aRb
i bRa. Dostali sme spor s predpokladom, ze R je antisymetricka.

(iii) Nech aSb, bSc. To znamend, ze a # b, b # ¢, aRb a bRc. Z tranzitivnosti relicie R
dostavame, ze aRc. Pretoze R je antireflexivna, a # ¢ a aSc. O

Na zaklade predchadzajucich liem uz dostavame platnost korespondencie medzi ¢iastoc-
nymi usporiadaniami a ostrymi ¢iastoénymi usporiadaniami, ktori sme chceli dokazat:

Désledok 2.6.11. Nech R je reldcia na mnozine A.

Ak R je ciastocné usporiadanie, tak R\ ida je ostré ciastocné usporiadanie, pricom ak
R je linedrne, tak aj R ~\ ida je linedrne.

Ak S je ostré ciastocné usporiadanie, tak S Uid je cCiastocné usporiadanie, pricom ak S
je linedrne tak aj S Uida je linedrne.

Navyse, priradenia R — R~ id4 a S — SUida st navzdjom inverzné priradenia medzi
mnozinou vsetkych ciastocnych usporiadani mnoziny A a mnozinou vsetkijch ostryjch ciastoc-
nych usporiadani mnoziny A (a teda tieto priradenia si bijektivne).

Poznamka 2.6.12. Z antireflexivnosti a asymetrie ostrého ¢iastoc¢ného usporiadania vidime,
ze ak < je ostré ¢iasto¢né usporiadanie na mnozine A, tak pre kazdé a,b € A plati prave
jedna z moznosti

a=1" a<b b < a.

Cize ostré Ciastocné usporiadanie je trichotomicka reldcia.

Cvicenia
Uloha 2.6.1. Ukéite, 7e ak (A, <) je ¢iastoCne usporiadand mnozina, tak A ma nanajvys
jeden najvacsi prvok a nanajvys jeden najmensi prvok.

Uloha 2.6.2. Ukéazte, ze pre zobrazenia medzi ¢iastocne usporiadanymi mnozinami plati:
a) zlozenie dvoch monoténnych zobrazeni je monoténne zobrazenie;
b) zlozenie dvoch izomorfizmov je izomorfizmus.

Uloha 2.6.3. Ukaite, 7e ak A, B st linedrne usporiadané mnoziny, tak bijektivne monoténne
zobrazenie f: A — B je izomorfizmus.

Uloha 2.6.4. Nech A je mnoZina a R 2 st ciastoéné usporiadania na A. Dokézte, alebo
vyvratte:

a) Reldcia Ry N Ry je Ciastoéné usporiadanie na A.

b) Reldcia Ry U Ry je ¢ilastoéné usporiadanie na A.

¢) Ak Ry U Rs je ¢iastoCné usporiadanie na A, tak Ry C Ry alebo Ry C R;.
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Uloha 2.6.5. Njdite pre kazdy z Hasseho diagramov na obrazku podmnozinu A C N
takd, Ze Ciasto¢ne usporiadand mnozina (A, |) mé dany Hasseho diagram.

Uloha 2.6.6. N4jdite pre kazdy z Hasseho diagramov na obrdzku mnozinu A C P(N)
takd, Ze ¢iasto¢ne usporiadand mnozina (A, C) méd dany Hasseho diagram.

Uloha 2.6.7. Nech A je lubovoInd mnozina. St reldcie A x A, ida a () dlastoénymi usporia-
daniami na mnozine A?

Uloha 2.6.8. Mbze byt ¢iastoéné usporiadanie na mnozine A zobrazenim z A do A?
Uloha 2.6.9. Pre aké mnoziny A je (P(A), C) linearne usporiadand mnozina?

Uloha 2.6.10. Nech A je koneénd mnozina, ktord mé n prvkov. Nech R je &iastoéné usporia-
danie na A. Aky je maximalny /minimdlny moZny pocet prvkov mnoziny R? Ak4 je odpoved
na rovnaké otazky pre relaciu ekvivalencie?

Uloha 2.6.11. Nech f: A — B je Iubovolné zobrazenie a (B, <) je ¢iastotne usporiadand
mnozina. Dokdzte potom, Ze reldcia < definovand ako a < @’ < f(a) < f(a’) je ¢iastoénym
usporiadanim na mnozine A. Bude =< linedrne usporiadanie, ak < je linedrne usporiadanie?

2.7 Kardinalne ¢isla

2.7.1 Porovnavanie mohutnosti mnozin

Definicia 2.7.1. Hovorime, ze mnoziny X a Y majd rovnaka kardinalitu (mohutnost), ak
existuje bijekcia f: X — Y. Oznacujeme |X| = |Y|.

Ocividne plati | X| = |X| pre kazdd mnozinu X. Dalej z |X| = |Y| a [Y| = |Z| vyplyva
|X| = |Z]. Teda rovnost kardinalit ma vlastnosti, ktoré by sme od vztahu ,rovnd sa“ aj oca-
kavali. Tato podmienka nam sicasne dava nadej definovat rozumnym sposobom kardindlne
¢islo — ak chceme pre kazdi mnozinu mat nejakého reprezentanta, pricom mnozinam rovnakej
kardinality priradime rovnakého reprezentanta, tak nevyhnutne potrebujeme tranzitivnost,
reflexivnost a symetriu.

Definicia 2.7.2. Kardinalne ¢islo mnoziny prirodzenych ¢isel budeme oznacovat Ry.
Kardindlne ¢&slo mnoziny P(N) budeme oznacovat ¢. (Toto kardindlne ¢islo sa niekedy
nazyva kardinalita kontinua.)

Definicia 2.7.3. Hovorime, ze kardinalita mnoziny X je mensia alebo rovnd ako kardinalita
mnoziny Y, oznacujeme | X| < |Y|, ak existuje injekcia z X do Y.

Ak plati | X| < |Y| ale X a Y nemaju rovnaki kardinalitu, tak hovorime, ze X ma mensiu
kardinalitu ako mnozina Y, oznacujeme | X| < Y.

(X < Y] & [X] < [Y[AX]# Y]

Poznamka 2.7.4. Kedze pre dané kardinalne ¢islo m6zeme néjst vela mnozin rovnakej kar-
dinality, je potrebné (podobne ako pri inych definiciach vyuzivajicich reprezentanta nejakej
triedy ekvivalencie alebo nejakej vlastnosti) skontrolovat, ¢i je nerovnost kardindlnych ¢éisel
dobre definovand. Znamen4 to, Ze si treba rozmysliet, ¢éi z | X| = | X'|, |Y| = |Y'| a |X]| < |Y]
vyplyva | X'| < |Y7).

Overit tento fakt je pomerne jednoduché (ponechdme to na Citatela), je vSak asi rozumné
pripomenuft, Ze pri definiciach vzfahov medzi kardinalmi a operacii s nimi treba mysliet aj
na takéto veci.
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Veta 2.7.5 (Cantor-Bernstein). Nech X, Y si mnoziny. Ak plati
tak | X| =Y.

X| < [¥]al¥] < |X],

X| < [YIAY]< X = |X]|=Y]
Inak: Ak existuje injekcia f: X — Y a injekcia g: Y — X, tak existuje bijekcia h: X — Y.

Veta 2.7.6. Nech a, b, ¢ st kardindlne c¢isla. Potom plati:
(i) a<a;

(i) a<bAb<a=a=b;

(iii) a<bAbD<c=a<ec

Poznamka 2.7.7. V tomto kontexte je dalsou prirodzenou otéazkou to, ¢i st lubovolné dve
kardindlne ¢isla porovnatelné. (Presnejsie: Plat{ pre lubovolné dve mnoziny X, Y, Ze existuje
bud injekcia z X do Y alebo opaénym smerom?) Je to skutocne pravda, dokaz vyuziva axiému
vyberu. Tento fakt ukdzeme neskér pomocou vysledkov o dobre usporiadanych mnozinach
v kapitole o ordindlnych ¢islach ako dosledok [5.1.6] D4 sa odvodit aj pouZitim Zornovej lemy
— tiloha {33

2.7.2 Kardinalna aritmetika

Zakladné operdacie s kardindlnymi ¢islami, ktoré zavedieme, st sticet, suc¢in a umocnovanie
kardinalnych ¢isel.

Definicia 2.7.8. Nech a, b st kardindlne ¢isla a nech A, B si mnoziny také, Ze |A| = a,
|B| = b. Potom:
(i) Predpokladajme navyse, ze mnoziny A a B st disjunktné. Potom sicet kardindlnych
¢isel a a b je kardinalne ¢islo mnoziny A U B, t.j.

a+b=|AUB|.

(ii) Siucin kardindlnych cisel a a b je kardindlne ¢slo mnoZiny A X B, t.j.

a.b=|Ax B.

(iii) Kardindlne ¢islo a umocnené na kardindlne ¢éfslo b je kardinalita mnoziny vsetkych
zobrazeni z B do A. Tito mnozinu budeme oznacovat AZ. T.j. a® = |AP|, kde

AB = {f: f je zobrazenie z B do A}.

Poznamka 2.7.9. Opit, podobne ako pri nerovnosti medzi kardindlov, aj pri operaciami
s kardinalnymi ¢islami by sme sa mali presved¢it o tom, Ze tieto operacie si dobre definované.

Veta 2.7.10. Nech X je lubovolnd mnozZina. Potom plati
[P(X)] =2X1.

Doésledok 2.7.11.
¢ = 2o

Veta 2.7.12 (Cantor). Pre kazdd mnoZinu X plati

X[ < [P(X)].
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Este uvedme strucny prehlad vlastnosti operacii s kardinadlmi, ktoré by ste mali poznat.

a<bAb<a=a=0b
P(X)| = 21X
a+b=b+a
a+(b+c)=(a+bd)+c
b<c=a+b<a+c
ab = ba
a(be) = (ab)c
a(b+c) =ab+ ac
b<c=ab<ac
a’=a.a
a<b=a° <0
agb/\c;«é02>ca§cb
bre _ 4b e
(ab)c:abc
ab < b
a < 2%

{kardmPBARNNEX}
Poznamka 2.7.13. Spomenme si eSte nieco viac o kardindlnej aritmetike. Uz sme v po-

znamke [2.7.7] spomenuli, Ze neskor ukdzeme, ze Iubovolné dve mnoziny mozno z hladiska
kardinality ,,porovnat“. Dalsi fakt, ktory si ukdZeme v ramci tejto prednasky hovori, Ze séi-
tovanie a nasobenie kardinalov je ,,v podstate® jednoduché. Konkrétne, pre Tubovolné dva
nekonecné kardindly a, b plati

a+b=a-b=max{a,b}.

(Vdaka tomu, Ze Tubovolné dve kardindlne ¢&isla st porovnatelné, ma zmysel hovorit o ich
maxime.) Tento fakt dokdZzeme neskdr (s vyuZitim axiémy vyberu a transfinitnej indukcie)
ako désledok [5.7.2)

2.7.3 Mohutnost niektorych v praxi sa vyskytujiacich mnozin
Tvrdenie 2.7.14.

(0, )] =1(0,1)| = |R| = 2% =¢
2.7.4 Spocitatelné a nespocitatelné mnoziny
Cvicenia
Uloha 2.7.1. Ukézte, Ze nerovnost medzi kardindlmi, sicet, sié¢in a mocnina kardinalnych
¢isel st dobre definované.

{kardcvic:ULOALOALO}

Uloha 2.7.2. Ukéite, ze NO = No + NO = No : No.

Uloha 2.7.3. Ukdite, 7e ¢ = 2% = R{° = Mo,
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Uloha 2.7.4. Pripometime, ze komplexné ¢islo a sa nazyva algebraické, ak existuje polyném
f(z) € Z[z] s celodiselnymi koeficientami taky, ze f(a) = 0, t.j. a je koretiom tohoto polynému.
Komplexné ¢islo, ktoré nie je algebraické, sa nazyva transcendentné.

Ukazte, ze mnozina vsetkych algebraickych redlnych cisel je spocitatelné. Z toho vyplyva
aj to, ze existuje aspon jedno transcendentné redlne cislo.

Argument uvedeny v tejto tlohe je v podstate pdévodny Cantorov dokaz. V case, ked
Cantor objavil tento dokaz, boli zndme konkrétne priklady transcendentnych ¢isel, napriklad
Liouvilleove cisla. Nevyhoda Cantorovho dokazu je, Ze nie je konsStruktivny. Vyhoda je, zZe je
jednoduchy a sucasne ukazal to, ze transcedentnych ¢isel je v istom zmysle vela — kardinalita
mnoziny transcendentych cisel je .

Uloha 2.7.5. Z danych bodov v rovine vieme vytvdrat nové body pomocou pravitka a
kruzidla takto: Mézeme spojif dva body priamkou. M6zeme zostrojit kruznicu taka, ze stred
bude v niektorom zo zadanych bodov a polomer je vzdialenost niektorych dvoch zadanych
bodov. Dostaneme takto nové body na prieseénikoch takychto priamok a kruznic.

Nazvime skonstruovatelngmi bodmi v rovine body (0,0) a (0,1) a dalej vSetky body, ktoré
vieme z tychto bodov dostat uvedenym sposobom pomocou konecne vela krokov.

Aké je kardinalita mnoziny vsetkych skonstruovatelnych bodov? Viete na zdklade toho
zdovodnit, ze existuji body v rovine, ktoré z jednotkovej tisecky nedokazeme zostrojit pomo-
cou pravitka a kruiidla?ﬁ

Uloha 2.7.6. Funkcia f: N — N sa nazvime vypocitatelnou, ak existuje algoritmus [°| ktory
pre vstup n vrati f(n).

Aka je kardinalita mnoziny vsetkych vypocitatelnych funkcii? Existuju aj funkcie, ktoré
nie su vypocitatelné?

40 tom, ze nie vietky konstrukcie sa daju urobit pravitkom a kruzidlom by ste uz mohli vediet z algebry;
dokonca by ste mohli poznat niektoré konkrétne dizky, pre ktoré sa nedaju zostrojit takto dlhé tsecky, ako
napriklad ¥/2 alebo cos g - Pozri napriklad [KGGS| Podkapitola 4.1 a 8.2], [DI)}, Section 13.3], [IMP], [S}
Chapter 7], [SI2].

Tu sme podali alternativny dokaz. Ma nevyhodu, ze nie je konstruktivny. Na druhej strane, princip dékazu
sa Jahko aplikuje na podobné konstrukcie, kde robime konec¢ne vela krokov a pri jednom kroku vieme vytvorit
len koneé¢ne vela bodov. (V nasom pripade: Prienik dvoch priamok, priamky a kruznice resp. dvoch kruznic
nam pridd najviac dva body.)

5Pod pojmom algoritmus si jednoducho predstavte program vo vasom obliibenom programovacom jazyku
alebo aj neforméalny navod v prirodzenom ako funkciou vypocitat. Ak by ste chceli rigoréznejsiu definiciu,
tak vhodnou formalizéciou pojmu algoritmu je napriklad pojem Turingovho stroja, s ktorym ste sa niektori z
vas mohli stretnit na inych predmetoch. Nech uz si ho predstavite akokolvek, pre ucely tejto tlohy je dolezité
iba to, ze popis algorimu méa konecnt dizku a pouziva iba znaky z nejakej konecnej abecedy.

34

{kardcvic:ULO



Kapitola 3

Naivna a axiomaticka teoria
mnozin

Do istej miery by sa dalo povedat, ze tato kapitola sa zaobera tym, ¢omu sa na tejto prednaske
nechceme venovat.

Hlavnym cielom je povedat nieco o tom, aky je rozdiel medzi axiomatickou teériou mnozin
a naivnou tedriou mnozin. A tiez aby ste ziskali aspon hrubt predstavu o tom, ¢o znamena,
ked povieme, ze nejaké tvrdenie sa neda dokazat v ZF alebo ze sa neda dokéazat v ZFC.

Niektoré z veci v tejto kapitole by ste uz mohli poznat. S axiémami tedrie mnozin ste sa
mohli stretnit aj na predmetoch Diskrétna matematika 1,2, urcite by vim vsSak mali byt
zname ak ste absolvovali predmety Tedria mnozin 1,2. Azda vynimkou je axiéma regularity
a jej dosledky. Mozné je, ze ani axiémou vyberu ste sa nezaoberali privelmi podrobne. (Na
tejto prednédske si to vynahradime.)

3.1 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

V axiomatickej tedrii mnozin pracujeme so systémom axiém, z ktorych sa odvodzuji dalsie
tvrdenia. CiZe formalisticky by sa dalo na celii teériu mnozin pozerat len na akisi hru so
symbolmi, kde refazce symbolov mame povolené menit podla urcitych pravidiel. Na tejto
prednéske nas zaujimaju skor aplikdcie tedrie mnozin, takze nebudeme privelmi formalny. Je
vSak uzitocné si uvedomit, ze sa na dokazy da pozerat aj z takéhoto hladiska.

Takisto sa nebudeme venovat pravidldm, ktoré sa mézu pri odvodeniach pouzivat — tieto
pravidla predstavuje axiomatizacia logiky druhého radu. Viac sa o takychto veciach mozete
dozvediet na predmetoch Teéria mnozin 1,2 a v mnohych textoch venovanych tejto oblasti,
ako napriklad [Bull, [End, [Sol IS].

Teéria mnozin je zalozend na dvoch primitivnych pojmoch — tak nazyvame pojmy, ktoré
nedeﬁnujemeE] St to pojmy mnozina a patri (oznacujeme €).

Jediné objekty, o ktorych budeme v ramci tedrie mnozin hovorit, budi mnoziny. Struc¢ne
povedané: ,Vsetko je mnozina.“. Presnejsie povedané: Ak nejaky objekt oznacCime premen-
nou, budeme o nom chciet vyslovit nejaké tvrdenie vo forme formuly jazyka tedérie mnozin,
budeme s nim chcief robit nejaké operacie, tak automaticky predpokladame, ze tento objekt
je mnozina.

1Primitivnym pojmom sa nedé vyhnit. Ak by sme kazdy pojem chceli definovat pomocou este jednoduch-
gich pojmov, dostali by sme tak nekonecnu retaz definicii, ktoré zdvisia jedna od druhej.
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36 Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém

Jedna mnozina moéze patrif do inej mnoziny. Tento fakt oznacime a € b, jeho negaciu
budeme zapisovat a ¢ b.

Vsetky tvrdenia s ktorymi budeme v axiomatickom systéme ZFC pracovat (tak axiémy
ako aj tvrdenia, ktoré z nich odvodime) budd formuly jazyka tedrie mnozin. Strucne (a
zjednoduSene) povedané, st to formuly, ktoré sa daji zapisat pomocou koneéného poétu
kvantifikatorov, logickych spojok, premennych a symbolov € a =.

Aby sme videli aspon jeden priklad takejto formuly, mozeme uviest napriklad podmienku

(Vz)(z € A= z € B),

ktora je vlastne definiciou toho, ze A je podmnozina B.

3.1.1 Axiémy systému ZFC

Pripomenme si zékladné axiémy, s ktorymi sa v axiomatickej teérii mnozin pracuje. Axi-
omatizacia, ktori tu uvedieme, nie je jedinad pouzivand, je vSak najrozsirenejSia. Nazyva sa
Zermelov-Fraenkelov systém. (Odtial pochddzaji pismend ZF, pismeno C zastupuje axiému
vyberu — Axiom of Choice. Pokial vynechdme axiému vyberu, dostaneme systém ZF.) Kvoli
jednotnosti budeme pouzivat rovnaké ¢islovanie axiom ako v [SS], hoci sme zvolili o Gosi
iné poradie. Spolu s axiomami spomenieme aj niektoré jednoduché tvrdenia, ktoré z nich
vyplyvaju.

Axiéma I (Axiéma extenzionality).
(Vo) (Vy)l(z = y) & (V2)(z € z & z € y)]
Dve mnoziny sa rovnaju prave vtedy, ked obsahuji rovnaké prvky.

Tato axiéma vlastne popisuje zdkladnt vlastnost mnozin — mnozina je jednoznacne urcena
prvkami, ktoré obsahuje.

Viacero dalsich axiém sa zaobera existenciou niektorych mnozin a vytvaranim novych
mnozin z uz existujicich mnozin. Napriklad je pomerne prirodzené pozadovat existenciu
aspon jednej mnoziny, aby nas axiomaticky systém nebol uplne bezobsazny. Tito vlastnost
mozeme forméalne zapisat napriklad takto:

Axiéma IV (Axiéma existencie).
(Fz)(z = x)

Existuje aspon jedna mnozina.

Pre kazdd mnozinu plati x = x vdaka vlastnostiam vztahu rovnosti.
Nasleduju 2 axiémy popisujuce vytvaranie mnozin z inych mnozin.

Axiéma II (Axiéma zjednotenia mnozin).
(VA)BU)(Vz)(z € U & (Fa € A)(z € a))

Pre Tubovolni mnozinu A existuje takd mnozina U, ktord obsahuje prave tie prvky, ktoré
patria do niektorej z mnozin patriacich do A.

Definicia 3.1.1. Mnozinu U z predchddzajicej axiémy nazyvame zjednotenie systému A a
oznacujeme | J A.

Z axiémy extenzionality je zrejmé, Ze mnozina | J A je uréend jednoznacne.
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Axiéma III (Axiéma dvojice).
(Va)(V0)(3C)(V2)[z € C < (2 =a) V (z = b))

Ak a, b st mnoziny, tak existuje mnozina ktora obsahuje prave prvky a, b a zZiadne iné. Tuto
mnozinu oznaéime {a,b}.

Pomocou axiémy dvojice a axiémy zjednotenia sa da ukéazat, ze pre lubovolné dve mnoziny
A, B existuje ich zjednotenie

AUB={z;(x € A)V(z € B)}

Nasledujica axioma vlastne zahfna nekonecne vela axiom — jednu pre kazda formulu
tedrie mnozin. Preto hovorime o schéme axiém.

Axiéma V (Schéma axiém vymedzenia). Nech ¢(z) je formula tedrie mnozin, ktord neob-
sahuje B ako volni premennti. Potom plati

(VA)(3B)(Vz)(z € Be z€ ANp(z))

Pre kazdd mnozinu A existuje mnozina B obsahujica prave tie prvky z A, pre ktoré je
pravdivy vyrok ¢(z), ktory dostaneme nahradenim vSetkych volnych vyskytov premennej x
premennou z. Tto mnozinu budeme oznacovat

B = {z € A p(x)}.
Pomocou schémy axiém vymedzenia mozno dokazat napriklad existenciu prieniku dvoch
mnozin
ANB={zx € Az € B}
alebo tiez dalsich mnozinovych operacii.
Axiéma VI (Axiéma potencénej mnoziny).
(VA)3BP)(Vz2)(z e P& 2z C A)
Pre kazdd mnozinu A existuje mnozina P pozostavajica prave z podmnozin mnoziny A.

Definicia 3.1.2. Mnozinu vsetkych podmnozin mnoziny A nazyvame potencénd mmnozina
mnoziny A a oznacujeme P(A).

P(A)={B;BC A}
Axiéma VI teda vlastne zarucuje existenciu potencnej mnoziny pre kazda mnozinu.
Kvoli zostruéneniu nasledujicej axiémy zavedme este jeden symbol.

Definicia 3.1.3. Symbolom (3!z) P(z) oznacujeme fakt, Ze existuje jedind mnozina x s vlast-
nostou P(x).
Vsimnime si, ze sme tym nepridali ni¢ nové k jazyku logiky prvého radu, kedze ten vyrok
vieme ekvivalentne prepisat napriklad takymto sposobom
(3)P(2) & Ga)(P(x) A (%) (Py) = y = 2)).

Zapis (Alx) P(x) mdzeme teda chapat ako skratku zdpisu na pravej strane. V pripade, ze P(z)
je formula tedrie mnozin, predstavuje aj tento zapis formulu teérie mnozin.

Pre tplnost uvedme aj ostatné axiémy, hoci ich vyznamom sa budeme podrobnejsie za-
oberat neskor.
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Axiéma VIII (Schéma axiém substiticie). Nech p(z,y) je formula teérie mnozin, ktord
neobsahuje B ako voIni premenni. Potom plati

(VA)[(Vx € A)By)p(x,y) = (IB)(Vz)(z € B (Fz € A)p(z, 2)))].

Tato schéma axiém hovori zhruba to, ze ak formula ¢(z,y) ,predstavuje funkciu® (=ku
kazdému vzoru existuje prave jeden obraz) a vezmeme si nejakd mnozinu A, tak aj obrazy
vytvoria mnozinu.

Toto nie je tplne presné, pretoze funkcie definujeme ako funkcie medzi dvoma mnozinami;
teda na to, aby sme definovali funkciu, musime vopred vediet, ze obor hodnét je funkcia.
Spravnejsie by bolo povedat, ze ide o triedovt funkciu — o triedach este budeme hovorit.

Napriek tomu by to, Ze ¢(z, y) sa ,sprava ako funkcia“ mohlo trochu viac objasnit vyznam
tejto axiémy.

Axiéma (Axiéma regularity).
(VA)[(3B)(Be€ A) = (3B € A)—[(Fc)(c € ANc e B)]|
Kazda neprazdna mnozina obsahuje mnozinu, ktord je s nou disjunktna.

7Z axi6émy regularity sa dd4 pomerne lahko odvodit, Ze pre kazdt mnozinu plati z ¢ x, preto
by sa mohlo zdat, Ze jej zavedenie bolo do istej miery motivované Russellovym paradoxom.
V skutocnosti dovody na zavedenie tejto axiémy boli iné, my sa nimi nebudeme detailne
zaoberaf.

Tvrdenie 3.1.4. Pre lubovolni mnoZinu plati x ¢ x.

Doékaz. Ak x je mnozina, tak moéZeme vytvorit mnozinu A := {z} (pouZijeme axiému dvojice
pre x a z). Podla axiémy regularity existuje B € A také, ze BN A = (). Lenze ak B € A,
tak B = z (kedZze mnozina A je jednoprvkova) a dostdvame x N {x} = 0, ¢o znamend, ze
x ¢ . O

Axiéma X (Axiéma nekoneénej mnoziny).

(FA)D e AN(Va)(x e A= azU{x} € A)

Existenciu akej mnoziny vlastne zarucuje tdto axiéma? Uréite vieme, ze Ag := ) patr{ do
A. Potom do A patri aj Ay := Ao U {Ap} = {0}. Takto mdzeme postupne vytvarat dalsie
mnoziny.
Ap=10
Ay = Ao U{Ao} = {0}
Ay = Ay U{A} = {0,{0}}
As = Ay U{Azx} = {0,{0}, {{0, {0}}}}

Vsimnime si, aké mnoziny sme takto dostali. Dostali sme neklesajicu postupnost mnozin:
Ag C Ay C Ay C ... Stcasne z tvrdenia [3.1.4] vidime, ze ked sme z mnoziny x vytvorili novi
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mnozinu z U {x}, tak tdto mnoZina obsahuje asponl jeden prvok navySe: mame x € x U {z}
ale x ¢ x. Teda vsetky inkluzie si ostré. Dostali sme teda nekonecéne vela prvkov patriacich
do A.

Doteraz uvedené axiémy sa zvykni oznacovat ako axiomaticky systém ZF. Po pridani
nasledujicej axiémy uz dostaneme cely systém ZFC.

Axiéma VII (Axiéma vyberu).

(VS)[(VA € S)(A £ DA(VA € S)(VB € 8)(A # B = ANB = 0) = (AV)(VA € 8§)(3z)(VNA = {2})]

Ak S je systém neprazdnych disjunktnych mnozin, tak existuje mnozina V', ktora ma s kazdou
z tychto mnozin jednoprvkovy prienik.

Axiéma vyberu je velmi dolezitd axiéma. Neskor si uvedieme zrozumitelnejsiu ekviva-
lentni formuldciu tejto axiémy. Axiémou vyberu sa budeme podrobne zaoberat v kapitole [
7 formulécie, ktord sme uviedli, by vsak mohlo byt jasné, preco sa nazyva axiéma vyberu —
mnozina V' z kazdej mnoziny patriacej do S ,,vybera“ préve jeden prvok.

Poznamka 3.1.5. Axiému vyberu mozeme preformulovat tak, Ze pre kazdy systém S dis-
junktnych neprdzdnych mnozin existuje funkcia f: & — |JS, ktord kazdej mnozine A € S
priradi nejaky prvok tejto mnoziny.

Detailnejsie zdovodnenie, ze ide skutoéne o ekvivalentni formuldciu, je v tvrdeni [£.2.2]

Velmi dobre napisané poznamky o motivacii a vyzname jednotlivych axiém si mozete
precitat napriklad v [Z] s.79783]|ﬂ (Mbzete si tam precitat aj o axiémach, ktorymi sa v tomto
texte podrobne nezaoberdme, ako je axiéma regularity.)

Poznamka 3.1.6. Na odvodenie nejakého tvrdenia v ramci ZFC sa mozeme pozerat aj ako
na formalnu hru so symbolmi. Mame presné pravidla o tom, aké st nase zakladné tvrdenia
(axiémy), a tiez presné pravidld o tom, ako z nich odvodzovat nové tvrdenia a zostavovat
dokazy. (Tymi sme sa v tomto texte detailne nezaoberali.)

V praxi neodvodzujeme matematické tvrdenia tak, ze by sme sa ich snazili zapisat v jazyku
tedrie mnozin a odvodzovat kazdy krok na zaklade logickych axiém. St vsak situacie, kedy
je uzitocné si aspon uvedomit, ze takéto nieco je v principe mozné. Napriklad pokial sa
zaoberame tym, ¢i sa nejaké tvrdenie dé alebo neda dokazat, je dobré mat jasne stanovené
axiémy, z ktorych sa ho snazime dokézat. (Uvedieme viacero prikladov tvrdeni, ktoré sa daji
dokézat v ZFC, ale nedaji sa odvodit v ZF.) Takisto pokial sa zaoberdme bezospornostou
nejakého axiomatického systému, tak ju bude tazké skiimat bez toho, aby boli jasne stanovené
axiémy.

Ked sa na tvrdenia a ich dokazy pozerame ako na postupnosti symbolov vyhovujtce
urc¢itym pravidlam, zda sa byt vcelku prirodzenou myslienka skusit ich algoritmicky genero-
vat, alebo aspon naucit pocitac¢ skontrolovat dokaz zapisany v takejto podobe. Ak sme totiz
schopny nejaky dokaz prepisat az do podoby, kedy je uz len potrebné kontrolovat, ¢i vsetky
kroky vyhovuji danymi pravidlam, tak kontrola dokazu je uz iba algoritmicky proces. Viac
o pouziti pocitacov pri verifikdcii formalnych dokazov sa moézete docitat napriklad v ¢lanku
[Wie].

3.1.2 Triedy*
TODO

2T4to kniha je volne dostupné na internete
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3.2 Axiomaticka vs. naivna teéria mnozin

No one shall expel us from the Paradise that Cantor has created.
(Nikto nds nevyzenie z raja stvoreného Cantorom.)
David Hilbert

Mozno by sme sa mohli trochu zastavit pri otazke, ¢i vobec je na nieco dobra axiomaticka
tedria mnozin a v akych kontextoch je uzito¢na.

7 prvého roc¢nika uz viete, ze vznik tedrie mnozin bol spojeny s istou kontroverziou.

Na jednej strane sa zdala byt uzito¢nd, dali sa pomocou nej dokézat pomerne jednoducho
niektoré zaujimavé vysledky. Z inych predmetov zrejme poznate dokaz existencie transcen-
dentnych cisel, kde argument je zaloZeny na tom, Ze realne ¢isla maji vacsiu kardinalitu ako
algebraické redlne cisla, takze musi existovat aspon jedno ¢islo, ktoré lezi v rozdiele tychto
dvoch mnozin. (Tento dokaz je naznafeny v tlohe Vedeli by sme dostat vela inych
vysledkov zalozenych na podobnom principe, pozri napriklad tlohy )

Potom sa vsak zacali objavovat rézne paradoxy, ako napriklad dobre znamy Russelov
paradoz. Tu uvazujeme mnozinu

A={z;z ¢ x}

takych mnozin, ktoré nie st svojimi vlastnymi prvkami. Polozme si otazku, ¢i do tejto mno-
Ziny patri aj mnozina A. Ak by platilo A € A, tak mnozina A musi spliiat podmienku ¢ x,
teda plati A ¢ A. Dostdvame platnost A € A aj A ¢ A, ¢o je spor.

Jeden z dévodov preco by mohla byt uzitocna axiomaticka tedria mnozin je ten, ze by
nam mohla pomdéct vyhnit sa takymto problémom. (V ramci axiomatickej teérie ZFC sa
préve na¢rtnuty argument stane dokazom, Ze neexistuje mnozina vSetkych mnozin.)

Aj ak zistime, ze pri zvolenych axiémach sa uz neda zopakovat Russelov paradox, stile
sme tym nevylucili, Ze sa v ramci ndsho axiomatického systému nemoze nejaky spor objavit
nejakym inym sposobom. Preto by je vcelku lakava predstava, ze detailnd formulacia toho,
s akymi axiémami robime a ¢o presne povazujeme za dokazy, by ndm azda mohla aj pomoct
dokézat bezospornost axiomatického systému v ZFC. Potom by sme mali istotu, ze ked
budeme pracovat iba v ramci tohoto systému, tak sa moézeme citif pomerne bezpecne —
vedeli by sme, Ze sa nam nepodari dokazat dve navzajom si odporujice tvrdenia.

Dnes uz vsak vieme, ze bezospornost systému ZFC sa dokézat neda. Vyplyva to z vysled-
kov Kurta Goédla. Viac o nich sa moZete docitat napriklad v [Z] alebo tiez v [Smil [Smul.

Aj napriek tomu moéze byt v roznych situdcidch uzitoény axiomaticky pristup. Jedna
z veci, ktoré budeme viackrat spominat, si vysledky hovoriace o tom, ze nejaké tvrdenie sa
nedé dokézat z axiém systému ZFC. (A ak ste teda ochotny prijat na chvilu pohlad, Ze tento
axiomaticky systém berieme ako standardny zaklad, na ktorom sa buduje zvysok matematiky,
tak by sa dalo povedat, Ze sa takéto tvrdenie neda dokazat v ,beznej“ matematike — bez
toho, aby sme pridali nejaké dalsie axidémy.)

Je snad vecelku uveritelné, ze ked chceme hovorif o tom, ¢i nejaké tvrdenie je alebo nie je
dokazatelné, tak sa ndm asi bude hodit mat presnd formalnu definiciu toho, ¢o je tvrdenie a
¢o je dokaz. Prave tieto veci nam poskytuje axiomaticky pristup.

K problematike tvrdeni, ktoré si nedokédzatelné v rdmci ZFC, sa este vratime v casti[3.4]

3.3 Co sa da vybudovat v ramci ZFC

V tomto okamihu by sa mohlo zdat, Ze sme sice zaviedli nejak( pekni axiomaticka tedriu
v ramci ktorej vieme nejaké veci dokazovat, ale je velmi malo veci, ¢o v nej vieme vyjadrit.
V tejto axiomatickej tedrii vieme sformulovat (a dokézat) iba tvrdenia, ktoré maji tvar
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formuly jazyka teérie mnozin, t.j., mame povolené pouzivat iba logické spojky, kvantifikatory,
premenné. V matematike by sme chceli hovorit aj o tvrdeniach zaoberajicich sa redlnymi
Cislami, vektorovymi priestormi, spojitymi funkciami, diferencidlnymi rovnicami, atd.

V skutocnosti sa prakticky vsetko, ¢o sa Studuje v modernej matematike, da vybudovat
v ramci ZFC. Nie je to vSak tplne jednoduché a asi by ani nebolo tc¢elné snazif sa pracovat
s komplikovanejsimi objektami tak, Ze by sme sa vsetko snazili prefomulovat v takomto
jazyku. Pre nase tcely ale uplne postaci vediet, Ze sa to v principe da urobit. Aspon strucne
si tu aj naértneme ako.

3.3.1 Usporiadana dvojica

Sktsme zacat s velmi jednoduchym prikladom. Zadefinujeme v rdmci ZFC pojem usporiada-
nej dvojice. Rozmyslime si najprv, ¢o vlastne chceme urobif — pre IubovoIné mnoziny a, b by
sme cheeli mat nejaky objekt, ktory oznacime (a, b), pri¢om:

e Dvojica (a,b) by mala byt prvkami a, b jednoznaéne urcena.

e Aj (a,b) by mala byt mnozina (lebo s inymi objektami ani v ZFC nepracujeme).

e 7 axiém ZFC by sa malo dat dokazat, Ze pre lubovolné a, b existuje aj (a, b).

Jedna z moznych definicii usporiadanej dvojice je nasledovna:

Definicia 3.3.1. Nech a, b si mnoziny. Potom mnozinu

(a,0) := {{a},{a,b}}
nazyvame usporiadanou dvojicou mnozin a a b.

Vsimnime si, ze ak existuji mnoziny a, b, tak viacnasobnym pouzitim axiémy dvojice
vieme zdovodnit aj existenciu mnoziny, ktord sme oznaéili ako (a, b).
Okrem toho je podstatné aj to, ze pre lubovolné mnoziny a, b, ¢, d plati

(a,b) = (c,d) & a=cAhb=d. (3.1

(Overenie tohoto faktu ponechdvame ako cvifenie pre Citatela.)

Sktsme aspon trochu okomentovat, ¢o sme vlastne dosiahli. Chceli sme v ZFC vybudovat
nejaky objekt — usporiadantt dvojicu. Doélezité je, ze sme vedeli, aké vlastnosti od tohoto
objektu pozadujeme — konkrétne chceme, aby platila podmienka . A podarilo sa nam
naozaj najst nejakd definiciu, ktord zarucuje existenciu usporiadanej dvojice v ZFC a takto
definovand usporiadana dvojica mé pozadované vlastnosti.

V podstate od tohoto okamihu mdzeme pokojne zabudnit na definiciu usporiadanej dvo-
jice — podstatné je, Ze sa vybudovat v rdamci ZFC a splia . Ak budeme vyuzivat iba tito
vlastnost, tak pre nas nie je podstatné, ako presne vyzera nasa definicia usporiadané dvojice.

Hocijakd ina definicia vyhovujica tejto podmienke by nam poslizila rovnako dobre. A
skutocne existuju aj iné definicie usporiadanej dvojice.

Ak sme si nejaka konkrétnu definiciu vybrali, dostali sme mozno nejaké vlastnosti navyse.
Napriklad pre takto definovant usporiadani dvojicu plati (a, a) = {{a}}. Alebo tiez pre kazdi
usporiadant dvojicu mame {a} C (a,b). Tieto fakty vSak zrejme nebudeme potrebovat a
pouzivat, nebudi nam vsak ani nijako privelmi prekazat.

V podobnej situdcii sme aj ked chceme v ramci ZFC budovat iné objekty — napriklad
prirodzené cisla. Mali by sme si uvedomit, ¢o by sme vlastne od prirodzenych ¢isel ocakavali.
(V tomto pripade to bude asi trochu komplikovanejsie nez pri usporiadanej dvojici, kde
sme vlastne iba cheeli aby bola splnend jedna jednoduché podmienka.) A potom sa pokusit
zadefinovat prirodzené &sla v ramci ZFC tak, aby naozaj spliiali tieto poziadavky.
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3.3.2 Ciselné obory

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
(Dobrotivy Boh ndm dal celé ¢isla, vsetko ostatné je uz dielom cloveka.)
Leopold Kronecker

Vlastne uplne stadi, ak sa ndm nejako podari zaviest redlne ¢isla. (Z nich potom viete
dostat aj komplexné ¢isla, napriklad sposobom, aky ste videli uz v prvom ro¢niku na predmete
Linearna algebra a geometriaﬂ) Ked uz mame k dispozicii realne ¢isla tak mozeme robit
realnu, ¢i komplexnu analyzu jednej aj viac premennych, zaviest rozne priestory, s ktorymi
pracujeme vo funkcionalnej analyze atd. Sme uz v situdcii, ze mdzeme zacat robit nejaku
seriéznu matematiku. (Vlastne v prvom ro¢niku ste zacinali tak, Ze redlne ¢isla ste brali ako
Strukturu, ktord je dand, a na nej ste budovali dalsie veci.)

D4 sa povedat, Ze na zavedenie celych a raciondlnych ¢isel sa skoro vzdy pouzivaju sposoby
spomenuté nizsie. Pre realne ¢isla spomenieme dva ¢asto pouzivané sposoby. Existuje aj vela
dalsich — kazdy z nich mé svoje vyhody aj nevyhody.

Prirodzené cisla

TODO

s Yo

Celé ¢isla

Jedna moznost ako dostat z prirodzenych cisel celé Cisla je zaviest nasledovnu relaciu ekvi-
valencie na N x N:
(a,b) ~(¢,d) ©a+d=b+c.

Bolo by treba overit, ze ide skutocne o reliciu ekvivalencie. Triedy ekvivalencie by sme nazvali
celymi ¢islami. Zaviedli by sme potom na nich s¢itovanie, ndsobenie, nerovnost.

Zékladnd idea je, Ze chceme vediet prirodzené ¢isla odéitovat. Aby dvojice (a,b) a (¢, d)
dali ten isty rozdiel, t.j. aby a — b = ¢ — d, tak by sme od nich ocakavali, ze bude platit
a+d=b+c.

Podoba sa to na konstrukciu, ktort ste videli na Algebre 2, ked ste v podstate rovnakym
sposobom ukézali, ze kazdi komutativnu pologrupu s kratenim mozno vnorit do grupy. (Pozri
napriklad [N, Theorem 3.10].) Tam ste vsak pracovali s jedinou operéciou, t.j. z pologrupy
(N, +) uvedenou konstrukciou dostanete grupu (Z,+). Tu chceme mat na celych ¢islach aj
operaciu - a relaciu <.

Raciondlne ¢isla

Takisto postup na konstrukciu raciondlnych ¢isel poznéte z nizsich ro¢nikov. Z oboru integrity
(Z,+,-) vieme dostat (Q,+,-) ako podielové pole. Nie je prili§ tazké zaviest aj usporiadanie
tak, aby sme dostali usporiadané pole. Pozri napriklad [KGGS, Kapitola 4.5].

Realne cisla

Dve najcastejsie pouzivané konstrukcie redlnych ¢isel si ziplnenie a Dedekindove rezy. Via-
cero spdsobov zavedenia redlnych ¢isel mozete nédjst napriklad v knihach [Al Blol [S].

3Videli ste prinajmensom dva spdsoby, ako zaviest komplexné &isla. Ako usporiadané dvojice s vhodne

b Lo . . . P
b a S Ooperaciami sCitovania a ndsobenia matic.

- (. . a
definovanymi opericiami. Ako matice tvaru (
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7 analyzy poznate pojem zuplnenia metrického priestoru. ISlo o konstrukciu, pri ktorej
zoberieme vsetky Cauchyovské postupnosti daného metrického priestoru X a zavedieme na
nich vhodni relaciu ekvivalencie. Takto dostaneme tplny metricky priestor, ktory obsahuje
X . Zaplnenie metrického priestoru je az na izometriu jednoznac¢ne urcené.

Ak urobime takito konstrukciu s raciondlnymi ¢islami, na ktorych uvazujeme obvykld
euklidovskd metriku d(z,y) = |z — yl, tak dostaneme reédlne ¢isla. Pri tomto pristupe mame
yzadarmo“ metricku struktaru. Nie je vsak fazké pre triedy ekvivalencie cauchyovskych po-
stupnosti zaviest i sC¢itovanie, nasobenie, nerovnost a overit, ze si dobre definované a ze takto
dostaneme usporiadané pole.

Ina ¢asto pouzivana konstrukcia je pomocou Dedekindovijch rezov. Reédlne ¢isla tu definu-
jeme ako dvojice (A, B) také, ze

(i) AUB =@

(i) re ANy<z=yeA

(ili) re BAy>x = y € B;

(ivceANyeB=z<y;

(v) Mnozina A nemé najvacsi prvok.
Napriklad redlnemu &slu /2 zodpovedd dvojica (A, B) také, ze A = {z € Q;z <0V 2? < 2}
a B={reQ;x>0,22 > 2}. Raciondlnemu &slu ¢ by zodpovedala dvojica (A, B) tak4, Ze
A={zcQur<qgtaB={zecQu=q}

Casto sa Dedekindove rezy zavadzaji takym spdsobom, Ze sa pokisime sformulovat ek-
vivalentné podmienky iba pre jednu z uvedenych mnozin A, B, aby sme nemuseli pracovat
s dvojicami mnozin.

Pretoze uz samotné definicia Dedekindovych rezov je postavena na struktire usporiadanej
mnoziny (Q, <), d4 sa ofakavat, ze vlastnosti usporiadanej mnoziny (R, <) dostaneme pri
tomto pristupe pomerne lahko. Trochu viac sa potrapime s operaciami s¢itovania a nasobenia.

Téato konstrukcia sa da zovSobecnit na Tubovolnt Ciastoéne usporiadani mnozinu. Do-
staneme tak Dedekind—-MacNeillove ziplnenie, ktorym sa z ¢iasto¢ne usporiadanej mnoziny
dé zostrojit tplny zviz. Pozri napriklad [Gl, Exercises 3.70-3.74], [KLSZ, podkapitola C.2.9,
$.320].

3.3.3 Este nieco o kardinalnych cislach

Dalsf objekt, ktory ¢asto pouzivame, st kardinilne ¢isla. Hlavne chcem na tomto mieste
zdoraznit, ze pojem kardindlneho ¢isla mame zadefinovany zatial iba naivne, nie axiomaticky.
Pre cokolvek, ¢o sa v praxi vyskytne s kardindlnymi ¢islami, takyto pohlad tplne staci.
Konstrukciu kardinalnych ¢isel v ZFC by sme potrebovali asi hlavne pri stidiu teérie mnozin.
Aj tak sa vSak mdzeme aspon zamysliet nad tym, ¢i by sme nejako jednoducho vedeli zaviest
kardinalne ¢isla v rdmci ZFC.

Poznamka 3.3.2. Znak = zvykneme pisat medzi nejaké dva objekty v pripade, Ze su totozné.
V definicii sme v8ak symbol rovnosti pouzili v trochu inom vyzname. Jedna moznost, ako
sa na to pozerat, je skuto¢ne vSetky vyskyty zépisov tvaru | X| = |Y| chdpat ako iny zépis pre
to, ze existuje bijekcia medzi X a Y. Pouzitie symbolu = mozno do istej miery obhajit tym,
ze vztah ,maf rovnaki mohutnost“ mé skutocne podobné vlastnosti ako rovnost; konkrétne
reflexivnost, symetriu a transzitivnost. (Je to triedové relacia ekvivalencie na triede vetkych mnozin.)

Ovela lepsie by bolo, keby sme skuto¢ne boli schopni definovat nejaké objekty, ktoré by
zodpovedali symbolu | X|. KedZe pracujeme v systéme ZFC, kde ,,vSetko je mnozina“, idedlne
by bolo, keby to boli mnoziny. Pytame sa teda vlastne, ¢i je mozné kazdej mnozine X priradit
mnozinu |X | takym spoésobom, Ze ak medzi X a Y existuje bijekcia, tak obidvom mnoZzindm
priradime td istd mnozinu |X| = |Y].
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Odpoved na tuto otézku je, Ze sa to skuto¢ne dd. Tato mnozinu |X| budeme nazyvat
kardindlne ¢islo mnoziny X . (Kardindlne ¢isla budeme ¢asto oznacovat malymi gréckymi pis-
menami.) Bohuzial zatial nemame vybudovany aparat na to, aby sme mohli podat standardny
sposob, ako sa to v stcasnej teérii mnozin robi. Cize zatial vAm nezostdva ind moznost, iba
tomu uverit a pouzivat pojem kardinalneho ¢isla s prislubom, ze neskor uvidite, ze tento
pojem sa dé v ZFC zmysluplne vybudovat. (Urobime to v ¢asti[5.6])

Mozete sa na kardindlne ¢isla zatial pozerat aj takym spdsobom, ze kardinadlne ¢islo X
definujeme ako spolocni vlastnost vsetkgjch mnozin, pre ktoré existuje bijekcia s mnozinou X .
Toto je vlastne povodna Cantorova definicia a je pre mnohé tcely tplne postacujica a dosta-
to¢ne intuitivna. Jedinad nevyhoda, ktord mé pre nas, je ta, ze takto definované kardinalne
¢islo nie je mnozina a my chceme pracovat v systéme ZFC, ¢ize iba s mnozinami.

Na tomto mieste by som vsak spomenul este niektoré, zdanlivo vcelku prirodzené, sposoby
definicie kardinalnych c¢isel a vysvetlil na aké problémy narazaji a aké sa dovody, ze sme sa
rozhodli vydat inou cestou. (MoZno niektorym z éitatelov takéto moznosti prisli na um, hoci
vyzadujui trochu praxe v teérii mnozin. Kazdopadne, pokial ste existencii kardinalnych cisel
ochotni uverit a netrapi vas, ¢i by sme ich mohli definovat nejako inak, moézete zvysok tejto
pozndmky uplne pokojne preskocit.) Na pochopenie niektorych Casti v tejto poznamke je
uzitoéné mat precitant Cast o triedach.

Vidime, ze sme vlastne rozdelili vSetky mnoziny na akési ,triedy ekvivalencie*. (Nemo-
zeme celkom hovorit o relacii ekvivalencie, kedze vztah ,mat rovnakua kardinalitu* definujeme
na vSetkych mnozindch a tie netvoria mnozinu.) MnoZine X zodpoveda trieda ekvivalencie

{Y; existuje bijekcia medzi X a Y'}.

Nemohli by sme jednoducho priradit mnozine X uvedenu triedu ekvivalencie a ti oznacit ako
| X|? Mali by sme predsa kazdej mnoZine priradeny jeden objekt a dosiahli by sme presne to,
¢o chceme. Bohuzial, tato ,trieda ekvivalencie“ nie je mnozinou, je to vlastnd trieda. (Je to
tak dokonca uz pre jednoprvkové mnoziny.) Cize s takto definovanymi kardindlnymi éislami
by sa ndm dost zle manipulovalo, napriklad by sme z nich nemohli vytvarat mnoziny.

Situdciu by sme vedeli zachranit, ak by sme mali k dispozicii axiému vyberu pre triedy.
(Intuitivne by malo byt jasné, ¢o by takd axiéma hovorila, hoci v systéme ZFC ju nie je
uplne lahké sformulovat, kedZe nepouzivame pojmy trieda a triedova funkcia.) Z kazdej triedy
ekvivalencie by sme potom mohli vybraf jedného reprezentanta, aj ked tieto triedy nie st
mnozinami.

Axiéma vyberu pre triedy sa v matematike niekedy skutoCne pouziva, pozri napriklad
[Levl Section V.4], [Modl, p.334,Table 10]. Casto sa nazyva aj axidma globdlneho vijberu a
oznacuje AGC, systém ZF rozsireny o tuto axiomu sa oznacuje ZFGC. Tato axidoma je silnejsia
nez axioma vyberu. Je vSak zname, ze ZFGC je konzervativne rozsirenie ZFC, t.j. akékolvek
tvrdenie o mnozindch dokdzatelné v ZFGC je dokdzatelné aj v ZFC, [Levl p.180,V.4.8].
(Axiéma globédlneho vyberu vak prindsa nové tvrdenia o triedach.) My sme sa vSak rozhodli
pracovat v systéme ZFC, ktory taktuto axiému neobsahuje, teda tento pristup nemdzeme
pouzit.

V skutoc¢nosti sa vyber reprezentanta d4 istym sposobom urobif aj v ZFC. Tento sposob,
nazyvany Scottov trik, je zaloZeny na vybere prvku z triedy ekvivalencie, ktory ma mini-
mélny rank v kumulativne]j hierarchii mnozin [Fo, Section 8.6.1]. My sa vSak kumulativnou
hierarchiou mnozin v rdmci tejto prednasky nezaoberame, takze tento spdsob definicie kar-
dinalov nemdzeme detailnejsie popisat. Navyse, hoci je takato definicia spravna a v principe
pouzitelna, drviva vicsina textov z tedrie mnozin vyuziva definiciu pomocou ordinalov, ktora
uvedieme aj my (alebo uz spomenuty povodny Cantorov pristup).
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Kapitola 4

Axiéma vyberu

4.1 Dobre usporiadané mnozZiny

V tejto Casti sa eSte nedostaneme k axiéme vyberu, budeme sa najprv zaoberat dobre uspo-
riadanymi mnozinami. Budeme ich potrebovat v stvislosti s jednou z ekvivalentych formulécii
axiomy vyberu. Okrem toho budt velmi dolezité v suvislosti s ordinalmi a transfinitnou in-
dukciou. Vysvetlime si, ako dobre usporiadané mnoziny zovSeobecnuji matematickd indukciu
a ukazeme si niekolko konstrukcii dobre usporiadanych mnozin.

Definicia 4.1.1. Nech (A4, <) je ¢astocne usporiadand mnozina. Hovorime, Ze (A, <) je dobre
usporiadand mnoZina, resp. ze < je dobré usporiadanie na mnozine A, ak kazdd neprdzdna
podmnozina mnoziny A mé najmensi prvok v usporiadani <.

Liahko vidno, Ze dobre usporiadand mnoZina musi byt linedrne usporiadand. (Staci si
v8imnit, Ze ak najmensi prvok mnoziny {a,b} je prvok a, tak plati a < b, ak je to prvok b,
tak plati b < a. Pozri aj dlohu )

Tiez je lahké ukazat, ze podmnozina dobre usporiadanej mnoziny je tiez dobre usporia-
dand (tloha [4.1.1]).

Skor nez uvedieme aspon jeden priklad dobre usporiadanej mnoziny, sformulujeme a do-
kézeme vetu naznacujicu, preco by mohli byt dobre usporiadané mnoziny uzitoc¢né.

Definicia 4.1.2. Ak (A, <) je linedrne usporiadand mnozina, tak symbolom A, budeme
oznacovat mnozinu vsSetkych prvkov mensich nez a.

A, ={z e Az <a}

Veta 4.1.3 (Indukcia v dobre usporiadanej mnozine). Nech (A, <) je dobre usporiadand
mnozina. Nech podmnozina B C A md nasledujicu viastnost:

(Va€e A)A, C B=a <€ B.

Potom B = A.

Skor nez pristipime k dokazu, vysvetlime si, o ¢om vlastne hovori tato veta. Nech B je
mnozina prvkov z A urcenych nejakou vlastnostou. Potom podmienka z vety vlastne hovori:
Ak tuto vlastnost maji vietky prvky mensie ako a, tak ju mé aj a.“ A veta hovori, ze
v takomto pripade uvedenu vlastnost maju vsetky prvky z A.
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Toto pozorovanie vysvetluje pomenovanie vety — ide skuto¢ne presne o postup, ktory
vyuzivame pri dokaze matematickou indukciou: Ukazeme, ze ak vlastnost plati pre vsetky
prvky mensie ako a, tak plati aj pre a.

Doékaz. Sporom. Nech by B bola vlastnid podmnozina A, ¢ize A~ B # (). Kedze A \. B je
nepriazdna podmnozina dobre usporiadanej mnoziny A, existuje jej najmensi prvok a.

Plati A, C B, inak by totiz do B patril niektory prvok mensi nez a. Potom ale a € B, ¢o
je spor. O

Priklad 4.1.4. Kazd4 konec¢na linedrne usporiadand mnozina je dobre usporiadana.
Mnozina prirodzenych ¢isel N s obvyklym usporiadanim je dobre usporiadana.

Zaujimavé su hlavne priklady nekonecnych dobre usporiadanych mnozin. Pre nekonecné
mnoziny samozrejme nemoézeme nakreslit Hasseho diagram (musel by obsahovat nekoneéne
vela vrcholov), v niektorych pripadoch ho vSak moZzeme aspon naznacit. Nasledujiice pozo-
rovanie ukazuje, ze je splnend zédkladnd podmienka pre kreslenie Hasseho diagramov — kazdy
prvok ma nasledovnika.

Lema 4.1.5. Ak (A, <) je dobre usporiadand mnoZina a prvok a € A nie je maximdlny, tak
existuje nasledovnik prvku a.

Dékaz. Nasledovnik prvku a je najmensi prvok mnoziny {b € A;b > a}. Tato mnoZina je
neprazdna ak a nie je najvacsi prvok mnoziny A. O

Ukazeme si aj niekolko sposobov, ako z uz vytvorenych dobre usporiadanych mnozin
mozeme dostat novéE| Takto moézeme ziskat velké mnozstvo dalsich prikladov.

Definicia 4.1.6. Nech (A4, <4), (B,<p) su ¢iastoCne usporiadané mnoziny. Potom reldciu
< na mnozine A x B definovanu ako

(@b <@, ¥) Y€ (a<ad)Via=a)Ab<pd)
nazyvame lexikografické usporiadanie. Tiez hovorime, Ze (A x B, <) je lexikograficky sicin
Ciastocne usporiadanych mnozin (A, <4) a (B, <p).
Antilexikografické usporiadanie na A x B definujeme ako

(@) <@, t) Y€ (b<pt)V[b=V)A(a<sd))

Lexikografické usporiadanie je podobné abecednému usporiadaniu slov v slovniku alebo
mien v telefénnom zozname. Pozrieme sa na prvé pismeno (prvi siradnicu) oboch slov. Ak
su prvé pismend rozlicné, tak uz podla nich vieme rozhodnuf, ktoré zo slov patri na prvé
miesto. Ak nie, porovnidvame dalsie siradnice.

Z uvedenej definicie by malo byt zrejmé, Ze by sa velmi lahko dala podobnym spésobom
rozsirit na viac ako dve stradnice.

Antilexikografické usporiadanie je velmi podobné, len ako najdolezitejsiu sme zobrali
druhi (posledni) poziciu namiesto prvej. Tvrdenia, ktoré tu uvedieme, budeme dokazovat
len pre lexikografické usporiadanie; dokazy pre antilexikografické usporiadanie by boli takmer
totozné (pozri aj poznamku .

V nasledujicom tvrdeni (kvoli jednoduchosti zdpisu) pouzivame ten isty symbol pre uspo-
riadanie na A, B aj A X B, z kontextu by malo byt jasné, ktord z tychto troch reldcii mame
na mysli.

1Sice tieto operacie budeme definovat pre lubovolné ¢iastoéne usporiadané mnoziny, vyuzivat ich budeme
hlavne pre dobre usporiadané mnoziny.
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48 Dobre usporiadané mnoziny

Tvrdenie 4.1.7. Nech (A, <), (B, <) st ¢iastocne usporiadané mnoziny a (A x B,<) je ich
(anti)lexikograficky sicin. Potom

(i) (A x B, <) je ciastoéne usporiadand mnozina;

(ii) ak (4,<) a (B, <) st linedrne usporiadané, tak aj (A x B, <) je linedrne usporiadand
mnozina;

(iii) ak (A, <) a (B, <) st dobre usporiadané, tak aj (A x B, <) je dobre usporiadand mno-
zZina.

Dékaz. VSimnime si najprv, Ze ak (a,b) < (a’,V'), tak a < a’. (Toto pozorovanie pouzijeme
v dokaze viackrat.)

(i): Reflexivnost je zrejmd z definicie lexikografického usporiadania.

Antisymetria. Nech plati (a,b) < (a’,V') aj (a/, ) < (a,b).

Potom plati a < a’ aj a’ < a, z ¢oho dostaneme a = a’.

Ak a =/, tak z platnosti (a,b) < (a’,b') a (a/,V’) < (a,b) dostaneme b <" a b’ < b. To
ale znamena, ze b =b'.

Ukézali sme, Ze a = o', b = V', z ¢oho vyplyva (a,b) = (a’, V).

Tranzitivnost. Nech (a,b) < (a/,') a sucasne (a’,b") < (a”,b"”). UkdZeme, Zze potom aj
(a,6) < (a”,b").

7 tychto nerovnosti vyplyva a < a’ a a’ < a”.

Uvazujme najprv pripad, Ze a < a’ alebo a’ < a’; t.j. Ze aspon jedna z tychto dvoch
nerovnosti je ostrd. V ktoromkolvek z tychto dvoch pripadov dostdvame, Ze a < a”, a teda
(a,b) < (a",b").

Ako druhd mozZnost ndm zostdva a = a’ = a”. Potom ale plati b < V' a b’ < b”, z ¢oho
vyplyva b < b"” a (a,b) < (a”,b").

(ii): Teraz budeme predpokladat, ze (A, <) aj (B,<) si linedrne usporiadané. Nech
(a,b),(a’,b') € A x B. Potom plat{ niektord z moznosti a < a’ alebo a’ < a. Bez ujmy
na vSeobecnosti, nech a < a’ (dékaz v druhom moZnom pripade by bol presne symetricky).

Ak a < d, tak z definicie lexikografického usporiadania mame (a,b) < (a’,?’).

Ak a = d/, tak pre prvky b a b’ mame opit dve moZnosti. Bud b < ¥/, vtedy plati
(a,b) < (a',b'); alebo b’ < b a v tomto pripade (a’,b’) < (a,b).

Zistili sme, ze dvojice (a,b), (a’,b’) st vidy porovnatelné.

(iii): Teraz budeme navySe predpokladat, ze (A4, <) a (B, <) st dobre usporiadané. Pri-
pomenme, Ze projekcia pa: A x B — A je zobrazenie pa(a,b) = a.

Ak C je neprézdna podmnozina mnoziny A x B, tak p4[C] je neprdzdna podmnozina A.
KedZze (A, <) je dobre usporiadand, existuje najmensi prvok ag mnoziny p4[C].

Oznacme D := {b € B;(ap,b) € C}. Mnozina D je neprazdna, kedZe ag € p4[C], t.j. exis-
tuje aspon jedna dvojica (a,b) € C, kde prvd stradnica je a = ag. PretoZze (B, <) je dobre
usporiadand mnozina, existuje najmensi prvok mnoziny D, ozna¢me ho by.

Ukéazeme, Ze (ag,bp) je najmensi prvok mnoziny C. Nech (a,b) € C.

Z toho, ze a € p4[C], médme ag < a. Ak a = ap, znamend to, ze b € D, preto by < b a
(ap,bo) < (a,b). Ak a < ag, tak tiez (na zdklade definicie lexikografického usporiadania) plati
(ao, bo) < (a, b) O]

!/

Poznamka 4.1.8. Nech < oznacuje lexikografické a <’ antilexikografické usporiadanie na
mnozine A x B. Liahko sa moZno presved¢it, ze f(a,b) = (b, a) je izomorfizmus medzi (Ax B, <
) a (A x B,<’). Kedze ide o izomorfné ¢iastoéne usporiadané mnoziny, ¢okolvek dokazeme
o lexikografickom usporiadani, plati aj pre antilexikografické usporiadanie. (Cize v dokaze
tvrdeniaskutoéne stacilo dokdzat jednotlivé ¢asti pre jedno z tychto dvoch usporiadani.)
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pA[O] A

Obr. 4.1: Tlustracia k dékazu tvrdenia 1.1

Nézorne si moézeme lexikograficky sucin predstavit pomerne jednoducho — vlastne staci
v Hasseoveom diagrame pre mnozinu A kazdu bodku nahradit mnozinou B.

Priklad 4.1.9. Nech (B,<p) a (C,<¢) st ¢iastoéne usporiadané mnoziny. Na mnoZine
M := {0} x BU{1} x C zadefinujeme ¢iasto¢né usporiadanie < takymto spoésobom:

(0,b) < (1,¢) pre Iubovolné b € B, ¢ € C;

pre b,b’' € B plati (0,b) < (0,b") préve vtedy, ked b <g ¥V';

pre ¢,c’ € C plati (0,¢) < (0,¢") prave vtedy, ked ¢ <¢ .

Nie je tazké overit, Ze takto skutocne dostaneme Ciasto¢né usporiadanie. Nazorne si vy-
sledné usporiadanie moézeme predstavit tak, ze sme vsetky prvky mnoziny C' dali nad prvky
mnoziny B.

Ak obe mnoziny st linedrne (dobre) usporiadané, plati to aj o vyslednej mnozine — overenie
tohoto faktu ponechame ako cvicenie pre ¢itatela. (Zovseobecnenie tohoto faktu mozete néjst
v tlohe [{.1.5])

Pre potreby tohoto prikladu budeme volat takito mnozinu sictom Ciasto¢ne usporiada-
nych mnozin a oznacovat (B, <p) + (C,<¢) alebo struéne B + C. Na obrazku mozete
vidiet, ¢o dostaneme, ak za B resp. C zvolime N (s obvyklym usporiadanim) alebo jedno-
prvkovi mnozinu. MéZete si napriklad vsimnit, ze dobre usporiadand mnozina {0} + N je
izomorfnd s dobre usporiadanou mnozinou N, zatialco N + {0} nie je. Neskor uvidime, ze
takto definovany sucet a antilexikograficky stucin dobre usporiadanych mnozin sa daji pouzit
na zavedenie stctu a sucinu ordindlnych cisel.

Pozndmka 4.1.10. Namiesto B U C sme v predchadzajicom priklade pouzili {0} x B U
{1} x C kvdli tomu, aby sme zabezpecili, ze dostaneme disjunktné mnoziny. (Ak by mnoziny
{0} x B a {1} x C mali spoloény prvok, znamenalo by to, ze (0,b) = (1,¢), a teda 0 = 1.)
Namiesto 0 a 1 sme mohli pouzit ITubovolné dva roézne prvky, napriklad @ a {@}. Takyto
trik sa Casto vyuziva, ked z nejakého dovodu potrebujeme dostat dve mnoziny, ktoré si
podobné na dané mnoziny, a pritom zabezpecit, aby boli disjunktné. (V tomto konkrétnom
pripade sme chceli dostat mnoziny, ktoré sa podobaji na B a C z hladiska ich usporiadania,
ale su disjunktné.) V niektorych textoch néjdete podobnym spdsobom definovanti operdciu
disjunktné zjednotenie mnozin.

Este zavedieme jeden pojem, ktory budeme potrebovat neskdr a na precvicenie prace
s nim si ukdzeme jedno jednoduché tvrdenie. My ho sice budeme potrebovat iba pre dobre

49

{dum:PRSUCET}

{dum:POZNDISJZJED}



{dum: TVRIZOMPOCUSEK}
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(1v2> ‘
(0,2)- (0,2)- (L,1)-
0. O+  (10)-
(0,0)-  (0,0)-  (0,0)-
N+N N+{0} {0}+N

Obr. 4.2: Priklady na sicet dobre usporiadanych mnozin

usporiadané mnoziny, ale moézeme tento pojem zaviest vSeobecnejsie pre Tubovolné Ciastocné
usporiadanie.

Definicia 4.1.11. Pociatocny tsek Ciastoéne usporiadanej mnoziny (X, <) je podmnozina
UCX svlastnostouz ce UANy <z =yeU.

Ak (X, <) je dobre usporiadand mnozina, tak pociatoéné tseky v (X, <) st X a mnoziny
tvaru X, = { € X;z < a} pre a € X. Ak totiz U je pociatoény tsek v X a U # X, tak
X N\ U je nepriazdna podmnozina X. Oznac¢me a najmensi prvok mnoziny U \ X. Kedze a je
najmensi prvok doplnku U, vSetky mensie prvky uz musia patrit do U, a teda U C X,,.

Tvrdenie 4.1.12. Nech (X, <) je linedrne usporiadand mnoZina a nech X' = {X,;a € X} je
mnozina vsetkijch vlastnijch pociatocnijch tusekov mnoziny X. Potom zobrazenie f: X — X'
uréené predpisom

fla) = Xa

je izomorfizmus medzi ciastocne usporiadangmi mnozinami (X, <) a (X', Q).

Dokaz. Surjektivnost zobrazenia f je zrejmd z definicie mnoziny X’. Overme injektivnost
tohoto zobrazenia.

Nech a,b € X a a # b. Kedze X je linedrne usporiadand mnozina, tieto dva prvky si
porovnatelné. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech a < b. Potom a € X, ale stidasne a ¢ X, ¢o
znamend, ze X, # Xp. Ukdzali sme implikdciu a # b = f(a) # f(b), Co znamend, Ze f je
injektivne.

Dalej chceme overit, Ze f je monoténne. Ak plati a < b, tak f(a) = {z € X;z < a} C
{z € X;z < b} = f(b). (Stadi si uvedomit, ze na zaklade tranzitivnosti z x < a a a < b
vyplyva x < b.)

Este treba overit, Ze aj f~! je monoténne. Na to si sta¢i véimnit, ze ak X, C X,, tak
a < b (Ak by totiz platilo a > b, tak b € X, \ X}, ¢o je v spore s predpokladom X, C Xj;.)

In4 moZnost — namiesto overovania monoténnosti f~! — je pouzit vysledok z tlohy

O

Nasledujtice tvrdenie je do istej miery odbockou od hlavnej témy — nds na tomto mieste zaujimaja dobre
usporiadané mnoziny. Azda vSak stoji za zmienku, kedze dokaz je takmer rovnaky ako v predcdzhddzajicom
tvrdeni. A dozvieme sa z neho zaujimavy fakt, ze kazda Ciastoéne usporiadand mnozina X sa dd vnorit do
(P(X), C). Pozri napriklad aj [R, Theorem 1.11].

Na tento vysledok sa d& pozerat ako na vetu o reprezentacii. Napriklad z Cayleyho vety vieme, ze kazda
grupa je izomorfnd s nejakou grupou permutdcii. Podobne kazdy kone¢norozmerny vektorovy priestor je
izomorfny s priestorom F". Tento vysledok mé& podobny charakter — isty spésobom mézeme reprezentovat
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vsetky cCiastoCne usporiadané mnoziny. Konkrétne kazdu ¢iasto¢ne usporiadani mnozinu mézeme chapat ako
nejakd mnozinu mnozin, kde ¢iasto¢né usporiadanie je inklazia.

Tvrdenie 4.1.13. Nech (X, <) je linedrne usporiadand mnoZina a nech X' = {Xq, U {a};a € X}. Potom
zobrazenie f: X — X' urdéené predpisom
fa) = Xa U{a}

je izomorfizmus medzi ciastocne usporiadanymi mnozinami (X, <) a (X’, Q).
Doékaz. Pre potreby tohoto dékazu zavedme oznacenie
al=X.U{a} ={z € X;z <a},

kedze tieto mnoziny budeme ¢asto pouzivat. Mdme teda f(a) =ala X' ={al;a € X}.

Surjektivnost zobrazenia f je zrejma z definicie mnoziny X’. Overme injektivnost tohoto zobrazenia.

Nech a,b € X a a # b. Uvazujme dve moznosti, ktoré moézu nastat.

Ak a < b, tak plati b € b |, stiCasne vSak b ¢ a |. Teda madm a [# b |, t.j. f(a) # f(b).

Ak neplati a < b, tak a € b | a sticasne a € a }. Opéat dostdvame a |# b | a f(a) # f(b).

Dalej chceme overit, e f je monoténne. Ak plati a < b, tak f(a) ={r € X;x <a} C{z € X;2 < b} =
f(b). (Stadi si uvedomit, ze na zéklade tranzitivnosti z x < a a a < b vyplyva z < b.)

Este treba overit, Ze aj f~! je monoténne. Na to si stadi vSimnit, ze ak a JC b |, tak a < b (To vidno
priamo z toho, Zze a € b |.) O

Cvicenia
Uloha 4.1.1. Ukézte, 7e kazdé podmnozina dobre usporiadanej mnoziny (so zdedenym
usporiadanim) je dobre usporiadand.

Uloha 4.1.2. Ukézte, 7e < je dobré usporiadanie mnoziny A prave vtedy, ked < je linedrne
usporiadanie také, ze kazdd neprdzdna mnozina m& minimdalny prvok. (Dostdvame takto
ekvivalentnt definiciu dobre usporiadanej mnoziny. Rozdiely oproti definicie Namiesto
Ciastocného usporiadania pozadujeme linedrne usporiadanie a existenciu najmensieho prvku
sme nahradili existenciou minimélneho prvku.)

Uloha 4.1.3. Nech (X, <) je linedrne usporiadana mnozina. Ukézte, 7e a € X je minimalny
prvok mnoziny X prave vtedy, ked X, = 0.

Uloha 4.1.4. Nech (X, <) je linedrne usporiadané mnozina. Ukédzte, ze (X, <) je dobre
usporiadand prave vtedy, ked neexistuje postupnost (z,)>2, prvkov X takd, ze xo > x1 >
> Ty > Tpag >

Uloha 4.1.5. V tejto tlohe zadefinujeme isté zovieobecnenie lexikografického stcinu.
Nech (A, <4) je Ciastofne usporiadand mnozina a pre kazdé a € A je (B, <,) Ciastocne
usporiadand mnozina. Na mnozine J,. 4{a} x B, definujeme relaciu < predpisom:

(a,b) < (d',V) & (a<ad)Via=d)A(b< V).

Tdto mnozinu budeme oznacovat v tejto tlohe ) B,.
acA
a) Overte, Ze takto dostaneme ¢iastoéne usporiadanti mnoZinu a navyse, ak vSetky pouzité

mnoziny su linedrne (dobre) usporiadané, aj > B, je linedrne (dobre) usporiadand mnozina.
acA
b) Ukazte, ze ak B, = B pre kazdé A, tak dostaneme takymto spésobom lexikograficky
sucin mnozin A a B.
c) Ak A = {0,1} (s obvyklym usporiadanim, t.j. 0 < 1), By = B a By = C, tak dostaneme
¢iastoéne usporiadant mnozinu z prikladu
d) Nech A = N, B, = {0,1,...,n} (v oboch pripadoch s obvyklym usporiadanim pri-

rodzenych ¢isel). Ako vyzerd > B,? (Pod otdzkou ,ako vyzerd“ sa tu mysli: Vedeli by ste
a€A
ju graficky znazornit? Je izomorfna s nejakou ¢iastoc¢ne usporiadanou mnozinou, ktoré sa uz

v niektorych prikladoch vyskytla?)

o1

{dum: TVRIZOMPOCUSEKCUM}

{dumcvic:ULOSUB}

{dumcvic:ULODUMLUM}

{dumcvic:ULOKLESPOST}

{dumcvic:SUMSYST}
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Uloha 4.1.6. Zistite, ktoré z uvedenych dobre usporiadanych mnozin st izomorfné. Mozete
sa pokusit ich aj nejako graficky znézornit.

1) EnEN(N7 S)

Uloha 4.1.7%. Dokazte, ze:

a) Kazdd podmnozina R, ktord je dobre usporiadand (pri obvyklom usporiadani redlnych
¢isel) je spocitatelna.

b) Kazd4 dobre usporiadand podmnozina R je izomorfnd s podmnozinou Q (s obvyklym
usporiadanim raciondlnych ¢isel).

¢) Kazda spocitatelnd dobre usporiadand mnozina je izomorfnd s podmnozinou (R, <).
(Casti a), b) a ¢) nemusite nutne riesit v uvedenom poradi, zvolte si také, aké vam vyhovuje
najviac. Tu néas zaujimaji dobre usporiadané mnoziny, aj tak vSak poznamenajme, ze sa
d4 v skutocnosti dokdzat o nieco viac, nez tvrdime v Casti c¢). Plati, ze kazda spocitatelnd
linedrne usporiadand mnoZina sa dd vnorit do redlnych ¢fsel s obvyklym usporiadanim.)

{dumcvic:ULOHSPOCR}

4.2 Ekvivalentné formy axiémy vyberu

Zékladnui formu axiémy vyberu, ktort sme uviedli v ¢asti 3.1} mozeme preformulovat viace-
rymi ekvivalentnymi spésobmi.

Na tomto mieste je sndd vhodné vysvetlit, ze budeme v dokazoch o ekvivalencii axiémy
vyberu s niektorymi dalsimi tvrdeniami pracovat v ZF a nie v ZFC. Je to velmi prirodzené —
pokial chceme ukazat, ze axiéma vyberu je ekvivalentnd s nejakym inym vyrokom, musime
pracovat v systéme, ktory tato axiému neobsahuje.

Zacnime tym, ze pripomenieme, ako sme zaviedli axiému vyberu v éasti|3.1

Axiéma VIII (Axiéma vyberu).
(VS)[(VA € S)(A#MWNANNVA € S)(VBeS)(A#B= AnB =0) = (IV)(VA € S§)(Fz)(VNA = {z})]

Pre kazdy systém neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin existuje vyberovd mnozina,
t.j. takd mnozina, ktord ma s kazdou z mnozin tohoto systému jednoprvkovy prienik.

Axiéma vyberu sa Casto zvykne oznacovat AC (z anglického ,axiom of choice*).

Pomerne jednoducho vieme néjst niekolko pribuznych tvrdeni, ktoré si (v ZF) ekviva-
lentné s axiémou vyberu. V dalSom budeme vcelku bezne i casti a tvrdenia
pouzivat pod pomenovanim axiéma vyberu.

Definicia 4.2.1. Nech S je mnozina. Zobrazenie f: S — |JS sa nazjva selektor alebo tiez
vgberovd funkcia na mnozine S, ak plati

(Vz e S)f(x) € x.

Pomenovanie vyberova funkcia je pomerne prirodzené — je to funkcia, ktord z kazdej
mnoziny v § vybera nejaky jej prvok.
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TVRACEKVPROD}
{ekviv:itacy Tvrdenie 4.2.2 (ZF). Nasledujiice podmienky si ekvivalentné (ako tvrdenia ZF):
iv:itsELDISJ} (1) awidma vgberu;
(ii) pre kaZdy systém neprdzdnych po dvoch disjunktnigjch mnoZin existuje selektor; {ekviv:itSEL}
(iii) pre kaZdy systém neprdzdnych mnoZin existuje selektor; {ekviv:itPROD}
(iv) kartezidnsky sicin lubovolného systému neprdzdnych mnoZin je neprdzdny, t.j.
(Vie DX; #0 = [1x: #0;
iel
{ekviv:itREL}
(v) ak R je relicia medzi mnoZinami A a B takd, Ze pre kaZdé a € A existuje b € B
s vlastnostou aRb, tak existuje funkcia f: A — B takd, Ze f C R; {ekviv:itSURJ}
(vi) ak f: A — B je surjekcia, tak existuje g: B — A také, Ze fog=1idp.

Dokaz. = : Ak S je systém neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin, tak podla
(i) existuje mnozina V' s vlastnostou, ze VN A = {z} je jednoprvkovd mnozina pre kazdé
A € S. Potom mdzeme definovat funkciu f na mnozZine S tak, ze f(A) je prave taky prvok
x, pre ktory z € V. N A. Z toho, ze V N A je vzdy jednoprvkova mnozina vyplyva, ze takto
skuto¢ne definujeme zobrazenie. Takisto vidime, Ze plati f(A) =z € A. Z toho,zex € A€ S
je zrejmé, ze f(A) = x je prvkom |J S, ¢ize ide skutocne o zobrazenie do mnoziny |JS.

(i) = (i): Ak S je systém neprazdnych po dvoch disjunktnych mnozin a f: S = |JS je
selektor na S, tak staéi polozit V = {f(A); A € §}. Oc¢ividne plati VN A = {f(A4)}.

= : Nech S je Tubovolny systém neprdzdnych mnozin. Definujme S’ ako

S’ ={Ax{A};AeS).

Potom &’ je systém neprézdnych mnozin, ktoré st navySe po dvoch disjunktné. (Ak totiz
Ax{A} a Bx{B} obsahuju nejaky spolo¢ny prvok, tak tento prvok je usporiadanou dvojicou
a na druhej stiradnici mame v jednom pripade A a v druhom B. To znamend, ze A = B.)

Nech teraz f je selektor na mnozine S&’. Potom médzeme definovat zobrazenie g: S — |JS
takym spdsobom, Ze g(A) = z, kde x je taky prvok, pre ktory (z, A) = f(A). Potom mame
(z,A) € Ax {A} ax € A, Cize g je selektor. (Strucne by sme mohli napisat, Zze g = p; o f,
kde p; oznacuje projekciu z (| JS) x S na prvi stiradnicu.)

= : Zrejmé.

(iil) < : Vyplyva priamo z definicie kartezidnskeho stc¢inu systému mnozin a definicie
selektora.

(iii) = (v): Pre kazdé a € A oznaéme B, = {b € B;aRb}. Systém {B,;a € A} je systém
neprazdnych mnozin a selektor f pre tento systém je funkcia s pozadovanymi vlastnostami.
(Pre kazdé a € A plati f(a) € B, ¢ize aRf(a), teda kazda dvojica (a, f(a)) patri do R, ¢o
znamend, ze f C R.)

= : Nech S je lubovolnd mnozina, ozna¢me B := |JS a uvazujme reldciu R :=
{(4,2) € § x B;x € A} medzi mnozinami S a B. Potom existuje funkcia f: § — JS
s vlastnostou, ze pre vsetky A € S plati (A, f(4)) € R, t.j. f(A) € A. Této funkcia je
selektor na S.

(i) = (vi): Tato implikdciu sme uz dokézali v tvrdeni m

(vi) = (ii): Nech S je systém neprizdnych disjunktnych mnozin. Definujme zobrazenie
f: US — S tak, ze f(z) = A ak © € A. Tento predpis skutocne definuje zobrazenie, lebo
vdaka disjunktnosti systému S kazdému x mdzeme priradif len jednu mnozinu. Z toho, ze
kazdé mnozina v S je neprazdna, vyplyva, ze toto zobrazenie je surjektivne.

Potom existuje zobrazenie g: S — |JS také, Ze f(g(A)) = A, ¢o znamend, ze g(A) € A.
Teda g je selektor na S. O
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Uvedené tvrdenia boli v podstate len jednoduchymi preformulovaniami axiémy vyberu.
Zvysok tejto podkapitoly budeme venovat dalsim tvrdeniam, ktoré st (v ZF) ekvivalentné
s AC. Tieto tvrdenia st v matematike velmi casto pouzivané a preto sndd aj o Cosi zau-
jimavejsie, nez vysledky z predchadzajiuceho tvrdenia; aj niektoré z dokazov budd o dost
narocnejsie.

Este pred sformulovanim tychto podmienok dokazeme lemu, ktord sa nam bude viackrat
hodit v niektorych dékazoch.

Definicia 4.2.3. Podmnozinu ¢iastoéne usporiadanej mnoziny (P, <), ktord je usporiadanim
< linedrne usporiadand, budeme nazyvat retazec v P.

Lema 4.2.4. Nech A je mnoZina a C # 0 je systém Ciastoényjch usporiadani na mmnozine
A taky, Ze pre lubovolné C,D € C plati C C D alebo D C C. (Inak povedané, C je retazec
v mnozine vsetkych reldacii ¢iastocného usporiadania na A ciastocne usporiadanej reldciou
C.) Potom R :=JC je tieZ ciastocné usporiadanie na A.

Doékaz. Je ocividné, ze R = [JC je reldcia na A. Pre tuto reldciu chceme overit reflexivnost,
antisymetriu a tranzitivnost.

Reflexivnost. Nech a € A. Kedze C # 0, existuje C € C. Reldcia C je reflexivna, cize
(a,a) € C. Potom aj (a,a) € R =JC.

Antisymetria. Nech a,b € A. Nech plati (a,b) € R aj (b,a) € R. To znamend, ze existuju
Ci2 € C také, ze (a,b) € C1 a (b,a) € Cy. Podla predpokladov lemy ale plati C; C Cy
alebo Cy C C;. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze Cy C Cy (druhd moznost je
symetrickd). Potom mame aj (a,b) € Cy a z antisymetrie reldcie Cy dostdvame a = b.

Tranzitivnost. Nech a,b,c € A a plati (a,b) € R aj (b,c) € R. Potom existuji Cy 2 € C
také, ze (a,b) € Cy a (b,c) € Cy. Opét, bez ujmy na vSeobecnosti, nech C; C Cy. Mdme
(a,b) € C1 C Cy a (b,c) € Cy. Z tranzitivnosti relicie Cy dostaneme, ze (a,c) € Cq, a teda
aj (a,c) € R. O

Veta 4.2.5 (ZF). Nasledujiice podmienky si (ako tvrdenia systému ZF) ekvivalentné s axi-

omou vyberu:

(WO) Na kazdej mnoZine existuje dobré usporiadanie.

(PM) Pre kazdy retazec v ¢iastocne usporiadanej mnozine (P, <) existuje mazimdlny retazec,
ktory ho obsahuje.

(ZL) Ak kazdy retazec v ciastoéne usporiadanej mnozine (P, <) md horné ohranicenie, tak
(P, <) md mazimdlny pruok.

Tvrdenie WO sa zvykne nazyvat princip dobrého usporiadania, PM je princip mazimality
(alebo tiez Hausdorffov princip maximality) a ZL sa zvycajne vold Zornova lema.

Ako budeme vidiet aj v tejto kapitole, pri pouziti principu maximality a Zornovej lemy
sa velmi Casto ako ¢iastoéné usporiadanie voli C.

Poznamka 4.2.6. Skor nez sa za¢neme venovat dokazu ekvivalencie medzi uvedenymi for-
mami axiémy vyberu, vSimnime si, ze vSetky platia pre prazdnu mnozinu. To ndm umozni
v dokazoch sa zaoberat uz len netrivialnymi pripadmi.

AC: Selektor na prazdnom systéme mnozin je prazdne zobrazenie.

WO: Jediné mozné ¢iastoéné usporiadanie na () je prdzdna reldcia @), ide o dobré usporiadanie
prazdnej mnoziny.

PM: Ak P = (), tak jediny retazec v P je prazdny retazec. Cize kazdy retazec je obsiahnuty
v prazdnom retazci .

ZL: Jediny mozny retazec ) nemd horné ohranicenie v (). Teda predpoklad implikicie je
nepravdivy a implikdcia uvedena v Zornovej leme plati.
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Poznamka 4.2.7. Zornovu lemu budeme casto vyuzivat na to, aby sme ukazali existenciu
nejakého objektu, ktory dostaneme, ako maximalny prvok vo vhodne zvolenej ¢iastocne uspo-
riadanej mnozine (P, <). Vidime, Ze ak chceme Zornovou lemou existenciu nie¢oho dokdzat,
tak potrebujeme vediet, Ze P # (). Preto je dolezité pri aplikdcidch Zornovej lemy nezabudniit
skontrolovat aj to, Ze ¢iasto¢ne usporiadand mnozina, s ktorou pracujeme, je neprazdna.

Jednotlivé implikdcie v dokaze vety [1.2.5] dokdzeme samostatne, najprv sa pozrieme na
t z nich, ktord je najjednoduchsia.

Dokaz implikicie WO =AC. Nech S je systém nepriazdnych mnozin. Podla WO existuje
dobré usporiadanie < na mnozine | JS. Zobrazenie f definované predpisom

f(A) =min A,

t.j. kazdej mnozine z S priradime jej najmensi prvok vzhladom na usporiadanie <, je selektor
na S. (Pre kazdé A € S existuje najmensi prvok, lebo ide o neprézdnu podmnozinu dobre
usporiadanej mnoziny (|JS, <).) O

Dokaz implikdcie Z1. =WO. Nech A je mnozina, chceme ukézat, ze existuje dobré usporia-
danie na A.

Nech P je systém vsetkych dvojic (B, R), kde B C A a R je dobré usporiadanie na B.
Vsimnime si, ze P # ), lebo (0,0) € P.

Na P zavedieme ¢iasto¢né usporiadanie

(B,R) < (B',R) & (B, R) je poc¢iato¢nym tsekom (B’, R');

t.j. B C B’, R je ziZenim reldcie R’ na mnozinu B a B m4 td vlastnost, Ze ak pre lubovolné
be B,b € B z bV R'b vyplyva b/ € B.

Pomerne Tahko sa overi, ze < je Ciastoéné usporiadanie na P. Aby sme mohli pouzit
Zornovu lemu, musime este ukazat, ze kazdy refazec v P ma horné ohranicenie.

Nech C je retazec v (P, <). Polozme

B = U B,
R:= U R.

(B,R)eC

Inak povedané, (B, R) sme definovali tak, ze sme zjednotili vietky prvky retazca; relacia R
na kazdej mnozine B splyva s prislusnou reldciou R. Budeme sa snazit ukazat, ze (B, R)
patri do P a ze je to horné ohranicenie retazca C.

Vsimnime si najprv, ze ak (B, R),(B’,R') € C a a,b € BN B, tak

aRb =N aR'b.

Kedze C je retazec, tak mdme bud (B, R) < (B’,R’) alebo (B,R) < (B’,R’). BUNV nech
nastane prvy pripad. Teda B C B’ a reldcia R je ztZenim reldcie R’. Potom hned mame,
Ze z aR'b vyplyva aRb (lebo R je zGZenie relacie R). Ale aj obrdtene, ak plati aRb a R sme
dostali ako ztzZenie R’, tak musi platit aj aR'b.

Z toho pomerne priamociaro dostaneme aj to, ze pre (B, R) € C a a,b € B plati

aRb = aRb.
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Staci si uvedomit, Ze aRb znamend, Ze aR'b pre nejaké (B’,R') € C.

Owverenie, Ze (B, R) € P. Je zrejmé, ze B C A, treba overit, Zze R je dobré usporiadanie
na B. Z lemy vieme, ze R je ¢iastoéné usporiadanie.

Este ukdzme, 7e (B, R) je dobre usporiadand mnozina. Nech C' je neprazdna podmnozina
B. 7 neprazdnosti vyplyva, Ze existuje ¢ € C a z definicie mnoZiny B vyplyva, ze existuje
(B,R) € C tak, ze ¢ € B. Polozme m := ming(C' N B), t.j. m je najmensi prvok mnoZiny
AN B v usporiadani R. (Takyto prvok existuje vdaka tomu, Ze (B, R) je dobre usporiadand
mnozina.) Tvrdime, ze potom m je najmensi prvok mnoziny A v usporiadani R.

Nech ¢ € C. Potom existuje (B’, R') € C také, ze ¢’ € B’. Pretoze C je retazec, jeho prvky
(B,R) a (B’, R’) st porovnatelné. Mézu nastat dva pripady:

Ak (B',R') < (B,R), tak B’ C B, ¢o znamend, 7e ¢ € C' N B, a teda mRc (kedZe m je
najmensi prvok mnoziny C' N B), ¢ize aj mRc'.

Druhy mozny pripad je (B,R) < (B’,R’). Ak ¢ € B, tak mdZzeme bezo zmeny zopakovat
tvahu z predchadzajiceho pripadu. Zostéva teda len pripad ¢’ € B’ \ B. Potom vSak nemdZe
platit ¢/ R'm, lebo B je pociatocny tsek B’ a z podmienky m € B by sme potom dostali aj
¢’ € B. Kedze R’ je linedrne usporiadanie, zostdva len druhd moznost mR/c. To ale znamen4,
7e mRa.

(B, R) je horné ohranicenie retazca C. Chceme ukazat, ze pre kazdé (B, R) € C plati
(B,R) < (B, R). Oc¢ividne B C B. Takisto vieme, Ze R je ztizenim relécie R na B, lebo sme
uz skontrolovali, Ze podmienky aRb a aRb st ekvivalentné (pre a,b € B).

Treba uz len overit, Zze B je dolnym tisekom B. Predpokladajme teda, Ze b’ Rb pre nejaké
V' € B. Potom b’ € B’ pre nejaké (B’,R') € C. Ak (B',R') < (B,R) a B’ C B, tak aj b’ € B.
Zostéva sa pozriet na pripad (B, R) C (B’, R). LenZe uZ vieme, Ze z b'Rb vyplyva aj b’ R'b.
Pretoze (B, R) je podiatocny tsek (B’, R'), dostdvame b’ € B.

Maximdlny prvok ddva dobré usporiadanie na A. Ukézali sme, Ze (P, <) spliia predpoklady
Zornovej lemy. Teda v (P, <) existuje maximdlny prvok, oznac¢me ho (By, Rp). Ak ukdzeme,
7e By = A, tak Ry je dobré usporiadanie na A.

Sporom. Nech by A \ By # ). Potom existuje a € A \ By. Na mnozine By U {a} zadefi-
nujeme reldciu R = Ry U (B U {a}) x {a}, inak povedané, pre z,y € By U {a}

zRy & xRyy Vy = a.

Lahko sa overi, ze R je dobré usporiadanie na mnozine By U {a} a (By, Ry) je pocdiatoénym
usekom (By U {a}, R), ¢ize
(Bo, Ro) < (BoU{a}, R).

To je ale spor s predpokladom, Ze (By, Ry) je maximéalny prvok (P, <). O
Napriek tomu, ze implikacia ZL = AC vyplyva z uz dokazanych implikacii, rozhodli sme

sa podat aj tento dokaz, pretoze je typickou ukézkou pouzitia Zornovej lemy. (Ako Giastocné
usporiadanie sa pouzije inklizia.)

Doékaz implikdcie Z1. =AC. Nech R je relacia medzi mnozinami A a B takd, ze pre kazdé
a € A existuje aspon jedno b € B s vlastnostou aRb. Definujeme

P={f: A - B,A' CAfCR},
¢ize P je mnozina vSetkych zobrazeni, ktorych defini¢ny obor lezi pod A’ a ktoré st pod-
mnozinami R; a na tejto mnoZine pouzijeme ¢iastoéné usporiadanie C. Vieme, ze (P, C) je

Ciastocne usporiadand mnozina. Stucasne je neprazdna, kedze () € P.
Vsimnime si, ze ak pre zobrazenia f: A1 — B, g: Ao — B plati f C g, tak aj A; C As.
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Overme, Ze tato mnozina spliia predpoklady Zornovej lemy. Nech C je retazec v (P, C).

Definujme
g:=U 7
fec

Ak ukdzeme, ze g € P, tak g je o¢ividne hornym ohranic¢enim retazca C.

Je zrejmé, ze g C R. Treba teda uz len overit, Ze g je zobrazenie

Polozme D := {a € A;(3b € B)(a,b) € g}. Nasim cielom je ukdzat, ze pre a € D existuje
jediné b s vlastnostou (a,b) € g.

Ak (a,b) € g, znamen4 to, Ze existuje f € C také, Zze f(a) = b. UkdZeme, Ze pre kazdé
b s vlastnostou (a,b’) € g plati ¥ = b. Z (a,V’) € g mdme existenciu f' € C takého, Ze
f'(a) = . Kedze C je retazec, tak f C f’ alebo f C f’. Nech napriklad f C f’ (druhy
mozny pripad sa vyriesi analogicky). Potom (a,b) € f C f'. Mame teda (a,b) € f’ a stfasne
(a,b") € f'. Podla definicie zobrazenia ale ku kazdému a existuje iba jeden prvok s takouto
vlastnostou, a teda b = b’. Ukdzali sme, Ze g je skutoc¢ne zobrazenie.

Zatial sme overili, Ze mnozina P spliia predpoklady Zornovej lemy. Potom ale tito mnozina
ma maximélny prvok. Ozna¢me ho f. Tvrdime, Ze f je zobrazenie definované na celom A.

DokéZeme to sporom. Nech by f bolo definované na vlastnej podmnoZine A’ ; A. To
znamend, Ze existuje ag € A~ A’ a k tomuto ag existuje b € B také, Ze agRb. Definujme
zobrazenie f na mnozine A’ U {ag} tak, 7e

= {f(a) ac A,

b a = aop;

inak povedané f|a = f a f(ag) = b. Ocividne f € P a f S f. To je ale spor s predpokladom,
Ze f je maximéalny prvok (P, C). O

Predchadzajiace dokazy by nas mali presvedcit, Zze Zornova lema je pomerne silnym pros-
triedkom na dokazovanie — akonahle si osvojime metédu jej pouzitia, st takéto dokazy veelku
lahké. (V odbornych ¢ldnkoch a pokrodilejsich textoch ¢asto ndjdete napisané len ,vyplyva
z Zornovej lemy*“.)

Teraz ukazeme, ze Zornova lema a pricip maximality si ekvivalentné v ZF. Dokaz im-
plikacie ZL. = PM je velmi podobny na pouzitie Zornovej lemy v predchadzajicom dokaze,
snad jedinad komplikécia je to, ze tu budeme pracovat s retazcami retazcov.

Dékaz implikdcie ZL =PM. Nech (P, <) je ¢iastoCne usporiadand mnozina, P # () a C je
retazec v P. Chceme ukéazat, ze existuje maximalny retazec obsahujici C.

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Zze C # (). Ak by totiz C bola prazdna
mnozina, mézeme do nej pridat lubovolny prvok p € P a dokazovat dalej tvrdenie pre retazec
{p}. Z platnosti uvedeného tvrdenia pre tento jednoprvkovy retazec vyplyva aj jeho platnost
pre prazdny retazec.

Oznac¢me

U = {D; D je retazec v (P,<) a D D C},

¢ize U je mnozina vsetkych refazcov v P, ktoré obsahuji C. Chceme pouzit Zornovu lemu na
¢iastoéne usporiadant mnozinu (U, C), potrebujeme teda overit jej predpoklady — ze kazdy
retazec v (U, C) ma horné ohranicenie.

Nech teda R je retazec v U a & := |JR. Ak ukdzeme, ze £ € U, tak £ je horné ohranicenie
pre R v (U, Q).

Priamo z definicie € je zrejmé, 7e £ D C. Dalej ak si vezmeme lubovolné dva prvky a,b € &,
tak musi existovat D € R, ktoré obsahuje oba tieto prvky. (Tu vyuzivame, Ze R je retazec.)
To znamend, ze Iubovolné dva prvky z £ st porovnatelné. Teda aj £ je retazec a patri do U.
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Teda (U, C) splita predpoklady Zornovej lemy. Z nej potom vyplyva, Ze existuje maximélny
prvok v U, ¢ize maximélny retazec obsahujuci C. O

Dokaz implikdcie PM =ZL. Nech (P, <) je ¢iastocne usporiadand mnozina, kde kazdy reta-
zec mé horné ohranicenie.

Potom retazec () je obsiahnuty v nejakom maximdlnom retazci C. Nech m je horné ohra-
nicenie retazca C. (Horné ohranicenie kazdého retazca existuje podla predpokladov Zornovej
lemy). Tvrdime, Ze m je potom maximélny prvok v C.

Ukazeme to sporom. Ak by m < m/, tak CU{m'} by bol refazec s vlastnostou, CU{m'} 2
C, teda refazec C by nebol maximalny. O

Aby sme mali dokdzant ekvivalenciu vSetkych podmienok uvedenych vo vete staci
nam uz len dokdzat AC = ZL, resp. AC = PM. Tento dokaz uvedieme neskor, v Casti
ked budeme mat k dispozicii ako dokazovy prostriedok transfinitnii indukciu. Pre citatela,
ktory z nejakého dovodu chce vidiet dokaz bez pouzitia transfinitnej indukcie (¢i uz z ne-
trpezlivosti alebo preto, Ze sa rozhodne vynechat kapitolu o ordinalnych ¢islach a teda aj
transfinitnd indukciu) mézeme odporudit napriklad ¢lanky [Lewl, [We] alebo dékaz uvedeny
v [Hal3, Section 16].

4.3 Aplikacie axiémy vyberu a Zornovej lemy

Téato podkapitola sleduje dva hlavné ciele. Jednym z nich je ukézat, ze v matematike bezne
pouzivame axiému vyberu, dokonca sme na to tak zvyknuti, Ze si to ¢asto ani nevSimneme.
Druhym cielom je ukdzat na nejakych vysledkoch ukézat, Ze axiéma vyberu (alebo jej niektoré
ekvivalentné formy) moézu byt uzitoéné pri dékaze niektorych zaujimavych vysledkov. Na
zaver si ukazeme niektoré menej prijemné a trochu antiintuitivne désledky AC, ktoré by aspon
do istej miery mohli osvetlit, preco tato axioma bola prijimana s ovela va¢sou nedoverou, nez
ostatné axiémy.

Jeden priklad tvrdenia, ktoré poznate z nizsich roénikov a jeho dékaz vyuziva axiému
vyberu, je existencia pravého inverzného zobrazenie k Tubovolnej surjekcii — pozri tvrdenie
2.5.9(f). Dokonca sme v tvrdeni ukazali, ze v ZF je toto tvrdenie s axiémou vy-
beru ekvivalentné. Dalsim prikladom takéhoto tvrdenia je ekvivalencia Cauchyho a Heineho
definicia spojitosti.

4.3.1 Cauchyho a Heineho definicia spojitosti

Na tvod si pripomenme definiciu spojitosti realnej funkcie v bode:

Definicia 4.3.1 (Cauchyho definicia spojitosti). Funkcia f: R — R je spojitd v bode a € R,
ak

(Ve >0)(F0 >0)(Vz eR)|z —a| < d = |f(z) — f(a)| <e.

Spojitost (a limita) redlnej funkcie v nejakom bode sa d4 popisat aj pomocou konvergencie
postupnosti.

Definicia 4.3.2 (Heineho definicia spojitosti). Funkcia f: R — R je sekvencidlne spojitd
v bode a € R, ak pre kazdi postupnost (x,,)22, redlnych ¢isel taki, ze lim z, = a, plati

lim f(e,) = f(a). o
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Definicia sekvencidlne spojitej funkcie vlastne hovori, Ze ak nejaka postupnost (z,)5,
redlnych ¢isel konverguje k a, tak postupnost (f(z,))5>, konverguje k f(a). Volne povedané,
funkcia f zachovava konvergenciu postupnosti. Namiesto ndzvu ,sekvencidlne spojitd“ sa
casto pouziva aj termin spojitd v Heineho zmysle.

Nasledujice tvrdenie poznate z matematickej analyzy. Na tomto mieste chceme zdoraznit,
na ktorom mieste dokazu sa vyuziva AC.

Tvrdenie 4.3.3. Nech f: R — R je lubovolnd funkcia a a € R. Funkcia f je spojitd v bode
a prave vtedy, ked je sekvencidlne spojitd v bode a.

Dokaz. Predpokladajme, ze f je spojitd v bode a¢ a lim z, = a. Priamo overenim

n—oo
definicie limity postupnosti ukdzeme, Zze lim f(z,) = f(a). Nech ¢ > 0 a nech § > 0 je
n—oo
také, ze plati implikdcia |z — a] < § = |f(x) — f(a)|] < e. (Existencia takého § vyplyva zo
spojitosti f.) Potom z konvergencie postupnosti (x,,)22, k ¢islu a vyplyva, Ze existuje ng
také, ze n > ng = |z, — a|] < d. Potom ale dostdvame pre vSetky n > ng platnost nerovnosti

[f(zn) — f(a)] <e.

Budeme postupovat sporom. Predpokladajme, Ze funkcia f je sekvencidlne spojita
v bode a, ale nie je v tomto bode spojita. Nespojitost f v bode a znamena

(Fe > 0)(V6 > 0)(Fz € R)|z —a| < 5 A|f(x) — fla)| > €.

Specidlne ak polozime 6, = % tak mame pre kazdé n zarucenu existenciu Cisla z € R
takého, Ze |z — a] < 1 a sucasne |f(z) — f(a)| > e. (Inak povedané, pre kazdé n € N je
mnoZzina A, = {z € R;|z —a|] < L A|f(z) — f(a)| > €} neprdzdna.) Pre kazdé n nejaké
také x vyberieme a oznacime ho z,,. (Formalnejsie: Postupnost x,, definujeme ako selektor
na mnozine {A,;n € N}.)

Potom pre tito postupnost plati lim x, = a a sucasne (Vn € N)|f(z,) — f(a)] > €, ¢o
n—oo

znamend, Ze f(z,) nekonverguje k f(a), ¢im dostdvame hladany spor. O

Uvedené tvrdenie hovori o spojitosti funkcie v bode. Pokial by sme sa zaoberali spojitostou
funkcie f: R — R na celom R, tak ekvivalencia Cauchyho a Heineho definicie plati uz v ZF
[Her2, Theorem 3.15]. Dokaz je v8ak o nieco ndro¢nejsi v porovnani s dokazom, ktory sme
tu uviedli pre spojitost v bode. Tento vysledok pochadza od W. Sierpinskeho. E|

7 platnosti ekvivalencie uvedenych dvoch definicii spojitosti pre redlne funkcie v bode
uz vyplyva platnost axiémy vyberu pre spocitatelné systémy podmnozin R (t.j. pre kazdy
systém {A; € P(R);i € N} neprazdnych mnozin existuje vyberova funkcia) [Herl, Theorem
1.1], [Her2, Theorem 4.54].

4.3.2 Alexandrova veta o subbaze

V tejto casti si ukdzeme uzitocna vetu tykajicu sa kompaktnych priestorov. Kompaktnost je
jeden z najdolezitejsich pojmov vo vSeobecnej topolégii.

Pripomertime, ze ak (X,7) je topologicky priestor, tak systém otvorenych mnozin B sa
nazyva bdza topoldgie T, ak pre kazdé x € X a otvorené okolie U > z existuje B € B také,
ze x € B C U. Ekvivalentne: Kazda otvorend mnozina sa d4 napisat ako zjednotenie mnozin
z B.

Systém otvorenych mnozin S je subbdza pre (X,T), ak konefné prieniky mnozin z S
vytvoria bazu (X, T).

2Pozri aj http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/texty/rozne/AC/cont.pdf
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Ako jednoduchy priklad bazy mdzeme spomenit mnozinu otvorenych intervalov s raci-
ondlnymi koncovymi bodmi B = {(a,b); a,b € Q}, ktord tvord bazu obvyklej topolégie na R.
Ako subbédzu by sme mohli zobrat S = {(—o0,b), (a,00);a,b € Q}.

Topologicky priestor X je kompakiny, ak pre kazdé otvorené pokrytie existuje konecné
podpokrytie.

Azda najzdkladnejsim prikladom kompaktného priestoru je jednotkovy interval (0,1).
V tejto kapitole ukazeme, Ze sic¢in kompaktnych priestorov je opat kompaktny. Pomerne
lahko sa da ukézat, ze uzavrety podpriestor kompaktného priestoru musi byt kompakt. Z toho
napriklad vidime, Ze kazdy uzavrety podpriestor priestoru (0,1)4 je kompaktny. V skutod-
nosti vieme povedat o ¢osi viac — takéto priestory si vlastne (az na homeomorfizimus) presne
vsetky hausdorffovské kompaktné priestory.

Nie je tazké ukazat, ze ak si zvolime nejaki bazu B, tak poziadavka aby existovalo kone¢né
podpokrytie pre kazdé otvorené pokrytie pozostavajiice z bazovych mnozin, je ekvivalentna
s kompaktnostou. (Cize kompaktnost staci overovat pre pokrytia tvorené bazovymi mnozi-
nami. Uloha ) Zaujimavé je, ze rovnaké tvrdenie plati i pre subbazu. Tento vysledok
sa nazyva Alexandrova veta o subbdze. Pozri napriklad [Eng, Problem 3.2.12], [Ci Lemma
4.4.4], [KT| Problem 14.9], [Tao, Theorem 1.8.9].

Veta 4.3.4 (Alexander subbase theorem). Nech X je topologicky priestor a S je jeho subbdza.
Ak kazdé pokrytie U C S md konecné podpokrytie, tak X je kompaktny.

Dékaz. Sporom. Nech X spliia uvedent vlastnost pre subbdzu S a pritom nie je kompaktny.

To znamena, ze existuje otvorené pokrytie, ktoré neméa konec¢né podpokrytie. Z Zornovej
lemy vyplyva, ze existuje aj maximalne pokrytie s touto vlastnostou. Overme predpoklady
Zornovej lemy. Nech R je retazec takychto pokryti. Potom evidentne | JR je tiez pokrytie.
Ak by malo kone¢né podpokrytie, tak toto podpokrytie je uz podpokrytim niektorého prvku
z R. (Vdaka konecnosti a tomu, Ze R je retazec.)

Nech teda C je maximélne otvorené pokrytie, ktoré nemé koneéné podpokrytie. Specidlne
to znamena, ze ak priddme lubovolni otvorentt mnozinu U, tak CU{U} uZ bude mat konecéné
podpokrytie.

Uvazujme teraz systém C NS, t.j. zoberme len tie mnoziny z C, ktoré patria do subbazy.
Tento systém uz nie je pokrytim — inak by mal kone¢né podpokrytie, ktoré by bolo siicasne
podpokrytim pokrytia C. Teda existuje x € X, ktoré nie je pokryté ziadnou mnozinou z CNS.

Kedze C je pokrytie, bod « musi byt pokryty nejakou mnozinou z C, teda mame x € U € C.
Dalej existuja Si,..., S, také, zex € S;n---NS, CU.

PretoZe bod « nie je pokryty ziadnou mnozinou z C NS, mdme S; ¢ C (prei=1,...,n).
Z maximality C ale vieme, ze CU{S;} uz m4 nejaké koneéné podpokrytie, ¢ize existuje konecny
podsystém C; C C taky, ze C; U {S;} pokryva celé X. Poslednd podmienka je ekvivalentnd
s tym, ze X N S; C JC;.

Potom ale dostaneme

n n

X\UQX\ﬁ&:U(X\Si)gUUCi.

1=1 =1 i=1
Teda
F={vrulJc

i=1

je konecné podpokrytie pokrytia C. O
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7 Alexandrovej vety o subbaze vieme lahko dostat Tichonovovu vetu. Opét s pokojnym
svedomim moézeme povedaft, ze ide o jeden z najddlezitejsich vysledkov vo vseobecnej topo-
16gii. ]

Pred sformulovanim tejto vety sa oplati pripomentt definiciu topologického stacinu. Ak
méame topologické priestory X;, i € I, tak na mnozine [][ X; mdzeme definovat topologiu

i€l
takym sposobom, ze vezmeme za subbdzu mnoziny p; U] pre Tubovolné i € I a fubovolnd
otvorent mnozinu U v X;, kde p;: X — X, oznacuje projekciu na i-tu zlozku.

S = {p; '[U);i € I, U je otvoren podmnozina X;}

Topologicky priestor na mnozine [[ X; s topolégiou uréenou touto subbédzou sa nazyva to-
i€l
pologicky sucin priestorov X;.
Typickéd (sub)bdzovd mnozina je znézornend na obrazku

™ ™
TN
AN g AN g AN g
\\

Obr. 4.3: Obrézok zndzornuje typickd mnozinu zo subbdzy (resp. bézy) spolu s niektorymi
funkciami patriacimi do tejto mnoziny

Veta 4.3.5 (Tichonovova veta). Topologicky sicin kompaktngch priestorov je kompaktny.

T.j. ak X; je kompaking topologicky priestor pre kazdé i € I, tak aj [] X, je kompaktnyg
i€l

priestor.

Dékaz. Nech {X;,i € I} je systém kompaktnych priestorov. V priestore X = [[ X; méme
iel
subbdzu tvorentt mnozinami tvaru p; '[U]. Chceme ukézaf, 7e kazdé pokrytie mnozinami
z tejto subbazy ma kone¢né podpokrytie.
Nech teda C je Tubovolné pokrytie subbazovymi mnozinami. Oznac¢me

Ci={U C Xy;p; '[U] € C}.

Ak pre niektoré i € I tvori C; pokrytie kompaktného priestoru X;, tak ma konecné
podpokrytie F; a
{p UV € Fi}

je konecné podpokrytie pokrytia C.

3Pravdepodobne sa stretnete s touto vetou aj na injch predmetoch a mozno budete vidiet iné dékazy.
Kedze ide o pomerne délezity vysledok, nezaskodi poznat viacero dékazov tejto vety; navyse si pri ich mozete
osvojit uzitocné koncepty a rézne dokazové techniky.
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Zostava teda moznost, ze pre ziadne ¢ € I systém C; nepokryva X;, co znamena, ze existuje
x; € X;, ktoré nie je pokryté systémom C;, t.j.

Ukézeme, ze tato moznost vedie k sporu.
Definujme prvok f € X predpisom E|

Potom f ¢ |JC, ¢o znamend, ze C nie je pokrytie. Skutoéne, ak by f patrilo do nejakej
mnoziny p;l[U] z C, znamenalo by to, ze f(i) = x; € U, ¢o je v spore s vyberom ;. O

T

Obr. 4.4: Dve mozné situécie, ktorymi sa zaoberame v dokaze Tichonovovej vety: Bud mame
na niektorej suradnici pokrytie celého X;, alebo vieme najst funkciu, ktora nepatri do ziadnej
mnoziny z pokrytia

Poznamka 4.3.6. Poznamenajme, Ze Tichonovova veta sa nedd dokazat v ZF. (Ak ste na
inych predmetoch videli nejaké dokazy Tichonovovej vety, mézete sa skiisit zamysliet nad
tym, kde konkrétne sa v dokaze pouzila nejakd forma axiémy vyberu.)

Plati dokonca, Ze v ZF z platnosti Tichonovovej vety (pre Tubovolné kompaktné priestory)
uz vyplyva AC. (Ak by sme predpokladali platnost Tichonovovej vety iba pre kompaktné
Hausdorffovské priestory, dostaneme slabsi vysledok nez AC. Stéle je to vsak vysledok, ktory
nie je dokdzatelny v ZF.)

4.3.3 Hahnova-Banachova veta

Jednym z velmi dolezitych tvrdeni vo funkcionalnej analyze, je Hahn-Banachova veta. Pred
jej vyslovenim zadefinujme niektoré pojmy:
Najprv zadefinujeme niektoré pojmy.

Definicia 4.3.7. Nech X je vektorovy priestor a f: X — R je funkcia.

(i) Funkcia f je konvernd ak pre Iubovolné z,y € X a « € (0,1) plati

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y).

4Vyuzivame AC — pre kazdé i € I sme vybrali jedno z;. Ekvivalentne by sme mohli funkciu f zadefinovat
pomocou selektora na systéme neprazdnych mnozin {X; \ UCi;i e I}.
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(ii) Funkcia f je subaditivna, ak pre Tubovolné z,y € X plati
flz+y) < f(@)+ f(y)

(iii) Funkcia f je pozitivne homogénna, ak pre lubovolné a > 0 a x € X plati f(ax) = af(z).
(iv) Funkcia f je sublinedrna, ak je subaditivna a pozitivne homogénna

(v) Funkcia f je polonorma, ak je subaditivna a pre lubovolné a € R, x € X plati f(az) =
lalf(z).

Mozeme si vSimnut, ze definicia polonormy sa podoba na definiciu normy, iba sme z nej
vynechali podmienku, ze f(z) = 0 iba pre x = 0. Takisto je lahko vidiet, Ze kazd4 polonorma
je sublinedrna a kazdé sublinedrna funkcia je konvexnd (tloha |4.3.7]).

Poznamka 4.3.8. Hahn-Banachovu vetu casto ndjdete sformulovant pre polonormy alebo
pre sublinearne funkcie. Tu uvedena formulacia s konvexnou funkciou je o ¢osi vSeobecnejsia;
v aplikaciach aj tak prakticky vzdy budete pracovat s polonormou. Tato formulécia je mozno
o trochu lahsSie zapamétatelna, kedZe s pojmom konvexnej funkcie sa stretnete uz v prvackej
analyze alebo mozno aj na strednej skole; ak sa vSak bude trochu viac zaoberat funkcionalnou
analyzou, tak urcite dost ¢asto narazite na pojem polonormy.

Takisto sa obvykle neuvadza rozsah moznych hodnot takéhoto rozsirenia, hoci implicitne
sa v dbkaze nachadza. Kedze obcas modze uzitoéné poznaf mozny rozsah hodndt rozsireni
v Hahn-Banachovej vete, doplnil som ho sem. (VyuzZijete ho napriklad v tlohe m)

Definicia 4.3.9. Nech f,p: X — R a M C X. Hovorime, ze funkcia f je majorizovand
funkciou p na mnozine M, ak
(Vo € M) f(z) < p(z).

Veta 4.3.10 (Hahn-Banach). Nech X je vektorovy priestor a p: X — R je konvernd fun-
kcia. Nech M je podpriestor X a mech f: M — R je linedrny funkciondl, ktory je na M
majorizovany funkciou p. Potom existuje linedrna funkcia f, ktord je rozsirenim f na celé X
a je majorizovand funkciou p na celom X. R

Navyse pre x € X existuje rozsirenie nadobidagice hodnotu f(x) = ¢ prdave vtedy, ked

sup f(m) —p(m — \x) <e<  inf p(m + pa) — f(m)
meM, >0 A meM,>0 w

(4.1)

V pripade, zZe p je kladne homogénna, mozno vyjadrenie tohoto intervalu zjednodusit na

jg%[f(m) —p(m—z)] <ec< if [p(m+o) = f(m)].

Ak funkcie p a f navysSe spliiaji podmienku
(Ve € X)(Vy € M)p(z +y) = p(x) + f(y),
tak sa tento interval dd zjednodusit na tvar
—p(=2) < ¢ < p(x).

Plan dokazu je takyto: Najprv ukazeme, ze je mozné dimenziu podpriestoru, na ktorom
urcite existuje hladané rozsirenie, vzdy zvacsit o jedna. Pomocou tohoto faktu a ZL potom
rozsirime dany funkciondl na cely priestor. Rozsirenie o jeden rozmer dokdzme a sformulujme
ako samostatni lemu.
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Lema 4.3.11. Nech X je vektorovy priestor a p: X — R je konvernd funkcia. Nech M je
podpriestor X a nech f: M — R je linedrny funkciondl, ktory je na M majorizovany funkciou
p. Nech dalej x € X.

Potom ezistuje linedrne zobrazenie f: [MU{x}] — R, ktoré rozsiruje f je na podpriestore
[M U {z}] majorizované funkciou p.
Mozné hodnoty, ktoré moze takéto rozsirenie nadobidat v bode x, st presne hodnoty z in-

tervalu uvedeného v (4.1)).
Dékaz. Mame dani linearnu funkciu f: M — R, ktord chceme rozsirit na podpriestor
M U{z}] ={m+ax;me M,a € R}.

Akonéhle si zvolime hodnotu f(x) = ¢, tak uz je hodnota funkcie f jednoznac¢ne urcend pre
vsetky body z [M U {x}], pre Iubovolné a € R totiz mame

f(m+azx) = f(m) + ac.

Zostéva nam zistit, ¢i existuje taka volba ¢, aby bol funkcional f majorizovany funkciou p na
celom podpriestore [M U {z}].
Chceme teda, aby pre Tubovolné m € M, a € R platilo

f(m+azx) = f(m) 4+ ac < p(m + ax).
Ak a je kladné, tak uvedend nerovnost je ekvivalentna s

plm + azx) = f(m)

c <

Pre zaporné a naopak dostavame

plm + az) — f(m)

c>

Zistili sme teda, ze hodnota ¢ musi nutne vyhovovat tymto nerovnostiam

sup f(m) —p(m — \z) <e<  inf p(m+ux)—f(m).
meM,A>0 A meM,pu>0 L

(4.2)

Pomerne Tahko vidno, Ze volba ¢ vyhovujiceho nerovnostiam (4.2) uz zabezpedi, Ze f
bude majorizované funkciou p. Ak a > 0, tak

() 4 QP+ 02) = fom)

fm+az) = f(m) +ac < f 2 — p(m + a).
Podobne pre a < 0 mame
Fm +az) = f(m) +ac < fm) + o2BFE IO _ ey o).

a

Zostava nam teda len overit, ¢i je takdto volba mozna (¢i existuje aspoii jedno ¢ v uvede-
nom intervale). Pytame sa teda vlastne, ¢i pre lubovolné m,m’ € M, A\, u > 0 plati

f(m) —p(m —Az) _ p(m’ + px) — f(m')
A - I '
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Tato nerovnost je ekvivalentna s

f <1m/ + 1m> — lf(m’) + lf(m) < p(m’ + px) n p(m — /\x).
K 1% A

A I A
Po vydeleni tejto rovnosti kladnym vyrazom + 4+ + = 42 mame ekvivalentnt nerovnost
n A LA
f(ﬁm/ + %m) - f(i(m’ +M9€)) + %(m . )\x) P(m’:uw) + P(m;/\l’)
T 1 = T 1 = T 1
w X w X wtx
1
Ak oznaCime o = AT = #—iw tak predosla nerovnost je ekvivalentné s nerovnostou
ITRLEDY
fla(m' + pz) + (1 —a)(m — Ax)) < ap(m’ + px) + (1 — a)p(m — Az). (4.3)

Pretoze
A(m' 4 px) + p(m — Xx)  Am/ + um

! 1_ _)\ —
a(m’ + pz) + (1 - a)(m — Az) e .

je prvok z M, mame nerovnost
Fla(m' + ) + (1 — @) (m — Az)) < pla(m’ + pz) + (1 = a)(m — Az))

na zadklade predpokladu, Ze na podpriestore M je funkcia f majorizovana funkciou p. Z kon-
vexnosti funkcie p mame

pla(m’ + px) + (1 — a)(m — Az)) < ap(m’ + pz) + (1 — a)p(m — Az).
Z predoslych dvoch nerovnosti uz vyplyva nerovnost (4.3]), ktort sme chceli dokazat. O

Dékaz Hahn-Banachovej vety. Budeme pracovat s mnozinou vsetkych linedrnych rozsireni
funkcie f, ktoré st majorizované funkciou p. Ciasto¢né usporiadanie je

g = h < h je rozsirenim g.
Lahko sa overi, Ze ak systém funkcii {f;;i € I} je retazec v tejto ¢iastoCne usporiadanej

mnozine, tak
f= U Ji
i€l
je jeho hornym ohranicenim a patri do nasej ¢iastocne usporiadanej mnoziny. Teda mnozina
s ktorou pracujeme mé maximélny prvok (podla ZL).

Zistili sme teda, ze existuje nejaké maximéalne rozsirenie fzobrazenia f. Predchadzajica
lema zarucCuje, Ze maximélne rozsirenie zobrazenia f uz musi byt definované na celom X,
inak by sa dalo rozsirit na podpriestor dimenzie vacsej o 1.

Ak navyse chceme ukazat aj tvrdenie o moznych hodnotach rozsireni, tak zacneme s fun-
kciou definovanou na [M U {z}] s predpisanou hodnotou v bode z, ktorej existenciu ndm
zaruci predchddzajica lema. O

7 Hahn-Banachovej vety pomerne lahko dostaneme tento casto pouzivany désledok:

Dosledok 4.3.12. Nech X je linedrny normovany priestor, M je podpriestor priestoru X
a nech f: M — R je ohraniceny linedrny funkciondl. Potom existuje linedrny funkciondl

[+ X = R rozsirujici f, pre ktory plati || f|| = || f]l-
Dékaz. Ak oznacime C = ||f|, tak pre z € M mame f(z) < C|z|. Staci teraz pouzit
Hahn-Banachovu vetu [4.3.10 pre p(x) = C/||z||. O
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4.3.4 Neprijemné dosledky axiéomy vyberu

Vysledky uvedené v tejto casti by mohli aspon scasti osvetlit, prec¢o u niektorych matematikov
vyvolavala axiéma vyberu nedéveru a hladali k nej rézne alternativy.

Existencia nemeratelnej mnoziny
Najprv pripomenme definiciu miery, s ktorou ste sa uz stretli na matematickej analyze.

Definicia 4.3.13. Mnozina S C P(X) sa nazjva o-algebra na mnozine X, ak plati
(i) X eS;
(ii) Ae S = X\ AecS; (mnozina S je uzavretd vzhladom na vytvaranie doplnkov)
(iii) A, € Spren € N = |J, oy A4n € S; (mnozina S je uzavretd vzhladom na spocitatelné
zjednotenia).
Ak S je nejakd o-algebra na X, tak funkcia m: S — (0,00) z S ak plati

m (U An> => m(4,)

neN neN

pre kazdy spocitatelny systém {A,;n € N} disjunktnych mnozin z S.
Prvky o-algebry S sa v takomto pripade zvykni nazyvat meratelné mnoziny.

Stru¢ne moézeme povedat, ze miera je funkcia zo o-algebry do R, ktord je nezdporni a
o-aditivna. (Vlastnost uvedend v definicia sa nazyva o-aditivita.)
Priamo z definicie sa lahko overi, ze miera je monoténna, t.j.

ACBAA,BeS=m(A) <m(B).
Budeme potrebovat este jednu Specidlnu vlastnost miery.

Definicia 4.3.14. Miera m: § — (0,00) na mnozine R sa nazyva invariantnd na posun
alebo translacne invarianind, ak pre kazdi mnozinu A € S a x € R aj mnozina

r+A={r+a;ac A}

patri do S a plati
m(x + A) = m(A).

Inak povedané, miera mnoziny sa nezmeni ak ju posunieme.

Miera na mnozine R, s ktorou ste sa pravdepodobne stretli, je Lebesguova miera. Tato
miera Spiﬁa m(I) = b— a pre kazdy interval I s koncovymi bodmi a < b, t.j. miera intervalu
je jeho dizka. T4to miera je navySe transla¢ne invariantn.

Podmienka, Ze miera intervalu je rovna dizke je pomerne prirodzend. Otazka je, ¢ vieme
dizku intervalu nejako rozsirit na mieru na P(X), t.j. ¢ vieme merat vSetky mnoziny. Nasle-
dujtce tvrdenie ukazuje, Ze (v ZFC) takito miera neexistuje.

Tvrdenie 4.3.15. Neexistuje translacne invariantnd miera m: P(R) — (0,00) takd, Ze
m({a, b)) = b — a pre lubovolné a < b, a,b € R.

Dékaz — Vitaliho konstrukcia. Predpokladajme, ze m: P(R) — (0,00) je translacne inva-
riantnd miera s uvedenymi vlastnostami.
Uvazujme rozklad grupy (R, +) podla podgrupy Q. Triedy tohoto rozkladu st mnoziny
tvaru
a+Q={a+qqeQ}
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pre a € R.

Pre kazdé a € R je mnozina (a + Q) N (0, 1) neprazdna a tieto mnoziny tvoria rozklad
(0,1) (st po dvoch disjunktné). Definujme V' ako vyberovii mnozinu {(a+Q)N{0,1);a € R},
t.j. V je takd mnozina, ze pre kazdé a € R je mnozina (a + Q) N (0,1) NV jednoprvkova.
(Z kazdej triedy rozkladu sme vybrali jedného reprezentanta, navySe sme to urobili tak, ze
tento reprezentant je z intervalu (0, 1).)

Ukéazeme, ze

onc |J ¢+vc(-12),
4€QN(~1,1)

kde g+ V ={q+v;v eV}

Pre kazdé redlne cislo a € R existuje v € V, také, ze a + Q = v + Q, ¢o je ekvivalentné
s podmienkou a — v € Q. Navyse vieme, ze v € (0, 1).

Ak a € (0,1), tak z toho, Ze aj v € (0,1), dostaneme Ze ich rozdiel a — v je v intervale
(—1,1). Tedapre g =a—v € QN (—1,1) a mdme a = g+ v € ¢+ V. Tym sme dokézali
inkliziu (0, 1) C U qg+V.

q€QN(-1,1)

Stcasne ak a € ¢+ V pre nejaké g € (—1, 1), tak a sa d4 zapisat ako ¢ + v, kde v € V C
(0,1). Potom a = g +v € (—1,2). Teda plati aj inklizia U qg+V C(-1,2).

q€QN(-1,1)

Co vieme povedat o mnozine B := U q + V7 Tato mnozina je spocitatelné dis-

geQN(-1,1)
junktné zjednotenie mnozin tvaru g + V. KedZe miera m je translacne invariantna, plati
m(qg+ V) =m(V) a zo c-aditivity potom dostaneme

m(B) = Z m(g+V)= Z m(V).
qeQn(-1,1) qeQN(-1,1)

V zévislosti od hodnoty m(V) je teda m(B) bud 0 alebo +oo.
Stcasne vSak z monoténnosti m a z uz dokazanych inklazii mame

1= m((0,1)) < m(B) < m((~1,2)) = 3,
¢im dostavame spor. O
Dosledok 4.3.16. Existuje lebesguovsky nemeratelnd podmnozina R.
Poznamka 4.3.17. Existencia lebesguovsky nemeratelnej podmnoziny R sa nedé dokéazat
v ZF.

Banach-Tarskiho paradox

Este spomenieme bez dokazu jeden velmi znamy a velmi kontraintuitivny désledok axidémy
vyberu.

Veta 4.3.18 (Banach-Tarski). Pre lubovolné dve ohranicené mnoZiny A,B C R", n > 3,
ktoré maju neprdzdne vnitro, existuju rozklady A = A;U---U A a B = B U---U By
na konecény pocet mnoZin také, Ze A; a B; si kongruentné (t.j. jednu z druhej mozno ziskat
posunutim a otocenim).

Tento vysledok znie naozaj velmi paradoxne. Znamena, ze gulu je mozné rozlozit na
kone¢ny pocet Casti, tie popresuvat a poskladat do dvojice gul rovnakej velkosti. Samozrejme,
jednotlivé casti rozkladu st nemeratelné mnoziny (ak by boli meratelné, kongruentné mnoziny
by mali rovnaky objem/Lebesguovu mieru).
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Kniha [Wap] je veelku prijemné ¢itanie o histérii tohoto paradoxu. Pristupnym spdsobom
sa snazi vysvetlif tento paradox a naznacit jeho dokaz. Obsahuje aj viacero historickych
zaujimavosti zo zivota matematikov, ktorych vysledky sa v tejto knihe spominaji. Dalsia
zndme kniha venovand Banach-Tarskiho paradoxu je [Wag].

Problémy

Hamelova baza

7 prvého roc¢nika poznate bazy v koneénorozmernych vektorovych priestoroch. Da sa ukazaf,
7e podobne sa da definovat baza pre Tubovolny (aj nekoneénorozmerny) priestor a viaceré
zakladné vlastnosti bazy platia aj v nekone¢norozmernych priestoroch.

Definicia 4.3.19. Nech V je vektorovy priestor nad polom F.

Podmnozinu A C V nazyvame linedrne nezdvislou podmnozinou, ak fubovolny koneény
pocet vektorov z A tvori linedrne nezavisly systém vektorov, ¢ize pre Iubovolné n € N,
C1y...yCn € Fad,..., d, € Aplati

101+ -+ cpdy, =0 = cp=-=¢p,=0.

Hovorime, ze podmnozina A C V' generuje priestor V', ak kazdy vektor z A sa d4 napisat
ako linedrna kombinécia (koneéného poctu) vektorov z A, t.j. pre kazdé & € V existujun € N,
C1y.-yCn € Fady,... d, €A také, ze

a=cl1+ -+ cpay.

Oznadujeme [A] = V.
Podmnozina A sa nazyva Hamelova biza (alebo strucne béza) priestoru V, ak je linedrne
nezavisla a [A] = V.

Problém 4.3.1.

a) Porovnajte definiciu linedrnej mnoziny, generujicej mnoziny a bazy s pojmami, ktoré
ste sa ucili pre kone¢norozmerné vektorové priestory.

b) Néjdite Hamelovu bézu v priestore cpg pozostévajicom z postupnosti redlnych cisel,
ktoré majui iba konecne vela nenulovych hodnot.

c) Ukazte, ze ak V je vektorovy priestor nad polom F a A je linedrne nezdvisld podmnoZina
V, tak existuje Hamelova bdza B takd, ze A C B. (Ndvod: Pomocou Zornovej lemy
ukazte, ze existuje maximdlna linedrne nezdvislda mnozina s vlastnostou B O A. O nej
ukdzte, Ze je to baza.)

d) Ukéazte, ze Iubovolné dve bazy maji rovnakd kardinalitu. (Navod: Najprv sa pozrite
na pripad ked jedna z baz je konecnd. Ak mame dve nekonecné bazy By a Bs, tak
pre kazdé @ € By existuje jednoznadne urcend konecnd mnozina By (&) vektorov z B,
ktorych linedrnou kombindciou je &. Pokuste sa ukdzat Bs = |J Ba(&).) Z tohoto

aEeB;
vysledku vyplyva, ze aj pre nekone¢norozmerné vektorové priestory ma zmysel hovorit
o dimenzii, bude to vSak teraz uz kardindlne ¢islo. Ak budeme chciet zdoraznit, Ze
mame na mysli kardinalitu Hamelovej bazy, pouzijeme nazov Hamelova dimenzia.

e) Nech B je Hamelova baza vektorového priestoru V' a f: B — W je zobrazenie, pricom
W je vektorovy priestor. Potom existuje prave jedno linedrne zobrazenie g: V. — W
také, ze glp = f.

f) Vektorové priestory V a W st izomorfné prave vtedy, ked maji rovnakd Hamelovu
dimenziu.
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Poznamka 4.3.20. Existenciu Hamelovej bazy sa nam nepodari dokézat bez pouzitia axi-
omy vyberu. V ZF sa totiz d4 ukazat, ze z existencie bazy pre kaZdy vektorovy priestor uz
vyplyva axiéma vyberu, pozri [Bla], [Hall, Theorem 5.4], [Her2, Theorem 4.44], [HR] Form
1A].

Ako sme vsak videli napriklad pre konecnorozmerné priestory ale aj pre priestor cgg
v probléme [£.31] v niektorych konkrétnych prikladoch vieme bdzu explicitne popisat a ne-
potrebujeme pouzivat AC.

Napriklad otazka, ¢i AC vyplyva z existencie bazy pre kazdy vektorovy priestor nad polom
R, je stale otvorend, pozri [Pl 7.5.18, p.586] alebo [Her2 p.68].

K tejto téme sa neskor este vratime — Hamelovymi bazami v Banachovych priestoroch sa
budeme zaoberat v Casti Ale uz aj na tomto mieste spomenieme nieco viac o tom, ako
je to s badzami v linedrnom normovanom, ¢i Banachovom priestore.

Problém 4.3.2.
a) Nech X je nekoneénorozmerny linedrny normovany priestor. Ukézte, Ze existuje linedrne
zobrazenie f: X — R, ktoré nie je spojitéﬂ
b) Ak X je vektorovy priestor a B je jeho béza, tak rovnost

T = Z fb(m)a

beB

kde pre kazdé z je iba konecne vela z hodnét fi(z) nenulovych, jednoznacne definuje pre
kazdé b € B zobrazenie f: X — R. (Preco?) Ukdzte, ze pre kazdé b € B je zobrazenie
fv linedrne.
¢) Nech X je Banachov priestor. Ukdzte, ze iba konecne vela z linedrnych funkcioné-
lov fp: X — R mdze byt spojitych. (Ndvod 1: Skuste zvolit bazu tak, ze jej prvky
(o)

maju velkost jedna a pozriet sa na prvok z := ) Q%bz Navod 2: Skuste najprv po-

i=1

mocou Banach-Steinhausovej vety ukdzat sup{||fp|;b € C} < o0, kde C = {b €
B; fy je spojité zobrazenie}.)

d) Ukézte, ze ak X je nekonecnorozmerny priestor, tak Tubovolny koneény pocet funkci-
onalov f, moze byt spojity.

e) Ukézte, ze ak X je linedrny normovany priestor, tak moézu byt (pre vhodnd bézu B)
spojité vsetky funkciondly fi,. (Samozrejme, z predchadzajicich ¢asti vyplyva, ze takyto
priestor nemdze byt tplny.)

Poznamka 4.3.21. TODO Schauderova baza

Cauchyho funkciondlna rovnica

Cauchyho funkciondlnou rovnicou nazyvame rovnicu

(Vo,y € R)f(z +y) = flx) + fy), (4.4)

kde f je funkcia z R do R.

Funkcie f: R — R vyhovujice tejto rovnici sa ¢asto nazyvaja aj aditivne funkcie.

Mozeme si tiez vsimnut, Ze rieSenia tejto funkciondlnej rovnice su vlastne presne grupové
homomorfizmy (R,+) — (R, +).

Ukdzeme si, ze ak priddme niektoré dodatotné podmienky (napriklad spojitost), tak st
vsetky riesenia rovnice velmi jednoduché; ale s pomocou axiémy vyberu sa dé ukazat
aj existencia nespojitych rieseni.

5 Azda sa oplati pripomentit, e ak X je koneénorozmerny lineidrny normovany priestor, tak kazdy linedrny
funkciondl na X je spojity.
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Problém 4.3.3.
a) Ak f je rieSenie 7 tak pre Iubovolné r € Q, z € R plati f(rz) = rf(z).
b) Ak f je spojité rieSenie (4.4), tak f(z) = ax pre nejaké a € R.
¢) Ukézte, ze existuji aj nespojité rieSenia rovnice (4.4). (Ndvod: Skiste sa pozriet na
R ako vektorovy priestor nad @ a vyuzit to, ¢o vieme o Hamelovej baze a linearnych
zobrazeniach z problému [£.3.1])

Nasli sme vSetky spojité riesenia Cauchyho rovnice, dokazali sme vSak aj existenciu ne-
spojitych rieseni. UkdZeme si, Ze nespojité riesenia maji neobvyklé vlastnosti. Takato funkcia
napriklad nie je spojitd v ziadnom bode a jej graf je hustd podmnozina roviny.

Problém 4.3.4.

a) Ak nejakd funkcia f: R — R spliia a je spojitd v jednom bode zy € R, tak je
spojita na celom R.

b) Ak nejakd funkcia f: R — R spliia a je ohranicend na nejakom netrividlnom
intervale I, tak f je spojité.

c) Ak nejakd funkcia f: R - R spliia a je navySe monoténna na nejakom netrivial-
nom intervale I, tak f je spojita.

d) Ak f: R — R je nespojité riesenie , tak graf tejto funkcie

G(f) = {(z, f(z));z € R}
je hust4 podmnozina R2.

Dalsim zaujimavym faktom je to, Ze dokonca kazdé meratelné riesenie je spojité. (Inak
povedané: Nespojité rieSenia Cauchyho funkcionélnej rovnice st nemeratelné.)
Pri dokaze sa mdze hodit nasledujici vysledok:

Veta 4.3.22 (Steinhaus). Nech A C R je Lebesguovsky meratelnd mnoZina s kladnou mierou.
Potom mnoZzina

A—A={z—y;z,yc A}
je okolie nuly, t.j. existuje ¢ > 0 také, Ze (—e,e) C A — A.

Analogicky vysledok plati aj v R™. Dékaz tejto vety sa d najst napriklad v [AEL Theorem
5.18], [Ku, Section 3.7], [O, Theorem 4.8][]

Problém 4.3.5. Dokézte, ze ak funkcia spliia a je meratelna, tak je spojita.

(Navod 1: Sta¢i nam ukézat, Ze pre kazdé okolie nuly je jeho vzor opéaf okolim nuly. Ak
U je okolie nuly, tak existuje otvorenda mnozina V taka, ze 0 € V C U aajV -V CU.
Ak Q = {gn;n € N}, tak dostaneme R = J, oy f~lgn + V]. Pokiste sa nejako aplikovat
Steinhausovu vetu.

Néavod 2: B.u.n.v predpokladajme, ze f(a) = 1, f(b) = 0 pre nejaké reilne ¢isla a,b # 0.

Polozme A, = f~'(n,n+1) a zvolme ¢, € Q tak, Ze |na — g,b| < % Dalej pre n € Z
polozme By := Ag N (—%, %) a B, := By + na — ¢,b. Pre takto zvolené mnoziny by ste mali

byt schopni ukézat A, N(0,1) C B,, C (—1,2), z éoho vyplyva

<0’ 1> - U Bn - <_172>'
neZ

Z tohoto by sa uz mal dat odvodit spor.)

6Pozri aj https://en.wikipedia.org/wiki/Steinhaus_theorem a |http://math.stackexchange.com/
questions/38902/the-set-of-differences-for-a-set-of-positive-lebesgue-measure.
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Poznamka 4.3.23. Videli sme, ze s pomocou axiémy vyberu vieme ukazat existenciu neme-
ratelnych rieseni . Existencia nemeratelnej funkcie samozrejme uz implikuje aj existenciu
nemeratelnej mnoziny — ti sme uz predtym dokézali v tvrdeni

Z toho hned vidime aj to, ze existencia nespojitych rieseni sa neda dokazat v ZF,
pretoZe v ZF nie je mozné dokdzat existenciu nemeratelnych mnozin (pozndmka .

Linearizacia ¢iastoéne usporiadanej mnoziny

Vsetky pojmy potrebné v tejto tilohe by ste mali poznat z predmetov Diskrétna matema-
tika 1,2 (prvy roc¢nik).

Problém 4.3.6.
a) Ukézte, Ze pre kazdu ¢iastoéne usporiadani mnozinu (A, <) existuje linearizdcia (A, <),
t.j. také linedrne usporiadanie na mnozine A, ze pre Iubovolné a,b € A plati

a<b = a=b.

(Preferované rieSenie je pomocou Zornovej lemy.) Tento vysledok sa zvykne volat aj
Szpilrajnova veta.

b) Ukdzte, Ze pre dva prvky a, b ¢iastocne usporiadanej mnoziny (A, <) plati a < b prave
vtedy, ked a < b plati pre kazdu jej linearizaciu (A4, X).

c¢) Néjdite priklad koneénej ¢iastoéne usporiadanej mnoziny, ktord nie je linedrne usporia-
dand. Ako vyzera linearizacia mnoziny, ktord ste si vybrali?

d) Ukézte na priklade, ze linearizécia ¢iastocne usporiadanej mnoziny nemusi byt jedno-
znacne urcend.

Existencia volnych ultrafiltrov

S pojmom ultrafiltra a centrovaného systému sa mozete stretntat napriklad na predmetoch
Vseobecna topoldgia a Teéria mnozin a matematicka logika. Potrebné definicie st
uvedené aj v Casti|6.3

Problém 4.3.7.

a) Nech F je filter na mnozine M. Ukdzte, ze F je ultrafilter prave vtedy, ked F je
maximédlny (vzhladom na inkltziu) filter na M (t.j. je to maximalny prvok v mnozine
filtrov na M, ak za ¢iasto¢né usporiadanie berieme C).

b) Ukézte, ze pre kazdy centrovany systém S existuje ultrafilter F, ktory ho obsahuje.
(Navod: Zornova lema.)

c¢) Ukézte, Ze kazdy volny ultrafilter 7 na mnozine N m4 kardinalitu ¢. (MoZete, vyuzivat,
ze pre nekonecny kardinal a plati a + a = a; hoci tento fakt sme este nedokézali; pozri

poznamku [2.7.13])

Existencia maximalnych idedlov v okruhoch s jednotkou

Vsetky pojmy, ktoré st potrebné v tejto ilohe by ste mali poznat z predmetov Algebra 1,2
(druhy ro¢nik).

Problém 4.3.8.
a) Pripomerite definiciu idedlu a maximélneho idedlu.
b) Ukézte, Ze ak R je okruh s jednotkou a I je vlastny idedl v R, tak existuje maximélny
ideal J v okruhu R taky, ze I C J.
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c)

4)

Ako dosledok dostaneme, Ze kazdy okruh s jednotkou mé maximdlny idedl. (Preco?)
Kedy je v okruhu s jednotkou jediny maximalny ideal?

N&jdite priklad okruhu, ktory nemd ziadne maximdlne idedly. (Rieseni je urcite vela,
ale jeden moznych hintov by bol: Ked si vezmeme Iubovolni grupu (G, +), tak dodefi-
novanim a-b = 0 dostaneme okruh, ktory nemé jednotku. Treba sktsit sformulovat, aké
podmienky by mala spitiat nasa grupa, aby sme dostali kontrapriklad a potom sa poki-
sit takd grupu najst.) Kedze tdto ¢ast dlohy nie je (podla méjho ndzoru) jednoduchd,
pokojne moézete slovo ,najdite“ chapat ako ,nédjdite v literatiire alebo na internete*.
Ked uz budete mat nejaky vhodny priklad — ¢i uz ste ho vymysleli sami, niekto vam
ho poradil, alebo ste ho niekde nasli — zd6vodnenie, Ze ide skuto¢ne o kontrapriklad, sa
pokuste vymysliet samostatne.

Maximalny antiretazec

Problém 4.3.9. Pripometime, Ze podmnozina A ¢iastoéne usporiadanej mnoziny (P, <) sa
nazyva antiretazec, ak ziadne dva rézne prvky z A nie si porovnatelné.

a)
b)

Ukazte, ze v kazdej ¢iastocne usporiadanej mnozine existuje maximélny antiretazec.
(Pod ,maximélny“ tu rozumieme maximélny vzhladom na inkliziu.)

Ukazte, ze v kazdej nekonecnej Ciastocne usporiadanej mnozine existuje nekonecny
antiretazec alebo nekoneény retazec. (Hint: Mozno pomoze uvedomit si, ze ak A je
maximéalny antiretazec v (P, <), tak pre kazdé p € P existuje a € A také, Ze a a p st
porovnatelné; t.j. kazdy prvok z P lezi nad alebo pod niektorym prvkom z antiretazca
A)

Vysledku, ze kazda ¢iastocne usporiadand mnozina sa niekedy hovori aj Kurepov princip.
Azda stoji za zmienku, ze z Kurepovho principu uz vyplyva (v ZF) axiéma vyberu, pozri
napriklad [Halll Theorem 5.4].

Ortonorméalna baza

V tomto probléme sa vyskytni sumy, kde budeme scitovat prvky systému indexované mno-
zinou, ktord nemusi byt spocitatelna. Zakladné veci o takychto suméch si mozete zopako-
vat precitanim dodatku |[Bl VSetky sumy vyskytujice sa v tomto probléme budeme chépat
v zmysle definicie [B.1.1]

Problém 4.3.10.

a)

b)

Nech X je priestor so skalarnym suc¢inom. Ukazte, Zze v nom existuje ortonormalny
systém {z;;i € I}, ktory je maximdlny vzhladom na inklaziu. (Ortornomdlny systém
znamend, ze ||z;||* = 1 pre kazdé i a (xv;,z;) =0 pre i # j.)

Ukéazte, Ze ak {x;;4 € I} je maximélny ortonormélny systém, tak jeho linedrny obal
[x;;1 € I] je husty v X.

Ukézte, ze ak x; je ortornormélny systém a x = > ¢z, y = Y, d;x;, tak existuje suma

i€l i€l
> ¢;d; a plati
i€l
(x,y) = Zcidi.
iel
Specidlne dostaneme ||z = Y 22,2
i€l
Predpokladajme teraz navyse, ze X je Hilbertov priestor. Ak existuje suma Y c7, tak

i€l
konverguje aj Y ¢;x;.
iel
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e) Nech M je lubovolnd mnozina. Definujme

lo(M) ={z: M - R; fo < 00}
ieM

Dokézte, ze €o(M) je vektorovy priestor. Ak dalej definujeme

(z,y) = Z Lili,

i€ M

tak tento predpis definuje skaldrny sicin na fo(M) a takymto sposobom dostaneme
Hilbertov priestor. (Hint: Pri dokaze, ze priestor £5(M) je uzavrety na scitovanie, moze
pomdct dokazat najprv Cauchy-Schwarzovu nerovnost > x;y; < [ > xl> (Z yl>
ieM ieM ieM

Pri dokaze tplnosti sa pokuste zopakovat obvykly dokaz pre ¢5.) Mozeme si vSimnut,
ze pre M = N dostavame obvykly priestor /5.

f) Ukézte, ze kazdy Hilbertov priestor X je izomorfn}ﬂ s priestorom f5(M) pre nejakd
mnozinu M.

Vsimnime si, Ze sme vlastne ukédzali takyto vysledok: Nech {z;,i € M} je maximélny
ortonormélny systém v Hilbertovom priestore X. Kazdy prvok x € X sa da jednoznacne
vyjadrit v tvare > ¢;z;. (Konkrétne mame ¢; = (z,x;).)

ieM

Poznamenajmiz este, ze ak je Hilbertov priestor X separabilny, tak je izomorfny s pries-
torom /.

Mozeme si uvedomit, ze sme vlastne v istom zmysle klasifikovali vSetky Hilbertove pries-
tory: Vieme, ze ich moZeme dostat ako ¢5(M) pre vhodni mnozinu M. (Kardinalita tejto
mnoziny je rovnaka ako kardinalita maximélneho ortogonalneho systému. Je dany priestorom
jednoznacne urcend a hovori sa jej Hilbertova dimenzia.)

Do istej miery je to analdgia toho, ako ste v prvom ro¢niku klasifikovali vSetky kone¢no-
rozmerné vektorové priestory — aZ na izomorfizmus si to priestory tvaru F™. (Resp. teraz, ked
uz vieme aj o Hamelovej bdze, mame podobnu klasifikdciu uz pre vSetky vektorové priestory.)

Cvicenia

Uloha 4.3.1. a) N4jdite vietky spojité rieSenia funkcionélnej rovnice f(z +y) = f(x)- f(y);
f: R — R. Existuja aj nespojité riesenia?

b) Najdite vSetky spojité rieSenia funkciondlnej rovnice f(zy) = f(z)+ f(y); f: (0,00) — R.
Existujt aj nespojité riesenia?

c¢) Néjdite vsetky spojité rieSenia funkciondlnej rovnice f(zy) = f(x) - f(y); f: (0,00) = R.
Existuju aj nespojité riesenia?

Uloha 4.3.2. Pouzitim Hamelovej bazy ukézte, ze grupy (R, +) a (C,+) st izomorfné.
Uloha 4.3.3. Ukézte pomocou Zornovej lemy, 7e pre Iubovolné dve mnoziny A, B existuje

injekcia z A do B alebo injekcia z B do A. (Tento vysledok pomocou (WO) a vlastnosti dobre
usporiadanych mnozin ukadzeme v dosledku )

Uloha 4.3.4. Nech X je topologicky priestor a B je baza jeho topolégie. Ukazte, ze X je
kompaktny prave vtedy, ked pre kazdé pokrytie priestoru Xmnozinami z B existuje konecné
podpokrytie.

"Pod izomorfizmov Hilbertovych priestorov rozumieme linedrny izomorfizmus, ktory zachovava aj skaldrny
sucin.
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Uloha 4.3.5. Ukézte pomocou Alexandrovej vety o subbaze, Ze jednotkovy interval (0, 1)
s obvyklou topoldgiou je kompaktny.

Uloha 4.3.6. Ak4 je kardinalita Hamelovej bdzy R ako vektorového priestoru nad Q? (Mé-
zete, vyuzivat, Ze pre nekonecné kardinaly a, b plati a + b = ab = max{a, b}; hoci tento fakt
sme este nedokdzali; pozri pozndmku [2.7.13])

Uloha 4.3.7. Nech X je vektorovy priestor a f: X — R je funkcia. Ukdzte, Ze:
a) Ak f je polonorma, tak f je sublinedrna funkcia.
b) Ak f je sublinedrna funkcia, tak f je konvexn4.
¢) Ak f je pozitivne homogénna a konvexnd, tak f je sublinedrna.
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Kapitola 5

Ordinalne d¢isla

5.1 Zakladna veta o dobre usporiadanych mnozinach

Skor nez sa dostaneme k definicii a vlastnostiam ordindlnych ¢isel, budeme potrebovat este
niektoré dalsie vysledky o dobrych usporiadaniach.

Tvrdenie 5.1.1. Nech (A,<) je dobre usporiadand mnoZina a f: A — A je injektivne
monoténne zobrazenie. Potom pre kazdé a € A plati a < f(a).

Dékaz. Sporom. Predpokladajme, Ze tvrdenie neplati, ¢o znamend, Ze mnozina B := {a €
A;a > f(a)} je neprazdna. Potom existuje jej najmensi prvok b = min B.

Zrejme plati b > f(b). Z monoténnosti mame f(b) > f(f(b)), ked navySe vyuZijeme
injektivnost, tak vidime, ze f(b) > f(f(b)).

Zistili sme, ze f(b) € B, sicasne vsak plati f(b) < b, ¢o je spor s predpokladom, Ze b je
najmensi prvok mnoziny B. O

7 predoslého tvrdenia Tahko dostaneme nasledujuci vysledok:

Lema 5.1.2. Nech (A, <) je dobre usporiadand mnozina. Ak f: A — A je izomorfizmus, tak
f=idy.

Dokaz. Pre Iubovolné a € A mame
a < f(a) < 7 (f(a)) = a.
(Vyuzili sme dvakrét tvrdenie raz pre zobrazenie f a raz pre f71.) O

Désledok 5.1.3. Ak (A, <) a (B, <) st dobre usporiadané mnoZiny, tak existuje najviac
jeden izomorfizmus medzi A a B.

Dékaz. Nech f,g: A — B st izomorfizmy medzi danymi dobre usporiadanymi mnozinami.
Potom ¢! o f je izomorfizmus z A do A, ¢o podla lemy znamend, e g~ o f =idy, a
teda g = f. O

Dosledok 5.1.4. Nech (A, <) je dobre usporiadand mnoZina, B je pociatocny usek mnoZiny

Aa f: A— B jeizomorfizmus. Potom B = A a f =ida. (Inak povedané: Dobre usporiadand
mnozina nemaoze byl izomorfnd s vlastnym pociatoéngm dsekom seba samej.)

(0]
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Dokaz. Zobrazenie f mdézeme chapat ako zobrazenie f: A — A, pretoze B C A. Teda podla
tvrdenia pre kazdé a € A plati a < f(a). KedZe f(a) € f[A] = B a B je pociatocny
tsek, dostavame z tejto nerovnosti, ze aj a € B.

Ukazali sme, ze kazdy prvok mnoziny A patri do B, ¢o znamend, ze A C B.

Maéame uz teda dokézani rovnost A = B a vieme, ze f: A — A je bijektivne monoténne
zobrazenie. Podla lemy [5.1.2] to znamena, ze f = id4. O

Nasledujtci vysledok bude pre nés pomerne dolezity:

Veta 5.1.5 (Zékladn4 veta o dobre usporiadanych mnozindch). Ak (A, <) a (B, <) st dobre
usporiadané mnoziny, tak bud (A, <) je izomorfnd s nejakgm pociatocngm tsekom mnoZiny
B alebo (B, <) je izomorfnd s nejakiym pociatoéngm dsekom mnoZiny A.

Plan dokazu je v podstate jednoduchy. Budeme sa snazit vnarat pociatoc¢né tiseky mnoziny
A do mnoziny B a potom o tychto zobrazenaich ukézat, ze st kompatibilné a daji sa ,zlepit“.

Doékaz. Budeme sa chvilu zaoberat izomorfizmami medzi pociatoénymi dsekmi mnozin A
a B. Nasim prvym cielom bude ukazat, ze vsetky takéto zobrazenia si v istom zmysle
ykompatibilné“ — to neskor vyuzijeme na dokaz tvrdenia vety.

Ukazeme najprv nasledujici fakt: Ak Ay, A5 C A, By, By C B st pociatocné tseky a
fi: Ay — By, fo: Ay — By st izomorfizmy medzi prislusnymi pociatoénymi tsekmi mno-
ziny A a nejakymi pociatoénymi tsekmi B, tak sa tieto zobrazenia na A; N Ay zhodujq,
tj. filaina, = fala,na,-

Uvazujme lubovolné x € A1 N Ay a ozna¢me fi(z) = y1, fo(x) = yo. Oznacme C := {a €
Aj;a <z} a Dy :={be B;b< fi(x)}. Ukdzeme, Ze fi1|c je bijekcia medzi C a Dy, ktora
zachovava usporiadanie.

Najprv si musime uvedomit, Ze ide skuto¢ne o zobrazenie, teda, ze plati fi(c) € D; pre
kazdé ¢ € C. To vyplyva z toho, ze f; zachovava usporiadanie, preto z ¢ € C vyplyva ¢ < x
= fl(C) < fl(JC) =Y, a teda fl(C) c Dy.

KedzZe f1|c je zGZenie injekcie zachovdvajicej usporiadanie, aj toto zobrazenie zachovava
usporiadanie a je injektivne. (Tieto vlastnosti sa zachovaji pri ztiZeni.) Zostdva ndm ukazat
surjektivnost.

Nech teda d € Dy, o znamend, ze d < y;. Zo surjektivnosti f; dostaneme, Ze existuje
¢ € A; také, Ze fi1(c) = d. Stcasne z toho, Zze f1 zachovdva usporiadanie vidime, Ze nemdze
platit ¢ > z. (Z injektivnosti a monoténnosti by ndm totiz v takom pripade vyslo f(c) = d >
y1 = f(x).) Potom ale musi platit ¢ < z. Teda sme nasli v C vzor pre d, ¢im sme ukézali, ze
aj filc je surjektivne zobrazenie.

Rovnakym sposobom mozeme ukédzat, Ze fa|c je bijekcia medzi C' a Do := {b € B;b <
f(@)}.

Fakt, ze mame 2 takéto bijekcie vyuzijeme na dokaz toho, ze y; = y. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, Ze y; < y2. Mdme bijekciu g := (fi|c) o (f2lc)~t: Dy — Dy.
TAto bijekcie navyse zachovdva aj usporiadanie (lebo f1 aj fo si monoténne).

Pretoze Dy C Dy je pociatoény usek, na zdklade dosledku dostéavame, ze g = idp,
a file = falc-

Ozna¢me § = {D C A; D je pociato¢ny tsek mnoziny A a existuje bijekcia medzi D a
nejakym podiatoénym tisekom mnoziny B}. Ak tieto mnoziny zjednotime, dostaneme mno-
zinu C = |J S8, ktord je opat pociatoénym tsekom A. NavySe, modzeme definovat zobrazenie
f: C — B, tak, ze f(z) je spoloéna hodnota vSetkych bijekcii z po¢iato¢nych tisekov obsahu-
jucich z. Takéto zobrazenie opét zachovava usporiadanie a je to bijekcia na nejaky pociatocny
tisek mnoziny B. (Konkrétne je to pociatocny tsek pcs f[D].)
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Ak C = A, nasli sme bijekciu medzi A a pociatoénym tsekom B. Ak f[C] = B, tak méme
bijekciu medzi pociatoénym tsekom A a celou mnozinou B. Jediny pripad, ktory nevyhovuje
dokazovanému tvrdeniu je ten, ze by obe tieto podmnoziny boli vlastné. Ukazeme, ze takyto
pripad nemdze nastat.

Sporom. Nech A\ C' # 0 aj B\ f[C] # 0. Definujme a := min(A\ C), b := min(B\ f[C]).
Méme bijekciu f: A — f(A). Potom aj zobrazenie f: C' U {a} — f[C] U {b} definované ako

A {f(fv) zeC,

b T =aq.

je bijekcia medzi pociatocnymi isekmi mnozin A a B, ktora zachovava usporiadanie. Potom
aj AU{a} € S, ¢o je spor s tym, ze a ¢ |JS. O

S vyuzitim vety uz vieme ukézat (s pouzitim AC, presnejsie WO), Ze Tubovolné dve
kardindlne ¢isla sti porovnatelné.

Dosledok 5.1.6. Pre [ubovolné dve kardindlne c¢isla a, b plati a < b alebo b < a.
Désledok mozeme ekvivalentne preformulovat aj takymto spésobom:

Désledok 5.1.7 (AC). Pre lubovolné mnoziny X, Y existuje injekcia z X do'Y alebo existuje
injekcia 2z Y do X.

Na zéklade tlohy by sme mohli druhu cast v predchadzajicej formulécii nahradit
existenciou surjekcie z X do Y. T.j. pre dve mnoziny X, Y v smere X — Y vzdy existuje
injekcia alebo surjekcia X — Y.

Dékaz. Nech X, Y sa Iubovolné dobre usporiadané mnoziny. Podla vety existuje na
mnozine X dobré usporiadanie <x a na mnozine Y dobré usporiadanie <y. Z vety
dostdvame, Ze existuje bud (X, <x) je izomorfné s nejakym pociatoénym usekom (Y, <y ),
¢o implikuje existenciu injekcie z X do Y, alebo obratene. O

Désledok sa d4 pomerne Jahko dokdzat aj pomocou Zornovej lemy — tloha .3.3]

5.2 ,Naivny“ pristup k ordinalom

Cielom tejto kapitoly je zadefinovat ordindlne ¢isla. Velmi strucéne sa da vysvetlit o ¢o ide na
zéklade analdgie s kardindlnymi Cislami. Pre kazdi mnozinu existuje kardinédlne ¢islo a dve
mnoziny maju rovnaké kardinalne ¢isla prave vtedy, ked medzi nimi existuje bijekcia. Inak
povedané, z kazdej ,triedy ekvivalencie®“ vsetkych mnozin rovnakej mohutnosti sme vybrali
jedného reprezentanta. Pri ordinalnych ¢islach p6jde o nie¢o podobné, ale hovorit budeme
o dobre usporiadanych mnozindch (¢iZze okrem mnoziny bude na nej dané aj nejaké dobré
usporiadanie) a ekvivalencia bude uréend existenciou izomorfizmu medzi nimi.

V casti[p.3| uvidime, ako sa ordindlne ¢isla daji zaviest i v rdmci ZFC. Ak vSak netrvidme
na axiomatickom pristupe a uspokojime sa s naivnou tedériou mnozin, tak by ndm mala
stacit aj menej formélna definicia ordindlov. Napriek tomu nezaskodi vedief aspon nieco aj
o obvyklej konstrukcii ordinalov pouzivanej v axiomatickej teérii mnozin — najmaé preto, aby
sme rozumeli dokazom transfintnou indukciou, ak narazime na nejaky text vyuzivajuici tuto
konstrukciu.

Este poznamenajme, ze cCitatel, ktory uprednostni axiomaticky pristup, moze namiesto
tejto podkapitoly c¢itat nasledujicu. Resp. ak sa rozhodne precitat si obe, tak ich moze citat
v Tubovolnom poradi.

7

{dum2 : DOSPOROVKARD}

{dum2:DOSPOROVINJ}

{defordnaiv:SECTDEFORDNA



{defordnaiv:DEFKARDNASL}

{defordnew:DEFVONNEU}

{defordnew:EQTRANZ}

efordnew: LMTRANZSUBSETS}

78 Von Neumanova konstrukcia ordinalnych ¢isel*

5.2.1 Kardinaly ako inicidlne ordinaly

Poznamka 5.2.1. Priamo z toho, ako sme definovali kardinaly, dostaneme, zZe kazda mnozina
kardinalov ma najmensi prvok.

Kardinaly st podtriedou ordinalov. Teda lubovolnd mnozina kardindlov je stcasne ordi-
nalov a teda je dobre usporiadand. Nerovnost medzi kardinalnymi ¢éislami je rovnakéd bez
ohladu na to, ¢i ich porovnavame v zmysle nerovnosti kardindlnych ¢isel — existencia injekcie
— alebo v zmysle nerovnosti ordinalnych ¢isel — existencia vnorenia na pociatoény usek.

Definicia 5.2.2. Pre lubovolné kardindlne ¢islo » nazyvame najmensie kardindlne c¢islo,
ktoré je ostro vicsie ako sz, kardindlnym nasledovnikom &isla » a oznadujeme ho s,
Specidlne kardindlny nasledovnik ¢isla Ry oznacujeme R;.

5.3 Von Neumanova konstrukcia ordinalnych cisel*

Poznamka 5.3.1. Ordindlne ¢isla chceme zaviest uz v tejto kapitole uz skutocne v ZFC,
t.j. definicia ktort uvedieme by sa dala prepisat ako formula jazyka teérie mnozin a z axiém
ZFC sa d4 ukazat, 7e objekty spliiajice tito vlastnost skutoéne reprezentuji v uvedenom
zmysle vSetky dobre usporiadané mnoziny. Pokial je c¢itatel ochotny uverit tomu, ze sa takéto
nie¢o da urobit v ZFC alebo je spokojny s naivnym pristupom k ordindlnym ¢islam ako
typom dobre usporiadanych mnozin, tak v podstate moéze preskocit definiciu ordinalnych ¢isel,
bude si vsak musiet samostatne rozmysliet, ako pri naivnom pristupe definujeme nerovnost
ordinalnych ¢isel a operacie s nimi. Takisto si bude musiet samostatne dokazat tvrdenia,
ktoré tu uvedieme. (S vynimkou tvrdeni o vztahu medzi o € 8, a C 8 a o < 8 — tie treba
akceptovat a v dalsom chépat tieto vyroky o ordindloch ako ekvivalentné.)

Myslim si vsak, ze axiomaticky pristup k ordinalnym ¢islam nie je az taky komplikovany,
takze nie je velmi vyhodné zvolit naivny pristup. (Resp. pri volbe naivného pristupu by bolo
asi vhodnejsie dalsi text a poradie, v akom tvrdenia dokazujeme, organizovat inak.)

5.3.1 Tranzitivne mnoziny

Najprv zavedieme pojem tranzitivnej mnoziny a ukdzeme si niektoré zdkladné vlastnosti
tranzitivnych mnozin.

Definicia 5.3.2. Mnozina X je tranzitivna, ak pre kazdé x € X plati z C X.

Definiciu tranzitivnej mnoziny moézeme ekvivalentne preformulovat tak, Ze plati
Ve,y)yere X =>ye X (5.1)

alebotiezy e x ANz € X = y € X. (Z (5.1) a z podmienky v leme vidno, odkial

sa vzalo pomenovanie tranzitivna mnozina.)
Jednoduché priklady tranzitivnych mnozin si napriklad 0, {0}, {0,{0}}.

Lema 5.3.3.
(i) Ak X a'Y sd tranzitivne mnoZiny, tak aj X NY a X UY je tranzitivna mnoZina.

(i) Ak kazdy prvok X € S je tranzitivna mnoZina, tak aj (S a |US sd tranzitivne. (V casti
hovoriacej o (S navyse predpokladime S # 0, aby sme mali zarucend ezistenciu
prieniku.)
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(iii) Ak X je tranzitivna mnoZina, tak reldcia € je tranzitivna na X prdve vtedy, ked kaZdy
prvok x € X je tranzitivna mnozina.

(iv) Ak X je tranzitivna mnoZina, tak aj mnoZina X U{X} je tranzitivna.

Doékaz. (i) Ak z € X NY, tak ¢ € X aj v € Y. Z tranzitivnosti mnozin X a Y dostaneme
rCXaxzCY,zcohovyplyvaz C X NY.

Podobne, ak z € XUY, tak x € X alebo xz € Y. V prvom pripade médme x C X C X UY,
vdruhomz CY C X UY.

(ii) Ak z € S, tak z € X pre kazdé X € S. Potom pre kazdé X € S mdme z C X, a
teda z C ) S.

Ak 2 € |JS, tak x € X pre nejaké X € S. Pre takéto X plati « C X, z doho dostédvame
xCUJS.

Predpokladajme, Ze reldcia € je tranzitivna na X a nech x € X. Ak z € y € «x,
tak z tranzitivnosti mame z € x, ¢o podla znamena, ze mnozina x je tranzitivna.

Teraz predpokladame, ze kazdy prvok X je tranzitivnou mnozinou. Ak z,y,z € X a
plati z € y € z, tak z toho, Ze z je tranzitivna a z dostaneme x € z.

(iv) Oznatme X' = X U {X}. Ak y € X', tak nastane jedna z tychto dvoch moznosti:
Bud plati y € X alebo y = X. V oboch pripadoch médme y C X C X'. Ukdzali sme, ze X' je
tranzitivna. O

Poznamka 5.3.4. Ked hovorime o reldcii € na mnozine A, mame na mysli mnozinu uspo-
riadanych dvojic {(a,b) € A x A;a € b}. (Hovorit o € nie je Gplne presné — korektnejsie by
azda bolo zaviest novy symbol — budeme to vsak takto pouzivat, kedze takéto vyjadrovanie
je strucné a aj rozsirené v literatire.)

Napokon presne rovnaka namietka by sa dala vzniest proti pouzivaniu symbolu C ako
reldcie. Napriek tomu sme na jeho pouzivanie zvyknuti, priam by sa dalo povedat, ze (P(X), C
) a podmnoziny takychto mnozin st patria medzi priklady ¢iastoéne usporiadanych mnozin,
s ktorymi sme sa najviac zoznamili, ked sme sa prvykrat ucili o ¢iastoc¢nych usporiadaniach.

5.3.2 Ordinalne ¢isla ako tranzitivne mnoziny

Definicia 5.3.5. Mnozina « sa nazyva ordindlne ¢islo alebo ordindl, ak « je tranzitivna
mnozina a € je dobré ostré usporiadanie na o.

Ordinélne ¢isla budeme obvykle oznacovat gréckymi pismenami.

Pripomenime, Ze ostrému ¢iastoénému usporiadaniu sme sa venovali na konci Casti[2.6] Ide
o relaciu, ktora je antireflexivna, asymetricka a sucasne tranzitivna. Predchadzajicu definiciu
by sme ekvivalentne mohli sformulovat aj tak, ze relacia € Uid, je dobré usporiadanie na a.

Vsimnime si, Ze antireflexivnost mame zadarmo — vyplyva z axiémy regularity (tvrdenie
3.1.4)).

Zadefinovali sme pojem ordindlu, zatial vSak nevieme ani to, ¢i nejaké ordinaly vobec
existuji. Pomocou nasledujiceho tvrdenia vieme najst viacero konkrétnych prikladov ordi-
nélov.

Tvrdenie 5.3.6.
(i) 0 je ordindlne cislo;
(ii) ak « je ordindlne &islo, tak aj S(a) = aU{a} je ordindlne cislo.

Ordindlne ¢islo S(a) nazgvame (ordindiny) nasledovnik ordindlu «.
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80 Von Neumanova konstrukcia ordinalnych ¢isel*

Dokaz. (i) Zrejmé.

(ii) Podla tvrdenia je S(a) tranzitivna mnozina. Sta¢i ndm teda uz len ukazat,
Ze € je ostré dobré usporiadanie na S(«). Na to si sta¢i uvedomit, Ze to, ¢o dostaneme, je to
isté, ako ked pouzijeme konstrukciu z prikladu pre (ostro) dobre usporiadané mnoziny
(o, €) a ({a}, €). (V tomto pripade ide o disjunktné mnoziny, takze by sme vobec nemuseli
pouzivat zdisjunktnenie ako v uvedenom priklade.)

Skutocne, ak 5 € S(a) \ {a}, tak plati § € a a sufasne o ¢ . (Ak by platilo o €
B, tak mame o € B € « a z tranzitivnosti mnoziny a potom plati o € «, ¢o je spor
s axiémou regularity.) Takze jediny rozdiel oproti relacii definovanej v priklade je ten,
7e tu pouzivame ostré usporiadanie. O

Priklad 5.3.7. Mnozina () je ocividne ordindlne ¢islo. Ked sa budeme na tito mnozinu
pozerat ako na ordinél,v tak budeme velmi casto pouzivat oznacenie 0. T.j. ako prvy priklad
ordindlu mdme 0 = ). Dalsie priklady mozeme dostat z tvrdenia 1=50)=0uU{0}=
{0}
2=5(1)=10{1} ={0,1} = {0, {{0}}}
3=25(2)=20{2} ={0,1,2} = {0, {{0}}, {0, {{0} } }}

Nasledujtice tvrdenie ukazuje, ze vSetky prvky ordinalu st opéf ordinaly. Dokonca dosta-
neme, ze kazdy ordindl je presne mnozina obsahujica vsetky mensie ordinély.

Tvrdenie 5.3.8. Ak « je ordindl a 5 € «, tak [ je ordindl.

Dékaz. Kedze « je dobre usporiadana reldciou €, to isté plati o jej podmnozine . (Z tran-
zitivnosti mnoziny o méme, ze 8 C a.)
Z lemy vyplyva, ze § je tranzitivna mnozina. O

Tvrdenie 5.3.9. Pre lubovolné dva ordindly o, 8 plati
acefeaif.

Dokaz. Z tranzitivnosti mnoziny S mame o C . Sticasne nemoze platit a = 3, lebo by
sme dostali § € 3, ¢o je spor s axiémou regularity.

Najprv si skiisme uvedomit, ze ak a C § a «a, § st ordindly, tak o musi byt pociatocny
usek dobre usporiadanej mnoziny (3, €). Zoberme si lubovolné v € a. Ak v/ € v (t.j. 7 je
mensia ako v v usporiadan{ €), tak z v € v € a a z tranzitivnosti mnoZziny o mame v’ € a.

Ak « g B, tak B~ « # ), preto md mnozina § \ « najmensi prvok vzhladom na ostré
usporiadanie €. Oznac¢me tento najmensi prvok . Ukdzeme, ze a = ~.

Pretoze a je pociatoénym tsekom [, tak najmensi prvok mnoziny 5\ « je sucasne
hornym ohrani¢enim « vzhladom na ostré linedrne usporiadanie €. To znamena, ze ak § € «,
tak § € 7.

Nech § € v. Z tranzitivnosti mnoziny 8 vyplyva, Ze 0 je prvkom . Ak by platilo
d ¢ a, tak 6 € (8~ ), ¢o je spor s tym, Ze vy je najmensi prvok mnoziny 8 \ «. Na zdklade
linearity ¢iastocného usporiadania € potom zostava len moznost § € a. O

Definicia 5.3.10. Nech «, § st ordinélne ¢isla. Hovorime, Ze « je mensie ako 3, ak a € f3.
Pouzivame oznacenie o < 3.
Dalej definujeme

agﬂ%ga<ﬂ\/a:5.
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Poznamka 5.3.11. Vidime teda, Ze pre ordindly plati

a<fBeacfesap

alfBealp.

Priamo z definicie ordindlu (a z toho, Ze prvky ordindlu st opat ordindly) je jasné, ze
reldcia < je dobré usporiadanie na kazdom ordinale a.

Poznamka 5.3.12. Kedze uz vieme, ze podmienky a < 8, a € 8 a « g [ st ekvivalentné,
budeme pouzivat ktorikolvek z nich. (Niekedy sa ndm lepsie hodi pouzivat reldciu €, hlavne
v pripade, Ze chceme pouZivat mnoZinovi reprezentéciu ordindlu ako tranzitivnej mnoziny.)
Pokial budete ¢itat nejakt knihu alebo ¢lanok, v ktorom sa vyskytuju ordindly, treba pocitat
s tym, ze sa tam budu vyskytovat ktorakolvek z tychto troch ekvivalentnych podmienok.

Vidime teda, ze kazdy ordindl je presne mnozina vsSetkych ordindlov od neho mensich.
Velmi lahko vieme dostat este jednu ekvivalentnt charakterizaciu nerovnosti medzi ordindlmi.

Tvrdenie 5.3.13. Nech «, 8 su ordindly. Potom
feEasf= ag.

Dékaz. [ <= Mnozina ag je vlastnou podmnozinou a. Z 3 = ag mame teda 3 g a, Co je
ekvivalentné s g € a.
Nech § € a. KedZe na « uvazujeme ostré usporiadanie €, mame

ag={y€eayeBt=anp=4

(Poslednd rovnost vyplyva z 5 C «.)
O

Na zdklade ekvivalencie podmienok uvedenych v pozndmke [5.3.11] uz vieme ukdzat, ze
S(a) sa vzhladom na nerovnost ordindlov spréva rovnako ako nasledovnik v dobre usporia-
danej mnozine.

Tvrdenie 5.3.14. Nech «, 8 st ordindly. Potom o < 8 < S(a) <
Dékaz. a < feaCBAhacf e Sa)=aU{a} CB e S)<p O
Z tvrdenia a vety okamZite dostaneme:
Dosledok 5.3.15. Pre lubovolné ordindly o, 8 plati prdave jedna z moznosti
a<pBVa=pVa>g.

Dékaz. Oznaéme v = aU . Potom «, 8 € S(v). KedZe < je (ostré) linedrne usporiadanie na
ordinéle S(v), tak skutoc¢ne plati préave 1 z uvedenych podmienok. O

7 doteraz dokazanych vysledkov sa uz da vidiet, Ze pociatoéné vnorenia zo zakladnej vety
o dobre usporiadanych mnoZindch popisuji nerovnost medzi ordindlmi. (Toto by teda bol
pristup ako definovat nerovnost medzi ordindlnymi ¢islami, ak by sme chceli pouzif naivny
pristup. I pri praci v ZFC je vSak nasledujici vysledok ¢asto uzitocny.)
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82 Von Neumanova konstrukcia ordinalnych ¢isel*

Tvrdenie 5.3.16. Nech o, 8 su ordindlne c¢isla. Potom:

a < B prdve vtedy, ked « je izomorfné s nejakym pociatocnym usekom dobre usporiadanej
mmoZziny (8, €);

a < B prdve vtedy, ked o je izomorfné s nejakym vlastngm pociatoéngm dsekom (5, €).

Dékaz. Budeme dokazovat prva cast tvrdenia; druhé cast sa z nej d4 pomerne Tahko odvodit.

Ak o < B, tak a = B4. Ak a = [, tak tvrdenie takisto plati, lebo ordindl S je
pociatonym tisekopom samého seba.

Sporom. Nech by platilo f < « a sticasne by bol ordindl £ izomorfny s nejakym
pociatoénym tsekom mnoziny «. To by znamenalo, Ze f: 8 — «, f(v) = 7, je vnorenie 3,
ktorého obraz je vlastnd podmnozina «. Stcasne existuje vnorenie g: f — « ordindlu 5 na
pociatocny usek a. Potom fog: a — « je injektivne monoténne zobrazenie, ktoré zobrazi «
na vlastny pociatoény tsek ordindlu a. To je spor s dosledkom [5.1.4} O

Tvrdenie 5.3.17. Nech a je ordindl a B C «. Nech 8 je ordindlny typ mnoZiny B. Potom
B < a.

Dékaz. Sporom. Nech by platilo a < . To znamend, ze existuje vnorenie f: a — [, ktoré
zobrazi ordindl « na vlastny poc¢iato¢ny tsek mnoziny . Sticasne existuje izomorfizmus medzi
B a B, z ktorého vieme dostat vnorenie g: 5 — a. Spolu dostdvame injektivne monoténne
zobrazenie fog: 8 — 3, ktoré zobrazi § na vlastny pociatocny tisek mnoziny «. To uz vedie
k sporu. (Rovnakym spésobom ako v dékaze tvrdenia ) O

Lema 5.3.18. Ak S # 0 je mnoZina ordindlnych ¢isel, tak aj |JS a (S st ordindlne cisla.

Predpoklad S # () sme pridali preto, aby malo zmysel hovorit o prieniku systému S. (Pre
zjednotenie tento predpoklad nepotrebujeme — vtedy je vsak tvrdenie lemy trividlne.)

Dékaz. 7 lemy vieme, Ze |JS st tranzitivne mnoZiny. Zostdva ndm teda overit, ¢i € je
na tychto mnozinach dobré usporiadanie.

Ostré ciastocné usporiadanie. Antireflexivnost vyplyva z axiémy regularity (tvrdenie|3.1.4)).

Asymetrickost: Nech o,/ € |JS. Potom existuji g, 8’ tak, ze o € f a o/ € /. Kedze
B a (' st ordindly, nastane jedna z inklizii 3 C 8/ vV ' C B (dosledok [5.3.1F)). Bez ujmy
na vseobecnosti, predpokladajme, ze 8/ C 3. Potom «,a’ € 3. Kedze € je ostré iastoéné
usporiadanie na (8, musi platit prdve jedna z moznosti a € o/, @ = o’ alebo o’ € a.

Dokaz pre (S je este jednoduchsi, lebo tu za § obsahujice a i @' mozeme zvolit ktory-
kolvek prvok S.

Tranzitivnost: Zakladna ide dékazu je identickd ako v predoslej Casti: Pre a, o/, a” z |JS
(resp. z () S) treba ndjst ordindl 3, ktory obsahuje vSetky tri prvky. Detaily prenechdme
citatelovi.

Dobré usporiadanie. Zaénime s jednoduchs$im pripadom — mnozinou (| S. Ak A je ne-
pradzna podmnozina (]S, tak je stCasne neprazdna podmnozina « pre kazdé o € S. Pretoze
« je ordindl, a teda dobre usporiadand mnozina, existuje najmensi prvok mnoziny A.

Teraz sa pozrime na mnozinu [ JS. Ak A je neprdzdna podmnozina | J S, tak existuje také
a €8, ze ANa # (). O mnozine « vieme, Ze je dobre usporiadand (je to ordinal), takze kazd4
jej neprdzdna podmnozina mé najmens{ prvok. Ozna¢me a := min(A N «). UkdZeme, Ze a je
najmensi prvok mnoziny A.

Pre kazdé b € A existuje § € S také, ze b € 5. Opét z toho, ze o a 8 st ordindly, vieme,
7e a C B alebo 8 C «a. Takisto pre prvok b mdme dve moznosti: bud b € « alebo b ¢ «.
Ak b € a, tak a < b, lebo a je najmensi prvok mnoziny A Na. Ak b ¢ «, tak b € 5\ «.
To znamenad, ze neplati 5 C «a, a teda musi platit @ C 3. Toto je ale ekvivalentné s tym, ze
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a = B, ¢o znamend, Ze pre b € 8~ « plati b > a. (Prvok b je vacsi nez akykolvek prvok
pociatoéného useku [, neobsahujiceho b.) O

Désledok 5.3.19. Lubovolnd mnozina S ordindlnych cisel je dobre usporiadand reldciou €.
Dékaz. Je to podmnozina dobre usporiadanej mnoziny | JS. O

Definicia 5.3.20. Ak S je mnozina ordindlov, tak ordinal | S oznacujeme sup S a nazyvame
suprémum ordinalnych ¢isel z mnoziny S.

supS = US.

Podobne definujeme

infszﬂs.

Ak je mnozina § = {«, 8} dvojprvkovd, tak obvykle namiesto supréme a infime hovorime
0 maxime a minime, oznacujeme min{e, 8} a max{«, 5}.

Vsimnime si, Ze takto zadefinované suprémum mé presne tie vlastnosti, na ktoré sme
zvyknuti (napriklad pri supréme v R).

Tvrdenie 5.3.21. Nech S je mnozZina ordindlov a B je ordindl. Potom B = supS prdve
vtedy, ked 8 spl}ia nasledujice podmienky:
(i) je horngm ohranicenim — pre kazdé a € S plati o < B;
(ii) je najmensim horngm ohranicenim — ize ak nejaky ordindl v spliia podmienku (Vo €
S)a <, tak f <.

Dékaz. Ukdzme najprv, ze ak § =supS = |J S, tak sii obe uvedené podmienky splnené.

Pre kazdé o € S plati o C 3, ¢o znamend a < 3.

(i) VaeS)a<y= VaeS)alry==UJSCy=5<n.

Je pomerne jasné, ze f je tymito vlastnostami jednoznac¢ne uréené. Ak by totiz ordinaly
B aj 8 spliiali obe uvedené podmienky, tak dostaneme 3 < ' aj 8’ < A, z ¢oho dostaneme
g=p. O

Takisto je vcelku jasné, ze tieto dve vlastnosti suprémum mnoziny ordindlov charakteri-
zuju.

Analogické vlastnosti sa daji ukazat pre infimum, maximum a minimum.

Tvrdenie 5.3.22. Neexistuje mnozina vsetkych ordindlnych cisel.

Predchéadzajice tvrdenie vlastne hovori, ze systém vsetkych ordindlnych ¢isel tvori vlastnu triedu — pozri
cast [3.1.2]

Dokaz. Predpokladajme, ze
On = {o; « je ordinél}
by bola mnozina. Podla lemy [5.3.18| je aj 5 := | On ordinél.
Dalej si uvedomme, e pre kazdy ordinal a plati a € S(a) € On, a teda a € | JOn = B.
Dostavame, ze plati § € 3, Co je spor s axiémou regularity. O

Uz sme spomenuli, ze ordindlne ¢isla zavadzame s tym zamerom. aby sme dostali typy
ordindlnych mnozin. Teda chceme ukézat, ze kazdy dobre usporiadand mnozina je izomorfna
s prave jednym ordinalnym cislom.

83

{defordnew:DOSMNOZORDJED

{defordnew:DEFSUPINF}

{defordnew: TVRSUP}

{defornew:itSUP1}
{defornew:itSUP2}

{defordnew: TVRORDJETRIED



{defordnew:DEFORDTYP}

84 Von Neumanova konstrukcia ordinalnych ¢isel*

Veta 5.3.23. Pre kaZdi dobre usporiadant mnoZinu (X, <) existuje prdve jedno ordindlne
Cislo a také, Ze (X,<) a (o, €) si izomorfné, t.j. (X,<) = (o, €).

Dokaz. Nech (X, <) je dobre usporiadand mnozina. Budeme postupovat sporom. Predpokla-
dajme, Ze by mnozina (X, <) nebola izomorfna so Ziadnym ordindlnym ¢islom.

Nech « je Tubovolné ordindlne ¢islo. Podla vety moze nastat niektord z tychto 3
moznosti:

a) (a, €) a (X, <) st izomorfné, ¢o je vSak v spore s nasim predpokladom.

b) (X, <) je izomorfné s nejakym pociatoénym tsekom ag dobre usporiadanej mnoziny
(a, €). (Pre nejaké g € a.) To by ale znamenalo, Ze (X, <) je izomorfné s ordindlom 3 (tvr-
denie 7 ¢o je opét spor s predpokladom, ze X nie je izomorfné so Ziadnym ordindlom.

¢) Zostéva teda moznost, Ze existuje x také, ze X, = «. Takéto x navySe mdze existovat
najviac jedno. Oznac¢me x s touto vlastnostou ako x,.

Dalej ukazeme, ze priradeni a — T, je injektivne. Na to nam staci ukizat f < a =
g < Tq-

Postupujme opét sporom. Nech by pre nejaké ordindly a a S platilo a < 5 a stcasne
To = wg. Potom X, C X, . Poskladanim izomorfimu z 8 do X, inklizie z X, do X,
a izomorfizmu z X, do a dostaneme injektivne monoténne zobrazenie f: § — a. Pre toto
zobrazenie o¢ividne plati f(a) < «, ¢o je v spore s tvrdenim

Teraz definujme pre kazdé z € X ordinal a,, tak, ze ak © = x,, pre nejaké «, tak polozime
a, rovné prave tomuto « a v opa¢nom pripade definujeme o, = 0. Takto sme kazdému x € X
priradilﬂ prave jeden ordinal a,. Potom ale podla schémy axiém obrazu je

{ag;z € X}

mnozina. Tato mnozina vsak ale obsahuje vsetky ordindlne ¢isla, ¢ize dostdvame spor s tvr-
denim [5.3.22] O

Definicia 5.3.24. (Jednoznacne uréeny) ordindl, ktory je izomorfny s dobre usporiadanou
mnozinou X nazyvame ordindlny typ mnoziny X.

5.3.3 Konec¢né ordinaly a ordinal w

Zatial sme videli len zopar prikladov koneénych ordinalnych ¢isel, ako napriklad 0,1,2, ...,
v priklade Ked uz vieme, ze kazda dobre usporiadand mnozina ma svoj ordinalny typ,
tak by sme mohli nejaky nekonecény ordinal dostat tak, ze ho zadefinujeme ako ordinalny typ
dobre usporiadanej mnoziny (N, <). Tento ordindl sa zvykne oznacovat w.

Ak by sme sa chceli poctivo drzat toho, Ze veci odvodzujeme naozaj iba z axiom ZFC,
tak to nemdzeme urobit takto — lebo prirodzené ¢isla zatial nemame skonstruované v ramci
ZFC. Ak chceme skonstruovat prirodzené ¢isla resp. ordindl w naozaj axiomaticky, vyuzijeme
na to axiému nekonec¢nej mnoziny.

Axiéma X (Axiéma nekoneénej mnoziny).

(FA)D e AN (Vz)(z € A= zU{z} € A)]

1Hovorime o priradeni, nie o zobrazeni; kedze sme prvok z X priradili kazdému ordinidlnemu &islu a
ordindlne ¢isla netvoria mnozinu. Aj pre takéto triedové funkcie vSak mé zmysel hovorit o injektivnosti.

2Mbzete si v&imnit, e sme vlastne tplne presne zopakovali postup z dékazu tvrdenia s tym
rozdielom, zZe opat nemdzeme hovorit o zobrazeniach, kedze ordinalne ¢isla netvoria mnozinu.
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Definicia 5.3.25. Mnozinu, ktord spliia podmienku
e AN(Va)(ze A= axU{x} € A)

budeme nazyvat induktivna mnoZzina.

Axiéma nekonecnej mnoziny teda vlastne postuluje existenciu aspon jednej induktivnej
mnoziny. Mnozinu prirodzenych ¢isel potom zadefinujeme ako najmensiu induktivnu mnozinu.
(Rovnaky pristup je pouzity napriklad v [BS, Kapitola 1.6], [C].)

Definicia 5.3.26. Mnozina prirodzenych cisel N je taka induktivna mnozina, ze pre kazdua
induktivnu mnozinu B plati N C B.

Prvky tejto mnoziny nazyvame prirodzené cisla.

Pre kazdé prirodzené ¢islo n budeme S(n) = n U {n} nazyvat nasledovnikom ¢isla n.

Aby sme s uvedenou definiciou prirodzenych ¢isel mohli dalej pracovat, musime ukézat,
ze takato mnozina existuje.

Lema 5.3.27. Prienik lubovolného neprdizdneho systému induktivnych mnozin je induktivna
mnozina.

Dokaz. Nech S # ) je mnozina takd, Ze kazdy jej prvok A € S je induktivna mnoZina.
Ukézeme, ze (S je tiez induktivna mnozZina.

Pretoze (VA € S)P € A, mdme 0 € N S.

Podobne ak € (S, znamena to, ze (VA € S)x € A. Kedze kazdd mnozina A € S je
induktivna, plati potom aj (VA € S)x U {z} € A, ateda zU{z} € NS. O

Teraz by sme chceli ukazat, ze mnozina N, ktort sme definovali ako najmensiu induktivnu
mnozinu, je v skuto¢nosti ordinélne ¢islo.

Tvrdenie 5.3.28. Mnozina N je ordindlne cislo.

Poznamka 5.3.29. V kontexte ordinalnych ¢isel zvycajne namiesto N pouzivame oznacenie
w. (Hoci ide o tu istd mnozinu.) V niektorych textoch, najmé v oblastiach blizkych teérii
mnozin, sa stretnete s tym, Ze w oznacuje mnozinu prirodzenych ¢isel. Aj v tomto texte
budeme tieto dve oznacenia odteraz pouzivat ako vzajomne zamenitelné.

Dékaz. Oznac¢me
w = {a € N;a je ordinél}.

Priamo z definicie tejto mnoziny je jasné, ze w C N.

Aby sme ukdzali, Ze N C w, stadf ndm ukézat, Ze w je induktivna. Zrejme () € w. Sticasne
ak nejaké n € w, tak S(n) patr{ do N (lebo N je induktivna) a S(n) je ordindl (tvrdenie
5.3.0)).

Zistili sme teda, ze plati rovnost w = N. Vedeli by sme nejako zdévodnit to, ze w je
ordinalne ¢islo? Na to by nam stacilo ukazat, ze

w=n

new

pretoZe potom w je zjednotenie ordindlov, ¢ize je to opét ordinél (tvrdenie [5.3.18)).
Vsimnime si, Ze ak n € w, tak n C w (podla tvrdenia [5.3.9)). Teda |J n C w.
ncw
Obrétene, ak k € w, tak aj S(k) € w (lebo je to induktivna mnoZina). Sti¢asne mame
k € S(k), z éoho vyplyva k € |J n. O

new
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86 Ordinalna aritmetika*

5.3.4 Zhrnutie
TODO

Cvicenia

Uloha 5.3.1. N3ajdite priklad tranzitivnej mnoziny, ktora nie je ordinalom.

5.4 Ordinalna aritmetika*

Uz sme sa naucili ordindlne ¢isla porovnavat. V tejto podkapitole zavedieme stcet a stcin
ordinalov a budeme sa zaoberat zakladnymi vlastnostami tychto operacii, podobne ako sme
to predtym urobili pre kardindlne éisla. (Neskdr zadefinujeme aj umocnovanie ordindlov,
jeho definicia je vSak o dost komplikovanejsia.) Ako ihned uvidite, v skuto¢nosti sme sa
so sCitovanim a nasobenim ordindlnych c¢isel uz stretli, vtedy sme vsSak hovorili o dobre
usporiadanych mnozindch (kedZe sme nemali vybudovany pojem ordinélu).

5.4.1 Sucet ordinalnych cisel

Definicia 5.4.1. Nech «a a § st ordindlne ¢isla. Potom ich sucet o + 8 definujeme ako
ordindlny typ dobre usporiadanej mnoziny {0} x aU{1} x {8} s usporiadanim < definovanym
tak, ze
a) (0,7v) < (1,0) pre Iubovolné v € a, § € f;
b) (0,7) < (0,7) pre 7,7 € a prave vtedy, ked v < +';

c) (1,6) < (1,0") pre 6,8’ € B prave vtedy, ked § < ¢'.

Vidime, Ze ide presne o &astoéné usporiadanie z prikladu kde sme sa venovali aj
tomu, Ze takto dostaneme (z dobre usporiadanych mnozin) dobré usporiadanie. Niektoré
priklady st znézornené na obrazku

S = N

wwHlwtw=w-2

Obr. 5.1: Priklady na sti¢et ordinalnych ¢isel

Na rozdiel od sc¢itovania kardindlov, tato operécia nie je komutativna, ako ukazuje tento
priklad:
l+w=w#w+l.

Zékladné vlastnosti sa daji pomerne lahko odvodit priamo z definicie (podobnym spdso-
bom, ako sme to robili pre kardinaly; tu namiesto bijekcie konstruujeme izomorfizmus medzi
dobre usporiadanymi mnoZinami).
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Tvrdenie 5.4.2. Ak « je lubovolny kardindl, tak S(a) =a+1 a
O+ta=a+0=a.
Pre lubovolné ordindly o, B, v plati

at (B+7)=(a+p)+7,
t.j. scitovanie ordindlov je asociativne.
Dokaz. Ponechavame ako cvicenie Citatelovi. O

MozZeme si v8imnut, Ze ako Specidlny pripad asociativnosti dostdvame « + (8 + 1) =
(a+pB) + 1, t.j.
a+S5(B) =S(a+p). (5.2)
Podobne ako pri kardindlnych ¢islach, aj tu nds bude zaujimat, ¢i s¢itovanie ordindlov
zachovava nerovnosti.

Tvrdenie 5.4.3. Nech o, 3, v st lubovolné ordindly.
(i) Ak B <y, tak a+ B < a+-.
(i) Ak a < B, tak a+~v < B+1.

Dékaz. (i): Ak B <, tak f: 8 — =, f(0) = § je vnorenie  na vlastny pociatoény usek dobre
usporiadanej mnoziny (y, €). Pomocou neho mézeme zadefinovat zobrazenie g: o x {0} U 3 x
{1} = a x {0} U~ x {1} predpisom

9(6,0) = (4,0);
9(6,1) = (f(6),1).
Lahko sa overi, Ze ide o vnorenie na vlastny pociato¢ny tisek. Potom pre ordinédlne typy tychto
mnozin plati a 4+ 8 < a + 7.

(ii): Tentokrat mame vnorenie f: a — S, f(d) = ¢, ordindlu « na pociatoény tsek ordindlu
B. Potom zobrazenie g: a x {0} Uy x {1} — 8 x {0} U~ x {1} definované ako

9(6,0) = (£(9),0);

9(6,1) = (6,1);
zobrazi mnozinu ordindlneho typu a + v na podmnozinu mnoziny ordindlneho typu g + 7.
Podla tvrdenia [5.3.17] z toho vyplyva, ze a + v < B+ 7. O

Lahko mézeme najst priklad ukazujtci, ze druhé cast predchadzajiceho tvrdenia uz ne-
plati, ak by sme neostru nerovnost nahradili ostrou. Napriklad 0 < 1 ale

O+tw=14+w=w.
Pomocou sc¢itovania ordindlov vieme charakterizovat aj nerovnost medzi ordinalmi.

Tvrdenie 5.4.4. Nech «, (8 su ordindly. Potom a < (8 plati prave vtedy, ked existuje ordindl
v taky, ze B = a + .
a<p & (I =a+y
Dékaz. Pre kazdy ordinal plati v > 0. Z tvrdeniampotom mame f = a+vy > a+0=
.
Staci za «y zvolit ordinalny typ mnoziny S \ a. O
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88 Ordinalna aritmetika*

Tvrdenie 5.4.5. Nech « je ordindl a {5;;1 € I} je mnoZina ordindlov. Potom

a+sup B; = sup(a + 5;) (5.3)
icl icl
(sup B;) + o > sup(fB; + ) (5.4)
el iel

Dékaz. Rovnost (5.3): Oznacme A = a + sup;c; fi a p = sup;c;(a+ 5;).
Pretoze pre kazdé ¢ € I plati B; < sup;c;B;, dostavame o + 8; < a4 sup;c; Bi = A.

7 platnosti tejto nerovnosti pre kazdé i € I dostaneme

p=sup(a+ ;) <A
iel
Sucasne je zrejmé, ze p > «, teda existuje ordindl « taky, ze p = a + . Tvrdime, ze
(Vi € I)B; <. Sporom. Ak by to tak nebolo, tak existuje nejaké i € I s vlastnostou 5; > .
Potom ale podla tvrdenia[5.4.3] o + 8; > a+ v = p, o je spor.
Z platnosti nerovnosti 3; < v pre vSetky ¢ € I mame sup;c; 8; <7, a teda

A=a+supfi <a+y=p.
iel
Nerovnost (5.4): Pre kazdé i € I plati z 3; < sup;c; B, a teda aj 3; + o < (sup;e; Bi) + a.
7 vlastnosti supréma uz potom dostaneme dokazovanii nerovnost. O

5.4.2 Sucin ordinalnych cisel

Definicia 5.4.6. Si¢in ordinalnych ¢isel a a 5 definujeme ako ordindlny typ mnoziny a X 3
usporiadanej antilexikografickym stc¢inom usporiadani mnozin « a 8. Oznac¢ujeme ho « - 5.

Pripomenme, ze antilexikografické usporiadanie sme zaviedli v definicii [£:1.6]

Ekvivalentne by sme mohli definovat a. ako ordindlny typ mnoziny 8 X « usporiadanej
lexikografickym suc¢inom. V oboch pripadoch ide o usporiadanie dvojic prvkov, pricom ako
dolezitejsiu berieme tu sturadnicu, ktord sme dostali z 3.

Intuitivne sa na sucin «.f mdzeme pozerat tak, Ze sme postupne za sebou usporiadali
B koépif ordindlu «. (Ak si zndzornime ordindl §, tak «.8 dostaneme tak, Ze kazda bodku
predstavujiicu prvok mnoziny S nahradime diagramom predstavujicim ordindl «.)

Priklad 5.4.7. Priamo z definicie dostaneme w.2 = w + w a 2.w = w.
Sucin ordindlnych ¢isel teda nie je vo vseobecnosti komutativny.

Nasledujtice tvrdenie by malo byt pomerne jasné z intuitivnej predstavy o tom, ¢o zna-
mena sucin a sucet ordinalov, napriek tomu aspon stru¢ne naznac¢ime i formalny dokaz.

Tvrdenie 5.4.8. Ak «, B, v si lubovolné ordindly, tak plati

a.(B.y) = (a.f)y
a.(f+7)=af+ay

Dékaz. Na dokaz prvého tvrdenia chceme porovnat ordindlne typy mnozin ax (8 x ) a (a X
B) x 7 usporiadanych antilexikograficky (t.j. vZdy podla poslednej stiradnice). Izomorfizmus
medzi tymito dvomi mnozinami je zobrazenie (a, (b, ¢)) — ((a,b),c) (kde a € a, b € B, ¢ € 7).

Podobne druhé rovnost vlastne hovorf o rovnosti ordindlnych typov mnozin o x (8 x {0} U
v x{1}) a (e x 8) x {0} U (a x ) x {1}. Izomorfizmus je (a, (b,€)) — ((a,d),e), kde a € a a
(b,e) € B x {0} U~y x {1}. O
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Kedze (1+1).w = 2w = w # w + w, vidime, ze distributivnost pre s¢itovanie a ndsobenie
ordindlov plati iba z jednej strany.

Tvrdenie 5.4.9. Nech «, 3, v st ordindly. Potom

a< fB=rva<yp
a<f=ay<fy

Dékaz. Ponechdvame ako cvicenie pre Citatela. (Daji sa vyuzit tvrdenials.3.16(a[5.3.17). O

Druhé ¢ast tvrdenia neplati, ak neostri nerovnost nahradime ostrou. Staci si vSimnut, ze
1<2alelw=w=2w.

5.5 Transfinitna indukcia

Vo vete sme videli, Ze na dobre usporiadanych mnozindch funguje indukcia. Vlastne
ni¢ viac nepotrebujeme — na aplikicia transfinitnej indukcie by nam tplne stacila tato veta.
Preco sa teda vlastne venujeme ordinalom? Nekomplikujeme tym zbytocne cel situaciu?

Do istej miery je to pravda. Na druhej strane by vsak bolo pomerne nestastné zavadzat
iné oznacenia pre veci, ktoré sa nejako oznacuju standardne. Vyrazne by sme stazili situdciu
inym ludom, ktory by chceli ¢itat nase dokazy. A takisto by sme mohli mi mat problémy
¢itat dokazy inych Tudi, kde sa vyuzivaji ordinalne cisla.

Okrem toho, ze nase dokazy budi mat standardny a bezne pouzivany zépis, dosiahneme
aj to, ze budu zapisané prehladnejsie a struc¢nejsie.

Opét si mézeme trochu pomoct prirovnanim k obvyklej matematickej indukeii. Aj pri nej
existuju isté standardné postupy a oznacenia. Pouzivanie transfinitnej indukcie bez pouzitia
ordindlnych ¢isel by sa do istej miery podobalo na to, keby sme pri matematickej indukcie
nepouzivali mnozinu N, ale v kazdom ddkaze nejaku int, pricom by sme vysvetlili ako a preco
vlastne funguje indukcia na tejto mnozine.

5.5.1 Limitné ordinaly

Este predtym, nez sa dostaneme k transfintnej indukcii, si povieme, ¢o st limitné ordindly.

Definicia 5.5.1. Ordindl « sa nazyva limitny, ak o # 0 a sucasne neexistuje ordinal 5 taky,

7e S(B) = a.

Vidime teda, ze ordinaly mdzeme rozdelit na tri skupiny — nulu, limitné ordinaly a nasle-
dovnikov.

Prikladmi limitnych ordinadlov st w, w4+ w. Nelimitné ordinaly si napriklad w+1 a vSetky
prirodzené ¢isla okrem nuly.

Ukéazeme si, ako suvisi pojem limitného ordindlu s pojmom supréma:

Tvrdenie 5.5.2. Ak « je limitng ordindl, tak o = sup{f; 8 < a}; t.j. a je suprémum vsetkijch
ordindlov mensich ako c.

Podobne ako ste zvyknuti z inych predmetov, namiesto zapisu sup{f3; 8 < a} budeme

Casto pisat sup 5. (Analogicky pre supréma inych mnozin.)
B<a
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90 Transfinitna indukcia

Dékaz. Pripomeiime, Ze v := sup{f; 8 < a} = Uz, B (definicia [5.3.20).

Inklazia
v=UBCa
B<a

plati pre lubovolny ordinal «.

Predpokladajme, ze by neplatilo v = 3, ¢ize potom musi platit v < 8. Potom pre ordinal
S(v) plati S(y) < B. (Z v < a vyplyva S(v) < a podla tvrdenia Kedze ale S(v) # «a,
méme ostri nerovnost S(v) < a.) Z definicie v dostavame potom S(v) C v, ¢o znamend

S(y) <v < S).

Dostali sme spor, teda musi platit rovnost v = . O

5.5.2 Veta o transfinitnej indukcii

Transfinitnd indukcia je velmi uzito¢nd dékazova technika. Ide vlastne o indukciu na dobre
usporiadanych mnozinach, ktori uz pozname (veta ; ked uz vsak vieme, ze kazda dobre
usporiadand mnozina je izomorfna s nejakym ordinalnym ¢islom, umozni nam to zjednodu-
Senie a sprehladnenie niektorych dokazov.

Veta 5.5.3. Nech p(z) je formula tedrie mnozin takd, Ze ak plati p(B) pre vsetky ordindly
mensie ako «, tak plati aj ().
Potom je formula o(«) pravdivd pre kazdy ordindl c.

Dékaz Nech « je Tubovolny ordinal. Potom (S(a),<) a B = {8 € S(a);p(B)} spliaji
predpoklady vety teda B = S(«). Tym sme ukdzali, ze ¢(8) plati pre kazdy ordinal
B € S(«), Specidlne ja pre ordindl a. O

Poznamka 5.5.4. Formulécia, ktort sme uviedli, je vhodnd ak chceme ukazat platnost
nejakého tvrdenia pre vsetky ordinaly. V praxi dost casto nastane situécia, ze chceme ukazat
platnost tvrdenie pre vSetky ordindly mensie ako nejaky vopred dany ordindl A. (Tak je to
napriklad uz v priklade ktory je nasou prvou ilustriciou transfinitnej indukcie.) Ak
chceme dokézat, ze () plati pre kazdy ordindl o < A, modZeme jednoducho pouzit vetu
pre formulu ¢(a) = (a) V (o > A) (alebo vyuzit priamo vetu podobne ako
v dokaze vety .

Neskor si ukdzeme pouzitie transfinitnej indukcie aj na dokaz zaujimavejsich tvrdeni, na
zoznamenie sa s novou dokazovou technikou je vSak vhodné zacat s jednoduchymi dokazmi.
Dokézeme si tvrdenie [5.1.1] Uz na dokaze tohoto tvrdenia budete vidiet jav Casto sa vysky-
tujuci v takychto dékazoch — dokaz ,indukéného kroku* obvykle byva rozdielny pre @ = 0,
pre pripad, Ze « je limitny ordinal a pre pripad, Ze «a je nasledovnik nejakého ordindlu.

Priklad 5.5.5. Nech A je ordindlne ¢islo a f: A — A je monoténna injekcia (t.j. § < v =
f(B) < f(v)). Potom pre kazdé o € A plati f(a) > a.

Tvrdenie hovori o dobre usporiadanych mnozinach, nie o ordindloch. Ked uz vSak
vieme, 7Ze kazda dobre usporiadand mnozina je izomorfna s nejakym ordindlom, je zrejmé, ze
ide o ekvivalentnu formulédciu tohoto tvrdenia.

Dékaz. 1° Uréite plati 0 < f(«), pretoze 0 je najmensi ordindl.
2° Nech oo = 8+ 1 a tvrdenie plat{ pre ordinal 3. Pretoze o > 8, mdme f(a) > f(83) > B,
a teda aj

fla) > B +1.
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3° Nech «a je limitny ordindl a tvrdenie plati pre vSetky mensie ordindly S < a, t.j.

(VB <a)f(B) = 8.

7 toho vyplyva, ze
(VB < a)f(a) = B,
a teda

f(a) > sup 8 = a.
B<a

5.5.3 Definicia transfinitnou indukciou

Uz sme spominali, ze transfinitnd indukcia je rozsirenim matematickej indukcie. Z viace-
rych predmetov ste zvyknuti na to, ze matematickou indukciou nielen dokazujeme tvrdenia,
ale niekedy ju pouzivame aj na konstrukciu réznych objektov. To sa da robit aj pomocou
transfinitnej indukcie.

Nemusi byt na prvy pohlad jasné, ze nasledujice tvrdenie skuto¢ne formalizuje transfi-
nitnd indukciu, aspon na jednom pripade si ho aj podrobne vysvetlime. V mnohych uc¢ebni-
ciach najdete toto tvrdenie sfomulované inak nez tu, dévod preco sme pouzili tito formuldciu
je ten, ze sme nedefinovali pojem triedovej funkcie.

Veta 5.5.6 (O transfinitnej rekurzii). Nech « je ordindlne cislo a ¢ je vgrokovd funkcia
s vlastnostou, Ze pre kaZdé p < « a pre kaZdi funkciu f, ktord md definiényg obor D(f) = f3,
existuje prdve jedno y také, Ze o(f,y).

Potom existuje prdve jedna funkcia F takd, Ze D(F) =« a

FB) =y & o(Fl,y)-

Poznamka 5.5.7. Jednoznacnost funkcie F' v predchadzajicom tvrdeni chipeme v zmysle
rovnosti mnozin, t.j. ako mnozinu usporiadanych dvojic. (Vlastne ani velmi nemdme ind
moznost, kedZe sme nepopisali obor hodnét zobrazenia F'.)

Mozno sa oplati vysvetlit v akom zmysle formalizuje predchadzajice tvrdenie definiciu
transfinitnou indukciou. V tomto tvrdeni popisujeme, ako transfinitnou indukciou moézeme
definovat funkciou F' na celom «, pricom formula ¢ ndm popisuje, ako pokracovat, ak uz
mame zadefinované hodnoty na nejakom poéiato¢nom tseku. (Doteraz zadefinované hodnoty
s popisané funkciou f.)

Dékaz. Existencia. Uvazujme formulu +(f), ktord hovori, ze ak § < a, tak existuje funkcia
F taka, ze D(F) = 8 a pre kazdé v < /3 plati

F(v)=y & o(Fy: ).

Sta¢i ndm overit, ze pre tito formulu st splnené predpoklady vety [5.5.3]

Predpokladajme teda, Ze ¥ (7) plati pre kazdy ordindl mensi ako 5. Ak 8 > «, tak nieto
¢o dokazovat. Ak 8 < «, tak rozliSime tri pripady:

Ak 8 =0, tak stac¢i polozit F' = 0.

Ak B je nelimitny ordindl, tak 8 = S(v) = v U {7} pre nejaké 8. Pretoze pre v plati

¥(7), existuje funkcia F' definovand na v spliiajica predpoklady tvrdenia pre ordinal . Ak

definujeme
— F
Foy= {0 0
y 0 =~ ay je jediné y spliiajice ¥(F,y),
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tak tato funkcia ukazuje platnost (53).

Ak f je limitny ordindl a F, oznacime funkciu z formuly ¢ (v), tak staci polozit F' =
U’y<ﬂf a opat dostaneme, Ze plati (3).

7 Vety méme, Ze 1(5) plati pre kazdy ordinal, specidlne Ze plati («). To ale presne
znamena existenciu zobrazenia s uvedenymi vlastnostami.

Jednoznacnost. Prepokladajme, ze by existovali dve rozne zobrazenia G # F' s uvedenymi
vlastnostami. Nech 5 < a je najmens{ ordindl taky, ze F'(8) # G(8). To znamend, ze F|g =
G|g. Podla predpokladov vety je y = F(8) jednoznac¢ne urcené vlastnostou ¢(F|g,y), to isté
plat{ aj pre funkciu G. Takze dostdvame F(53) = G(/3), ¢o je spor. O

Ako priklad pouzitia transfinitnej rekurzie si ukdzeme, ako by sme pomocou nej mohli
zadefinovat s¢itovanie ordinalnych ¢isel. Podobne ako pri transfinitnej indukcii, aj pri pouziti
transfinitnej rekurzie obvykle budeme uvazovat zvlast tri pripady: nulu, nasledovnik a limitny
ordindl.

Priklad 5.5.8. Pomocou transfinitnej rekurzie ukazeme nasledujice tvrdenie: Nech ~ je
ordinalne c¢islo. Potom pre kazdé ordinalne ¢islo a existuje jednoznac¢ne urcena funkcia F
takd, ze D(F) = « a plati:

(i) Ak a =0, tak F(a) = 7.
(i) Ak a = S(), tak F(a) = S(F ().
(iii) Ak « je limitny ordindl, tak F(a) = sup{F(a/); &/ < a}.

Dékaz. Vlastne nam staci overit, ze formula o(f,y), ktord pre 8 < a a funkciu f definovand
na (8 hovori, ze

(i) y =1, ak B =0;
(ii) y = S(f(B)), ak B = S(B');
(iii) y = sup{f(8'); B’ < B}, ak B je limitny ordindl;

urc¢uje pre kazdé 8 a f jediné y. (To stadi na to, aby boli splunené predpoklady vety )
Pre kazdé 8 < « vSak nastane prave jeden z uvedenych pripadov a v kazdom z nich je y

urcené jednoznacne v zévislosti od f a 8 (pricom § = D(f) je jednoznacéne uréené funkciou

f). Teda vlastne niet ¢o dokazovat. O

V budtcnosti nebudeme pri pouzivani transfinitnej rekurzie postupovat takto podrobne.
Namiesto uvedeného dékazu by sme jednoducho napisali, ze F' definujeme transfinitnou re-
kurziou pomocou uvedenych troch vlastnosti.

Ked tieto vlastnosti porovndme s tvrdenim a rovnostami , 7 tak vidime, ze
F(a) = v+ a, ¢ize takto mozeme transfinitnou rekurziou zadefinovat séitovanie ordindlnych
¢isel. Podobny postup pouzijeme v cCasti na definiciu umocnovania ordindlnych cisel.

5.5.4 Umocnovanie ordinalnych cisel*

5.6 Definicia kardinalnych cisel

Ked uz mame v ZFC zadefinovné ordindly, tak sme pomocou nich schopny v jazyku tedrie
mnozin definovat i kardindly. (Tym sa vyriesia problémy, o ktorych sme hovoril v pozndmke
3.3.2)
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Tvrdenie 5.6.1. (AC) Nech A je lubovolnd mnoZina. Potom existuje prdve jeden taky ordi-
ndl, Ze

(i) existuje bijekcia medzi A a a;

-

(ii) pre kazdy ordindl B taky, Ze existuje bijekcia medzi A a B plati a < B (t.j « je najmens
ordindl splnagjici (i))).

Definicia 5.6.2. Ordinal « s vlastnostami z predchadzajiceho tvrdenia budeme nazyvat
kardindlnym ¢islom mnoziny A. Ordindly, ktoré si kardindlnymi ¢islami nejakej mnoziny,
budeme nazyvat kardindlmi.

Doékaz tvrdenia[5.6.1l. Priamo z formuldcie tvrdenia je jasné, Ze ak existuje ordindl s uvede-
nymi vlastnostami, tak je uréeny jednoznacne. (Ak by « i o/ spltiali uvedené podmienky, tak
mame a < o’ a o’ <)

Na mnozine A existuje dobré usporiadanie < podla (WO), podla vety existuje
ordinél ~ taky, Ze dobre usporiadand mnoZina (A, <) je izomorfnd s (v, €). Specidlne to
znamena existenciu bijekcie medzi v a A.

Oznac¢me

M := {§ € S(); existuje bijekcia medzi A a 0}

a polozme
o = min M.

(Mnozina M je nepréazdna, lebo v € M.)

Zrejme pre takto definovany ordinil « existuje bijekcia s mnozinou A, t.j. a spliia (i) -
Zostava len overit, ¢i je to najmensi ordindl s touto vlastnostou. Nech S je lubovolny ordinal,
pre ktory plati (). Mézu nastat dve moznosti.

Ak plati B > ~, tak ocividne a < v < f.

Druhd moznost je, ze plati § < v. Potom § € S(7), a teda § € M. Pretoze « je najmensi
prvok mnoziny M, plati a < . O

5.7 Aplikacie ordinalnych cisel a transfinitnej indukcie

V tejto casti by sme chceli ukdzat niektoré priklady pouzitia transfinitnej indukcie. Okrem
iného ukdzeme platnost vztahu a - a = a, resp. a - b = max{a, b} pre nekoneéné kardinilne
¢isla, ktory sme doteraz pouzivali bez dokazu (pozri pozndmku [2.7.13)).

5.7.1 Kardinalna aritmetika
Veta 5.7.1. Pre kazdy kardindl a > Ng plati a - a = a.

Dékaz. Vieme, Ze toto tvrdenie plati pre a = Rq (tiloha[2.7.2)). UkdZeme, Ze ak toto tvrdenie
plati pre kazdy nekonecny kardindl b < a, tak plati aj pre a.

Nech teda a > Ny3. Majme dobré usporiadanie < na a, také, ze vSetky pociatocné tseky
tvaru {z € a;x < b} pre b € a maju kardinalitu mensiu ako a. Pomocou tohoto usporiadaniaﬁ

30dkial vieme, Ze usporiadanie < s uvedenym vlastnostami existuje? Ak kardindly chdpeme ako ordinaly,
tak je to priamo usporiadanie ordindlu a. M6zeme to dostat aj inak: Vezmeme si lubovoIné dobré usporiadanie
mnoziny A, ktord ma kardinalitu a — nejaké dobré usporiadanie A existuje podla (WO). V tomto usporiadani
vezmeme najmensi prvok b taky, ze Ay, = {z € A;x < b} mé kardinalitu a. Ak taky prvok neexistuje, tak uz
pdévodné usporiadanie mnoziny A ma pozadovand vlastnost. Ak taky prvok existuje, tak pomocou bijekcie
medzi Ay a A moZeme preniest toto usporiadanie na celd mnozinu A.
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94 Aplikacie ordindlnych ¢éisel a transfinitnej indukcie

zadefinujeme usporiadanie <* na mnozine a X a, o ktorom potom ukazeme, ze je dobrym
usporiadanim.
Definujme <* takto: Nech m; = max{ay,b;} a mg = max{ag,bs}. Potom

(m1 < mg) vV
(al,bl) <* (ag,bz) = (m1 =mo Na; < ag) V
(m1 =mo Aa1 = as N\ by <b2)

Nie je tazké overit, Ze ide o linedrne usporiadanie. (Prvky mnoziny a sme vlastne umiestnili
do akychsi Stvorcov a usporiadali najprv podla toho, na hranici ktorého stvorca lezia a ako
sekundérne kritérium sme pouzili lexikografické usporiadanie.) Je to aj dobré usporiadanie
— pre kazda neprizdnu podmnozinu mnoziny a X ¢ moézeme vybraf najmensie m, ktoré sa
vyskytuje ako maximum nejakej dvojice prvkov tejto podmnoziny. Ked sa uz pozerame iba
na prvky s rovnakym maximom, tie st usporiadané lexikograficky.

Navyse, kazdy dolny tsek a X aq, 5,) = {(z,y) € a X a;(z,y) <* (a1,b1)} ma kardina-
litu mensiu ako a. (Jeho kardinalita je rovnd stéinu kardinalit dolnych tsekov pre a; a by
v usporiadani. Ak m; = max{aq,b;}, tak ju zhora moézeme odhadnit |am,,|.|am,|. Pretoze
|am, | < a a predpokladdme, Ze dokazované tvrdenie plati pre vetky kardindly mensie ako a,
dostavame |am, |-|@m, | = |am,|.)

Potom pre kazdy pociatocny usek (a x a, <*) existuje bijekcia na pociatoény tsek dobre
usporiadanej mnoziny (a, <). (Vieme, Ze pre 2 dobre usporiadané existuje bud zobrazenie
jednej na pociato¢ény tisek druhej alebo obrdtene. MnoZinu (a, <) vSak nemoZno vnorit do
(a x a, <*) ako pociato¢ny tUsek, lebo potom by tento pociatoény tisek musel mat kardinalitu
a). Navyse, vSetky tieto vnorenia na pociatoéné tseky si kompatibilné.

Vdaka tomu ako zjednotenie tychto zobrazeni (inak povedané — ako zobrazenie, ktorého
hodnota bude spolo¢nd hodnota vSetkych vnoreni) dostaneme vnorenie (a X a, <*) na pocia-
toény tsek (a, <). Tym sme nasli injekciu z a X a do a, preto plati

a-a<a.

Opacna nerovnost je zrejma, ¢im dostavame rovnost a - a = a.
Poznamenajme este, ze argumentovanim pomocou kardinality sme mohli dokonca ukazat,
ze uvedené vnorenie je v skutoc¢nosti priamo bijekcia. O

Daosledok 5.7.2. Ak a, b s nekonecné kardindly, tak
a + b = ab = max{a, b}.
Doékaz. Bez ujmy na vseobecnosti nech a < b. Potom
b<a+b<b+b=20<a-b<b-b=0b.
O

Vsimnime si, ze vetu[5.7.1] mézeme preformulovat aj tak, Ze nepouzijeme pojem kardindl-
neho ¢isla:

Dosledok 5.7.3. Pre lubovolni nekonecnid mnoZinu A plati
|A] = |A x Al.

Uvedeny dokaz tohoto vysledku pouzival axiému vyberu. Vyuzili sme totiz dobré usporia-
danie na mnoZine A resp. to, Ze existuje ordindlne ¢éislo a = | A|, ktoré je v bijekcii s mnoZinou
A.

Vysledok pochddzajici od Alfreda Tarskiho [Tar] hovori, Ze v ZF z platnosti dosledku
uz vyplyva AC. Pozri napriklad [Halll, Theorem 5.5], [Her2, Theorem 4.24].
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5.7.2 Ekvivalenty axiémy vyberu

Vo vete [4.2.5]sme si povedali, ze AC, WO, ZL a PM st ekvivalentné v ZF. Zatial sme dokazali
vsak len implikdcie ZL = WO = AC a ekvivalenciu ZL < PM. S vyuzitim transfinitnej
indukcie teraz dokonc¢ime dokaz tejto vety.

Dékaz implikicie AC = ZL. Nepriamo. Nech (P, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnozina, kto-
ra nemd maximalny prvok. To znamenad, ze pre kazdé p € P je

prt={qe P;qg>p}#0.

Nech f je selektor na mnozine P(P) \ {(}. Transfinitnou indukciou definujeme:
po = f(P);
ps+1= f(ps 1);
pg = f({q € P;q je horné ohranicenie pre {p,;y < S}}), ak 8 je limitny ordindl a existuje
aspon jedno horné ohrani¢enie mnoziny {p,;vy < S}

Tento proces sa musi raz zastavit, inak by sme takto dostali bijekciu medzi podmnozinou
mnoziny P a vSetkymi ordindlmi, ¢o je spor s tvrdenim [5.3.22

Dostaneme tak, ordinal « pre ktory

{p'y; v <a}l
je retazec v (P, <), ktory nemé horné ohranicenie. O

Poznamka 5.7.4. Pouzitie transfinitnej rekurzie v predchadzajicom dokaze je odlisné od
toho, ¢o sme dokdzali vo vete 5.5.6l Tam sme mali vopred dany ordindl, na ktorom sme
definovali o nejaké zobrazenie. V predchadzajicom ddkaze sme tento ordindl « ziskali len
v priebehu dokazu — konkrétne ako ten ordindl, pri ktorom sa zastavi induktivny proces, lebo
sa vycerpaju vsetky moznosti.

Dokaz by sme vedeli pomerne Tahko zmodifikovat tak, aby zodpovedal vete Mohli
by sme napriklad zobrat suprémum vsetkych ordindlnych typov dobrych usporiadani na pod-
mnozinach mnoziny P zvéic¢Sené o 1. Pre tento ordindl mame zarucené, ze nastane situdcia,
ked mnozina {p,;y < B} uz nemd horné ohranicenie. (Staci si uvedomit, ze ide o dobre
usporiadantt podmnozinu P, ¢iZze ordindlny typ je mensi ako zvoleny ordinal.) Museli by
sme nejako dodefinovat pg pre pripad, ze tito mnozina je prazdna. Potom by sme pracovali
s najmensim ordindlom, pre ktory tento pripad nastane a zvysok dokazu by bol rovnaky.

Aj v dalsom ddkaze pouzijeme podobny postup. (Takyto postup sa ¢asto vyuziva i v li-
terattre.) Pokial ¢itatel chce, méze si i pri nasledujicom dékaze rozmysliet, ako by sa tam
vyriesil analogicky problém.

Hoci implikdcia AC = WO vyplyva z uz dokdzanych tvrdeni, ukazeme si, ako na jej dokaz

mozno pouzit transfinitni indukciu.

Doékaz implikdcie AC = WO. Nech X je neprazdna mnozina a f je selektor na P(X) \ {0}.
Transfinitnou indukciou definujeme pre ordinal 8

9(B) = fIX ~ g[B]],
priom sa zastavime pri prvom ordindle pre ktory je X \ ga] =0, t.j. g[3] = X.
Takto dostaneme bijekciu g: @ — X Na & mozeme potom zadefinovat usporiadanie pred-
pisom
9(B) <g(n) & B <.

Dostaneme tak dobré usporiadanie, ktorého ordinalny typ je a. O
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5.7.3 Aplikacie v algebre a analyze
{aplikord: VTS
Veta 5.7.5 (Steinitz). Steinitzova veta: Pre kazdé pole existuje algebraicky uzavreté nadpole,

ktoré ho obsahuje.

Najprv pripomenme nieco, ¢o ste sa kedy si uéili na algebre. Pre kazdy polyném f(z) €
F[z] existuje rozkladové pole tohoto polynému — je to také nadpole pola F', v ktorom sa da
polyném f(x) rozlozit na sicin konstanty a korefiovych éinitel’ovﬁ Pozri napriklad [KGGS|
Kapitola 8.3], [CLl Section 2.2], [SII].

Dékaz. Transfinitnou indukciou o chvilu ukézeme, ze pre dané pole F' existuje algebraické
rozéireni K, v ktorom sa kazdy polyném f(x) € F[z] d4 rozlozit na sa¢in korenovych
¢initelov. Ukédzme najprv vsak, ze takéto pole uz nutne musi byt algebraicky uzavreté.

Uvazujme lubovolny ireducibilny polyném p(z) € K|[xz]. Nech koeficienty polynémy p(z)
si ag, . ..,a, € K. Potom p je polynémom uz nad mensim polom L := F(ao,...,a,) C K.
V nadpoli L[z]/(p(x)) ma polyném p(z) koremni. Pole L je algebraickym rozsirenim pola F
(kazdy z prvkov ag,...,a, je algebraicky na F') a v L[z]/(p(z)) existuje koreni @ polynému
p(x). Tento koreni je teda algebraicky nad L, ¢iZe je aj algebraicky nad F. Existuje teda
minimélny polyném ¢(x) tohoto koretia nad polom F'. Tento minimalny polyném je v L|x]
deli polyném p(x), ¢ize q(z) = p(x) - r(z). Tato rovnost plati aj v K[z] (K je nadpole L), ale
v K sa navySe polyném ¢(z) d4 rozlozit na sicin koretiovych ¢initelov. Z toho vyplyva, Ze aj
p(z) sa da rozlozit na stéin korefiovych Einitelov.

Zostava teda dokazat, ze sa da zostrojif pole K s uvedenymi vlastnostami. Toto pole
skonstruujeme transfinitnou rekurziou.

Nech {fs(x), 8 <~} st vSetky ireducibilné polynémy nad F oindexované ordindlmi men-
$fmi ako . (Vyuzili sme fakt, Ze mnozinu ireducibilnych polynémov mozno dobre usporiadat.)
Pre kazdé a < v zostrojime algebraické rozsirenie K, pola F', v ktorom je kazdy polyném
fa(x) pre B < a rozlozitelny na suéin koreriovych ¢initelov.

1° Pre a = 0 zoberieme priamo pole K.

2° Ak mame zostrojené pole K,,, tak K1 bude rozkladové pole polynému f, nad polom
K, . Rozkladové pole je algebraické rozsirenie K, pretoze K, je algebraické rozsirenie F je
aj K, algebraickym rozsirenim F'.

3° Ak « je limitny ordindl, tak by sme K, chceli zadefinovat ako pole, ktoré bude ob-
sahovat Kg pre vSetky 8 < a — Cosi ako zjednotenie tychto poli. Pretoze vSetky polia st
také, ze polia oindexované nizsimi ordinalmi si vnorené ako podpolia v tych poliach, ktoré
maju vyssie indexy, mdézeme priamo predpokladat, ze st to polia na podmnozinich tej istej
mnoziny (toto si treba rozmysliet!) a potom skutocéne stadi zobrat priamo zjednotenie tychto
poli. O

Po priklade z algebry by sa snad hodil nejaky priklad z analyzy. Ukazeme, ako mozeme
zostrojit pouzitim transfinitnej rekurzie realne funkcie, ktoré maju neobvyklé vlastnosti.
{aplikord: TVRDARBOUX}
Tvrdenie 5.7.6. Existuje podmnozina A C R X R takd, Ze vsetky x-ové rezy A, = {y €
R; (x,y) € A} si jednoprvkové a vsetky y-ové rezy AY = {x € R; (z,y) € A} st husté v R.

4Navyse sa v definicii rozkladového pola este vyskytuje podmienka, Ze je to v istom zmysle najmensie pole
s touto vlastnostou, t.j. je generované mnozinou FU{u1,...,un}, kde ui, ..., up st korene f(z) v rozkladovom
poli. Tdto druhi vlastnost vsak potrebovat nebudeme. Pripomerime tiez, pre ireducibilny polyném f(z) € F[z]
je Flz]/(f(z)) nadpole F, v ktorom m4a f(x) aspon jeden koreri. Existencia rozkladového pola sa dokdzala
induktivne pomocou tejto konstrukcie.

5t.j. kazdy z prvkov K je algebraicky nad F
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Takato mnozina je grafom silno darbouxovskej funkcie. Funkcia f: R — R sa vold silno
darbouzovskd, ak pre lubovolné redlne ¢isla a < b nadobtida f na intervale (a, b) vSetky redlne
hodnoty.

Slabsia vlastnost je darbouzovskd funkcia — ak nadobtida vSetky hodnoty medzi f(a) a
f(b). Z analyzy viete, Ze kazda spojita funkcia je darbouxovskd. Priklad silno darbouxovskej
funkcie je sicasne priklad darbouxovskej funkcie, ktora nie je spojit. (Ale uréite by ste nasli
aj jednoduchsi priklad takejto funkcie.)

Nézov darbouxovska funkcia pochadza z Darbouxovej vety, ktora hovori, ze ak nejaka
funkcia je derivaciou, tak je darbouxovska. Vzajomny vztah tychto tried funkcii mézeme
teda zhrnut tak, Ze kazda spojita funkcia je derivaciou, kazda derivicia je darbouxovska
funkcia. Ani v jednom z tychto dvoch pripadov vsak neplati opa¢nd implikécia.

Dékaz. V dokaze budeme netradiéne pouzivat oznacenie [a,b] pre dvojice redlnych ¢isel —
z toho dovodu, ze tu budeme c¢asto pracovat s otvorenymi intervalmi na redlnej osi a nechceme,
aby sa tieto 2 oznacenia plietli.

Transfinitnou rekurziou budeme definovat mnozinu B s podobnymi vlastnostami s tym
rozdielom, ze x-ové rezy B, st najviac jednoprvkové.

Najprv si poriadne uvedomme, ze znamend poziadavka na y-vé rezy. Vlastne chceme, aby
pre kazdy interval (a,b) a pre kazdé y € R platilo

AN (a,b) x {y} #0.

Mnozina vSetkych takychto vodorovnych tseciek v rovine {(a,b) x {y};y,a,b € R,a < b}
ma kardinalitu ¢. Mo6zeme ich teda dobre usporiadat pomocou ordinalu, ktory zodpoveda
kardinalu c. (Inak povedané, d4 sa dobre usporiadat tak, Ze vlastné pociatocné tseky budi
maf kardinalitu mensiu ako c.)

Majme teda nejaké takéto usporiadanie {U, = (aa,ba) X {yo ;o < c}.

Transfinitnou rekurziou pomocou neho zostrojime B = {(zq,yq); ¢ < ¢}. (V tomto pri-
pade nebude potrebné rozdelovat indukciu podla typu ordindlu.)

Predpokladajme, Ze uz mame zadefinované xz pre vsetky 8 < a. Prvok y, uz méame
zadefinovany usporiadanim tuseciek U,. Mnozina {zg; 8 < o} mé kardinalitu mensiu ako c,
teda mnozina (aa,bs) ™ {23; 8 < a} je neprazdna. Za z, zvolime nejaky jej prvok.

Takto postupne zostrojime mnozinu B, ktord ma neprazdny prienik s kazdou tseckou
U,, teda spliia podmienku pre y-ové rezy. Navyse volba z, v indukénom kroku zabezpedi, Ze
ziadne x sa nevyskytne dvakrét, c¢ize y-ové rezy B si najviac jednoprvkové.

Mnozinu A zostrojime tak, ze pre x-ové suradnice, ktoré sa v B nevyskytli, zvolime y-ovi
suradnicu lubovolne. Napriklad ak ju zvolime ako nulu, tak A = B U {(x,0);z € R, B,
0).

O

Poznamka 5.7.7. Dalo by sa ndjst aj vela inych moznosti ako ukézat existenciu silno
darbouxovskej funkcie, dokonca aj explicitne napisat predpis takejto funkcie. (Uvedeny ddkaz
vyuziva AC na dvoch miestach. Vyuzivame, Ze mnozina kardinality ¢ sa dd4 dobre usporiadat.
A v indukénom kroku vyberdme z neprdzdnych mnozin (a.,b) ~ {zs;8 < a}.) Dokaz
existencie takejto funkcie alebo jej explicitnii konstrukciu mozete néjst napriklad v [KN|
Problem 1.3.29], FRS, Example 9.M]. [

Dokaz transfinitnou indukciou mé vsak ti vyhodu, Ze je pomerne jednoduchy a priamo-
ciary. Rovnaky princip sa da pouzit pre vela tloh podobného typu: Mame s objektov, pre
kazdy z nich chceme mat splnent nejakti podmienku. Navyse tdto podmienka je taka, ze ak

6 Alebo tiez online, napriklad http://mathoverflow.net/q/32126/, http://math.stackexchange.com/q/
186427/, http://math.stackexchange.com/q/21812/
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ju mame splnent pre niektoré z tychto objektov, vieme vzdy pridat novy, tak aby sme ju
nepokazili pre tie z nich, ktoré nasim poziadavkam uz vyhovuji. V nasom pripade sme mali
¢ vodorovnych tseciek a chceli sme dosiahnut, aby skonstruovanid mnozina pretinala kazdu
z nich. (A stcasne aby neobsahovala dva body na ziadnej zvislej priamke.)

Iné priklady zalozené na podobnom principe s existencia Mazurkiewiczovej mnoziny

(problém [5.7.1)), existencia Bernsteinovej mnoziny (problém [5.7.2)).

5.7.4 Vztah transfinitnej indukcie a axiémy vyberu

Azda sa oplati povedat nieo o tom v akom vztahu je axiéma vyberu (pripadne Zornova
lema) a transfinitnd indukcia.

V prvom rade si uvedomme, Ze vysledky hovoriace o transfinitnej indukcii (vety a
5.5.6] pripadne sem moézeme zaratat aj vetu boli dokézané bez akéhokolvek pouzitia
axiomy vyberu. Na pouzivanie transfinitnej indukcie teda a priori nepotrebujeme AC.

Je vsak pravdou, ze v praxi sa casto v dokaze zalozenom na transfinitnej indukcii niekde
vyskytne aj pouzitie AC. Napriklad na to, aby sme pouzili transfinitnti indukciu, potrebujeme
¢asto dobré usporiadanie na nejakej mnozine, na ktorej dobré usporiadanie nevieme nejakym
prirodzenym spésobom zadefinovat. Vtedy ¢asto pouzijeme axiému vyberu vo forme WO na
to, aby sme mali k dispozicii nejaké dobré usporiadanie. (Konkrétne napriklad v dokaze tvr-
denia sme vyuzivali dobré usporiadanie na mnozine kardinality ¢.) Takisto v indukénom
kroku ¢asto potrebujeme vybrat nejaky prvok z nejakej neprazdnej mnoziny. (Opéit sa mozete
pozriet na dékaz tvrdenia resp. na poznamku nasledujicu tesne za nim.)

Dalsie do istej miery uzitocné pozorovanie je to, ze casto (hoci nie vzdy) sa dokaz trans-
finitnou indukciou d4 pomerne priamociaro pretransformovat na dokaz zalozeny na Zornovej
leme a obréatene. Napokon sme videli, ako pomocou transfinitnej indukcie moézeme ukazat, ze
z AC vyplyva ZL.

Problémy

Mazurkiewiczova mnozina

Problém 5.7.1. Ukd’te, ze existuje podmnozina A C R2, ktord kazdd priamku pretina
prave v dvoch bodoch.

Uvedeny vysledok pochadza od S. Mazurkiewicza, takymto mnozinam sa niekedy hovor{
aj Mazurkiewiczove mnoziny. D4 sa dokazat aj silnejsi vysledok — pre kazdd priamku L
mozeme predpisat kardindlne ¢islo 2 < my, < ¢, pozri [Bal BE] alebo tiez [Si, p. 450].

Bernsteinova mnozina

Definicia 5.7.8. Pozmnozinu B C R" nazveme Bernsteinova mnozina, ak pre kazda nespo-
Citatelnt uzavreti vlastni podmnozinu C' C R"™ plati BNC # () aj C'\ B # 0. (T.j. C pretina
mnozinu B i jej doplnok. )

V dokaze existencie Bernsteinovej mnoziny sa nam bude hodit fakt, ze kazda nespocita-
telnd uzavretd podmnozina R™ uz mé kardinalitu ¢ (veta [6.2.5)).

Problém 5.7.2.
a) Ak4 je kardinalita mnoziny vSetkych uzavretych podmnozin R™? (M4 rovnaka kardi-
nalitu systém vSetkych nespocitatelnych uzavretych podmnozin?)
b) Ukazte, zZe existuje Bernsteinova podmnozina R™.
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c¢) Ukézte, Ze Bernsteinova mnozina nie je Lebesguovsky meratelnd. (MoZete vyuzit na-
priklad regularitu Lebesguovej miery.

d) Kde sme v dokaze pouzili axiému vyberu? (Vieme, ze v ZF sa nedd dokézat existen-
cia nemeratelnej mnoziny. Teda bud v dékaze existencie Bernsteinovej mnoziny alebo
v dokaze, Ze tdto mnoZina je nemeratelnd, musi byt pouzitd AC.)

Zaujimavé rozklady R"

Problém 5.7.3.

a) Dokéazte, 7e R? sa d4 rozlozit na disjunktné kruznice polomeru 1. Akd kardinalitu bude
mat takyto systém kruznic?

b) Dokézte, ze R? sa d4 napisat ako disjunktné zjednotenie priamok takych, 7e ziadne dve
z nich nie st rovnobezné. Aku kardinalitu bude mat takyto systém priamok?

c¢) D4 sa rozlozit R? na kruznice s polomerom 1? D4 sa rozlozit R? na priamky tak, aby
Ziadne z nich neboli rovnobezné? D4 sa rozlozit R? na roviny také, Ze ziadne z nich
neboli rovnobezné.

o-algebry, Borelovské mnoziny, Bairove triedy funkcii
Pripomenme definiciu o-algebry:

Definicia 5.7.9. Mnozina S C P(X) sa nazyva o-algebra na mnozine X, ak plati
(i) X €S;
(ii) AeS = X\ AeS; (mnozina S je uzavreta vzhladom na vytviranie doplnkov)
(iii) A, € Spren € N=J,cyAn € S; (mnozina S je uzavretd vzhladom na spocitatelné
zjednotenia).

Je zrejmé, ze ekvivalentna definiciu dostaneme, ak namiesto uzavretosti na spocitatelné
zjednotenia

Lahko sa ukaze, ze prienik Tubovolného systému c-algebier je opét o-algebra. Teda pre
A C P(X) méme najmensiu o-algebru na X obsahujticu A. (Dostaneme ju jednoducho ako
prienik vsSetkych o-algebier obsahujucich A. VSimnime si, ze P(X) je tiez o-algebra, teda
robime prienik z neprazdneho systému.) Oznacme tito o-algebru ako o(A).

Tento pristup ndm déva popis o(.A) zhora—nadol (pozri poznémku. Pomocou trans-
finitnej indukcie ju mézeme popisat aj zdola—nahor. Ukazeme si, ze aj takyto popis moze byt
uzitoény.

Problém 5.7.4.
a) Nech A C P(X). Transfinitnou indukciou definujme:
.AQ = .A;
Aq+1 je mnozina, ktord dostaneme z A,, ak priddme vsetky doplnky, spocitatelné
zjednotenia a spocitatelné prieniky;
Ak « je limitny ordindl, tak A, = | Ag.

B<a
Ukéazte, ze o(A) = |J Aa.
a<wi
b) Borelova algebra je o-algebra generovand vSetkymi otvorenymi podmnozinami daného

topologického priestoru X a jej prvky sa nazyvaju borelovské mnoZiny. Ukéazte, ze v R
dostaneme tu ist algebru, ak ju generujeme otvorenymi intervalmi (alebo tiez uzavre-
tymi intervalmi resp. polouzavretymi intervalmi).

"Vieme, 7e pre Lebesguovu mieru plati: m(B) = sup{m(C);C C B;C je kompaktnd} = inf{m(U);U D
B; U je otvorend}.
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c) Aké je kardinalita Borelovej algebry priestoru R? (Vseobecnejsie: Aké je kardinalita
o(A), ak |A| < ¢.) Existuje podmnozina R, ktora nie je borelovska?

Problém 5.7.5. V tejto tlohe budeme pracovat s funkciami z R do R.
a) Transfinitnou indukciou definujme:
By = C(R), t.j. By je mnoZina vsetkych spojitych funkcii z R do R;
Bo41 je mnozina vsetkych bodovych limit postupnosti funkcii z B,;
Ak $ je limitny ordindl, tak Bg = |J Ba.

a<f
Funkcie patriace do B, nazyvame funkcie a-tej Baireovej triedy.
Ukéazte, 7e B = |J B, je najmensia mnozina funkcii, ktora obsahuje vSetky spojité

a<wi
funkcie a je uzavreta na bodové limity.

b) Funkciu f nazveme borelovsky meratelnou, ak pre kazdd otvoreni mnozinu U C R patri
f71[U] do Borelovej o-algebry. Podobne pre fubovolnti o-algebru & moézeme hovorit
o S-meratelnej funkcii. Ukazte, ze nasledujtice podmienky pre zobrazenie f: R — R a
o-algebru § s ekvivalentné:
(a) Funkcia f je S-meratelna.
(b) Pre kazdé a € R plati f~![(a,00)] € S.
(c) Pre kazdé a € R plati f~1[{a,0)] € S.
¢) Ukézte, Ze B je presne mnozina Borelovsky meratelnych funkeif.

Poznamenajme, ze uvedend charakterizacia by sa dala este zjemnit. Vieme, ze spojité
funkcie (t.j. funkcie nultej Bairovej triedy) st presne tie funkcie, kde vzor kazdej otvorenej
mnoziny je otvorena. Ekvivalentne, vzor kazdej uzavretej mnoziny je uzavreta.

Pojem F,-mnoziny definujeme ako mnozinu, ktora je zjednotenim spocitatelne vela uzav-
retych mnozin. Podobne Gs-mnoziny st spocitatelné prieniky otvorenych mnozin. Funkcie
prvej Bairovej triedy su presne tie funkcie, kde vzory otvorenych mnozin si F,-mnoziny.
Ekvivalentnd podmienka je, ze vzory uzavretych mnozin si Gjy.

V uvedenej konstrukcii by sme mohli velmi prirodzenym sposobom postupovat dalej a
dostat F,s-mnoziny, Gs,-mnoziny atd. Tato hierarchia sa da rozsirit nielen na konecne vela
urovni, ale dala by sa rozsirit transfinitnou indukciou aj na lubovolné ordindly. (Opéat vsak
redlne vysta¢ime s ordindlmi po w;.) Pomocou takychto mnozin sa daji ocharakterizovat
funkcie patriace do a-tej Bairovej triedy. Podrobnosti mozete ndjst napriklad v [Ke, Chapter
24].

Mengerova veta a metricka konvexnost

Pojem konvexnosti pozname z vektorovych priestorov. Isty typ konvexnosti sa d4 zadefinovat
aj v metrickych priestoroch:

Definicia 5.7.10. Metricky priestor (X, d) nazveme konverny (alebo konvexny v Menge-
rovom zmysle alebo tieZ metricky konvexny), ak pre Iubovolné x,y také, Ze x # y existuje
z # x,y také, ze

d(z,y) = d(z,z) + d(z,y). (5.5)

Problém 5.7.6.
a) Dokéazte, ze v Iubovolnom metrickom priestore plati: Ak d(z,y) = d(z,2) + d(z,y) a
d(z,z) = d(z,t) +d(t, 2), tak aj d(z,y) = d(z,t) + d(t, y).
b) Dokdzte Mengerovu vetu: Ak (X,d) je aplny konvexny metricky priestor a x # y si
nejaké body v X, tak pre lubovolné t € (0, 1) existuje bod w € X taky, ze d(z,w) =
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td(xz,y) ad(w,y) = (1 —t)d(z,y). (Navod: Transfinitnou indukciou sa pokiste zostrojit
postupnosti 4, z), € X a tq,t,, € (0.1) také, ze t, < t < t,, a sicasne

d(ajouy) = (1 - tll)d<x’y)§

d(zg,y) = (1 —t,)d(z,y);
d(zo, ) = (t, — to)d(z,y).

d(x,24) =tad
d(z,zl) =t d

S

Skiste ich volit vhodnym sposobom, aby ste sa nejako vedeli priblizit k hodnote ¢.) E|
c) Ukézte, ze bez predpokladu o tplnosti uz Mengerova veta nemusi platit.
d) Predpokladajme, Ze mame dané ¢ € (0,1) a dva body z, y v nejakom metrickom pries-
tore. Predpokladajme dalej, ze existuje bod z taky, ze

d(z,z) = td(x,y) a d(z,y) = (1 = t)d(z,y).

Je bod z predchddzajicou podmienkou jednoznacéne uréeny? (T.j. mdze pre dané x, y,
t existovat aj viacero bodov z vyhovujucich uvedenej podmienke?)

e) Ak pracujeme v linedrnom normovanom priestore, je pojem metrickej konvexnosti to-
tozny s obvyklym pojmom konvexnosti?

Sekvencialne priestory, sekvencialny uzaver

Nech X je Iubovolny topologicky priestor a A C X. Oznaéme A* mnozinu vSetkych limit
postupnosti prvkov z A. Ako A oznaCme najmensiu mnozinu obsahujicu A, ktord je uzavreta
vzhladom na limity postupnostiﬂ (Pretoze aj mnozinu A* aj mnozinu A by bolo pomerne
prirodzené nazvat sekvencidlnym uzaverom mnoziny A, nebudeme v tomto texte pouzivat
uvedenu terminolégiu ani pre jednu z tychto mnozin; namiesto toho budeme jednoducho
pouzivat iba uvedené oznacenie.)

__ Topologicky priestor nazveme sekvencidlny, ak pre kazdi podmnozinu A C X plati A=
A.

Podmnozinu A nazvime sekvencidlne uzavretou, ak A = 21\, t.j. ak A je uzavretd vzhladom
na limity postupnosti. Ekvivalentne mézeme sekvencidlny priestor definovat ako priestor,
v ktorom st uzavreté prave sekvencialne uzavreté mnoziny.

Kazdy priestor vyhovujici prvej axiéme spocitatelnosti (a teda Specidlne kazdy metricky
priestor) je aj sekvencidlny priestor. Existuji vSak aj priestory, ktoré nie si sekvencidlne.
Dokonca aj medzi priestormi, ktoré sa pomerne bezne vyskytuju v praxi — napriklad niektoré
priestory so slabou alebo slabou* topoldgiou.

Z nasledujucich tloh su prvé dve zamerané na transfinitni indukciu; tretia a Stvrta su
skor cvicenia na pracu s pojmom sekvencidlneho priestoru.

Problém 5.7.7.
a) Pre kazdy ordinél « definujeme A, nasledovne:

Ao = 4

Aa+1 = (Aoc)*;

ak a je limitny ordindl, tak Ao = s, 4s-

Ukéazte, ze A= Ay, = U A,. (Poznamenajme, Ze sa dé zostrojit priklad priestoru,
a<wi

kde skutocCne treba az w iteracii [AF].)

8Kedze je uloha zaradend v tejto kapitole, preferujem dékaz pomocou transfinitnej indukcie. Dékaz vy-
uzivajuci Zornovu lemu mézete njst napriklad v [C].

9Fakt, Ze najmensia mnozina s takouto vlastnostou existuje, lahko vyplynie z toho, e prienik lubovolného
systému takychto mnozin mé uvedenu vlastnost.
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b) Ukéazte, ze ak A je podmnozina Hausdorflovského sekvencidlneho priestoru také, Ze
|A] < ¢, tak aj |A] < ¢, t.j. kardinalita jej uzaveru je nanajvys c.

c) Nech X je sekvencidlny priestor, Y je topologicky priestor a f: X — Y je zobrazenie.
Dokazte, ze f je spojité prave vtedy, ked pre kazdd konvergentni postupnost (z,,) v X

plati, ze ak lim z, = a, tak aj lim f(z,) = f(a). (Ndvod: Skiste ukédzat, ze vzor
n—oo n—o00

kazdej uzavretej mnoziny je uzavrety)

d) Nech X je lubovolny topologicky priestor. Na tej istej mnoZine definujeme topologicky
sX tak, ze uzavreté mnoziny v s X st prave tie mnoziny, ktoré si sekvencialne uzavreté
v X. (Dostaneme takto skutocne topologicky priestor?) Ukdazte, Ze tento topologicky
priestor ma navyse tu vlastnost, ze pre kazdy sekvencidlny priestor Y a spojité zobra-
zenie f:Y — X je aj zobrazenie f: Y — sX spojité. Priestor sX sa zvykne nazyvat
sekvencidlna koreflexia priestoru X.

Viac o sekvencidlnych priestoroch sa mozete doc¢itat napriklad v [AP, Section 1.8], [Eng],
Section 1.6], [Fr1l [Fr2]. Dalsia stvisiaca trieda topologickych priestorov st Fréchetove- Urysohnove
priestory. To st priestory, v ktorych plati pre kazdi podmnozinu A = A*.

Doplnim esSte aj drobnt pozndmku k odhadu na kardinalitu priestoru. Ak by sme vy-
nechali poziadavku, ze dany priestor je sekvencidlny, tak uz uvedeny odhad pre kardinalitu
neplati. Vedeli by sme dokézat, ze v Hausdorfovskom priestore ma uzaver danej mnoziny
kardinalitu najviac 22" Pozri napriklad [Engl Theorem 1.5.3], [Jul 2.4] Tento horny od-
had sa ned4 zlepsit. D4 sa najst priklad Hausdorffovského priestoru kardinality 22°, ktory
obsahuje husttt mnozinu kardinality a. Prikladom takého priestoru je Stone-Cechova kom-
paktifikdcia diskrétneho priestoru kardinality a. So Stone-Cechovou kompaktifikdciou ste sa
mohli stretnif na predmetoch VSeobecna topoldgia 1,2.

Vlastnost priestoru s.X, ktort sme dostali v poslednej ilohe, mézeme sformulovat aj takto.
Vieme, Ze idx : sX — X je spojité zobrazenie. (To je len inymi slovami povedané, Ze topoldgia
sX je hrubsia nez pévodna topolégia.) A pre lubovolné spojité zobrazenie f: Y — X, kde
Y je sekvencidlny, existuje prave jedno spojité zobrazenie f také, Ze nasledujici diagram
komutuje:

X(idixsX

¢
-
\f
Y

Toto je Specidlny pripad pojmu koreflexie a koreflektivnej podkategdrie. Dudlny pojem (pri
obréteni vSetkych $ipok) by bola reflexia a reflektivna podkategdria. Na reflexiu a koreflexiu
sa da pozerat ako na Specidlny pripad adjungovaného funktora. S uvedenymi pojmami sa
mate moznost zoznamit na predmetoch Tedria kategoérii 1,2.

Ale aj v pripade, Ze neviete ni¢ o kategériach, by vdm uvedend formuldcia mohla pripo-
mentt niektoré objekty, ktoré boli definované nejakou univerzdlnou vlastnostou. (Napriklad
volnd grupa, rézne typy sicinov ¢i ziplneni, podielové pole a mnohé dalsie dolezité konstruk-
cie.)

10Alebo aj http://math.stackexchange.com/q/430747 http://math.stackexchange.com/q/45429
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Kapitola 6

Niektoré dalsie aplikacie teodrie
mnozin

6.1 Skoro disjunktné systémy

V tejto kapitole sa budeme zaoberat systémami skoro disjunktnych mnozin. Takéto systémy
mozu byt obcas uzitocné.

Definicia 6.1.1. Nech M je Iubovolnd nekoneénd spoéitatelnd mnozina, t.j. |[M| = .
Mnoziny A, B C M nazveme skoro disjunktné, ak ich prienik A N B je konec¢ny.

Ak A C P(M) je systém nekoneénych podmnozin M taky, ze lubovolné dve mnoziny z A
st skoro disjunktné, tak A volame systém skoro disjunktnygch mnoZin alebo tiez AD-systémE]
na mnozine M. Nekoneény AD-systém, ktory je maximalny vzhladom na inkliziu, budeme
volat maximalny AD-systém alebo struéne MA D-systém.

Poziadavka, ze MAD systém mé byt nekoneény je uzito¢na na to, aby sme vylacili niektoré
trividlne pripady. Napriklad ak w = A U B, kde A, B si nekoneéné disjunktné mnoziny
(mohli by sme zobrat napriklad pdrne a nepdrne ¢isla), tak A = {A, B} je AD-systém,
ktory je maximalny vzhladom na inkliziu. Ale obsahuje iba konec¢ne vela mnozin, takze ho
nepovazujeme za MAD-systém.

Lahko ndjdeme AD-systém na mnozine N kardinality Ng; mnozinu N dokonca vieme roz-
lozit na Ry disjunktnych mnozin (cvicenie , disjunktné mnoziny st oc¢ividne aj skoro
disjunktné.

Standardnou aplikiciou Zornovej lemy sa dokaze, ze kazdy nekoneény AD-systém je ob-
siahnuty v nejakom maximéalnom AD-systéme.

Tvrdenie 6.1.2. Ak A je nekonecny AD-systém na mnozine M, tak existuje MAD-systém
A’ na mnoZine M taky, Ze A’ O A.

Doékaz. Problém O
Budeme sa zaoberat hlavne AD-systémami na nekonec¢nych spocitatelnych mnozinach.

Tvrdenie 6.1.3. Nech M je nekonecnd spocitatelnd mnozina a A je MAD-systém na M.
Potom |A] > N;.

1

z anglického almost disjoint
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Dokaz. Problém [6.1.1] O

Tvrdenie 6.1.4. Pre kazdid nekonecni spocitatelni mnozinu M existuje AD-systém A C
P(M) taky, Ze |A| = c.

Dékaz. Tvrdenie budeme dokazovat pre M = Q. (Dokazovana vlastnost sa evidentne prendsa
cez bijekcie, takze ak ho dokazeme pre tento pripad, tak plati aj pre ostatné nekonecéné
spocitatelné mnoziny.)

Pre kazdé redlne &slo r € R zoberme prostd postupnost z(") = (xslr))%ozo racionalnych
¢isel, ktora konverguje k r. Dalej uvazujme mnoziny ¢lenov tjchto postupnosti, teda A, =
{mgf);n € w} asystém A= {A,;r € R}

Kazdd z mnozin A, je nekonec¢nd, lebo sme pouzili prosté postupnosti. Z toho, Ze pre
1 # 79 maji postupnosti (") a (") rézne limity vyplyva, Ze priradenie r — A, je prosté
(a teda |A| = ¢) a tieZ to, Ze tieto dve postupnosti maji nanajvys konecne vela spoloénych
¢lenov — ¢o znamend, ze A je systém skoro disjunktnych mnozin. O

V predoslom dokaze sme pouzili AC (na vyber prostej postupnosti x(r)). Axiéme vyberu
sa mozeme vyhnit, ak explicitne popiSeme konstrukeiu postupnosti (") pre dané realne &islo
r. Ponechdvame ako cvifenia pre ¢itatela, aby si rozmyslel ako sa to d& urobit (dloha[6.1.3)).

Poznamka 6.1.5. Hoci trik pouzity v dokaze tvrdenia bol velmi jednoduchy, zaslizi
si podla mna struény komentar. Vyuzivali sme to, ze dokazovana vlastnost sa zachovava
bijekciou a namiesto toho, aby sme tvrdenie dokazovali pre lubovolni mnozinu kardinality
Ng, pouzili sme mnozinu Q. Vyhodné to bolo z toho doévodu, Ze vdaka tomu sme na tejto
mnozine mali dodatoént Struktiru (mohli sme ju chépat ako podmnozinu R) a td sme mohli
v dokaze vyuzit.

Takyto trik vlastne nevyuziva ni¢ zlozité — mal by byt jasny kazdému, kto pochopil ideu
bijekcie a kardinality v prvom ro¢niku. Napriek tomu nan nie je vzdy celkom jednoduché
prist; asi by to bolo lahsie, keby ndm niekto priamo povedal, ze to mame skusit dokazovat
pre Q. Niekolko tloh, kde sa dé pouzit takyto princip som pridal do cvi¢eni za touto kapitolou;
tlohy [6.1.1) [6.1.2] [6.1.4]

Este sa azda oplati uvedomit, Ze to je vlastne najjednoduchsi pripad principu, ktory
ste sa pri prechode k abstraktnej matematike naucili. Spomenme si napriklad na linedrnu
algebru. Definovali ste vektorovy priestor tak, ze tam boli veci popisujuce linedrnu struktaru.
Dva vektorové priestory, ktoré si izomorfné, st ,v podstate“ rovnaké. Mysli sa tym, ze
ak sa pytame na tvrdenie, ktoré sa da vyjadrit v jazyku vektorovych priestorov, tak ak
plati v jednom z nich, musi platif aj v druhom. Napriklad ak dokédzeme tvrdenie takéhoto
typu pre vsetky priestory R™, tak plati aj v kazdom kone¢norozmernom priestore nad R.
Rovnako to funguje s izomorfizmom grip, izomorfizmom c¢iastoéne usporiadanych mnozin,
homeomorfizmom topologickych priestorov, izometriou medzi dvoma metrickymi priestormi
atd. V tomto pripade sme sa vlastne zaoberali mnozinou bez akejkolvek dalsej struktury, a
preto nam stacila existencia bijekcie.

Poznamka 6.1.6. Povedzme si eSte nieCo o moznej kardinalite AD-systémov a MAD-
systémov na mnozine N. Je jasné, ze existuji AD-systémy na N, ktoré maji mald kardinalitu
— lahko najdeme napriklad konecné alebo spocitatelné AD-systémy. (Ak ndm ich staci spoci-
tatelne vela, vieme dokonca najst systém nekonecnych mnozin, ktoré su disjunktné; nie iba
skoro disjunktné — tiloha [6.1.4} )

Uz sme ukazali, Zze na N existuje AD-systém kardinality c¢. Ten sa da rozsirit na MAD-
systém, ktory tiez nutne musi mat kardinalitu c.

Takisto vieme, ze kazdy MAD-systém musi mat kardinalitu aspon Xj.
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Mozno by ¢lovek na prvy pohlad ocakéval, Ze vSetky MAD-systémy budi mat kardinalitu
¢. (Preco by sa niektoré z nich mali spravat inak?) Je snad aspon trochu prekvapivym faktom,
ze to tak byt nemusi.

Aby sa nam lahsie formulovali vysledky, o ktorych chceme hovorit, zadefinujme

a = min{|A4]; A je MAD-systém na mnozine N}.

(Vieme, ze kazdd mnozina kardindnych ¢isel mé najmensi prvok — pozndmka Vdaka
tomu tato definicia m4 zmysel.)
Zatial vlastne vieme, Ze
Nl <a<c

7 toho vyplyva, ze ak plati hypotéza kontinua, tak a = ¢. Kedze hypotéza kontinua je relativne
konzistentnd (pozri podkapitolu, aj tvrdenie, ze a = ¢ je konzistentné vzhladom na ZFC.

D4 sa vsak ukazat, ze aj tvrdenie a < ¢ je relativne konzistentné; existuju modely ZFC,
v ktorych plati ostrd nerovnost (pozri napriklad [Halll Chapter 8]). Z axiém ZFC sa teda
neda rovnost a = ¢ ani dokazat, ani vyvratit.

6.1.1 Hamelova dimenzia v Banachovych priestoroch

V probléme [£.3.1] sme sa dozvedeli, ze Tubovolné dve Hamelove bazy vektorového priestoru
maju rovnaki kardinalitu, teda aj v pripade nekoneé¢norozmernych priestorov ma zmysel ho-
vorit o dimenzii. Ideme sa zamysliet nad tym, ¢i st nejaké obmedzenia na dimenziu v pripade
Banachovych priestorov. Najprv ukdzeme, Ze dimenzia nekone¢norozmerného Banachovho
priestoru musi byt aspon R;. (Dékaz je zalozeny na Bairovej vete o kategorii. Takyto ddkaz
sa d4 n4djst napriklad v [ABl Corollary 5.23], [Cal p.25], [FHH™, Exercise 1.81]. Iny dokaz,
nevyuzivajici Baireovu vetu, sa dd ndjst v [T§] a [Mor, Proposition 5.1].)

Podari sa nam vsak ukazat aj o nieco silnejsi vysledok — ze dimenzia nekone¢norozmerného
Banachovho priestoru musi byt aspon ¢. Dékaz, ktory uvedieme, pochddza z clanku [La] a
vyuziva existenciu AD-systému na N kardinality c.

Pre istotu si pripomenme pojem mnoziny prvej kategérie a Bairovu vetu o kategorii.

Definicia 6.1.7. Podmnozina A topologického priestoru sa nazyva riedka ak Int A = (.
Podmnozina topologického priestoru je mnozinou prvej kategorie, ak je spocitatelnym zjed-
notenim riedkych mnozin. Podmnozina, ktord nie je mnozinou prvej kategorie, sa nazyva
mnozinou druhej kategorie.

Mozno sa oplati pripomentt aj ekvivalentni definiciu riedkej mnoziny: Mnozina A je
riedkou podmnozinou topologického priestoru X, ak pre kazdi neprazdnu otvorentit mnozinu
U C X existuje neprazdna otvorend podmnoZina V' C U tak4, ze VNA = (). Ak v tejto formu-
lacii hovorime iba o mnozinach z nejakej bazy, tak opéat dostaneme ekvivalentni podmienku.
Napriklad v metrickom priestore by sme mohli zobrat iba otvorené gule. (Cize podmnozina
A v metrickom priestore X je riedka, ak v kazdej otvorenej guli B(x,r) vieme nédjst mensiu
otvorent gulu B(z',r") C B(z,r), ktord sa ,,vyhne“ mnozine A, t.j. B(z/,7")N A =10.)

Veta 6.1.8 (Bairova veta o kategoérii, Baire Category Theorem, BCT). Ak X je dplng met-
ricky priestor, tak X je mnoZina druhej kategorie.

Analogické tvrdenie plati napriklad aj pre lokdlne kompaktné Hausdorffovské priestory.

Doékaz tejto vety mozete néjst napriklad v [AB|, Theorem 3.74], [Ke, Theorem 8.4], [Mel
Theorem 1.5.4], [Wil, Chapter 25]. Pretoze v tomto texte zvykneme uviest, ktoré vysledky
vyuzivaju axiému vyberu, patri sa spomentt, ze dokaz Bairovej vety sa tiez opiera o AC.
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Bairova veta ma casto aplikacie pri dokaze existencie nejakych objektov — ak na mnozine
objektov, ktorymi sa zaoberdme, mame vhodnd metriku (takd Ze dostaneme tplny metricky
priestor) a o nejakej podmnozine sa ndm podari ukdzat, Ze je to mnozina prvej kategorie,
tak nutne musi existovat aj objekt mimo tejto podmnoziny. Tato veta sa ¢asto vyuziva aj
vo funkciondlnej analyze; napriklad pri dokaze principu rovnomernej ohranicenosti (zndmeho
tiez ako Banach-Steinhausova veta)ﬂ

Ukazeme si, ako pomocou Bairovej vety o kategérii ukazat, ze Hamelova baza Banachovho
priestoru nemoéze byt nekoneéna spocitatelna.

Veta 6.1.9. Nech X je Banachov priestor. Potom jeho dimenzia nemoze byt N.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, Zze X je Banachov priestor (t.j. tiplny linedrny normovany
priestor) a sticasne mé spocitatelnt bazu {z;;i € N}.

Pre kazdé i € N definujeme koneénorozmerny podpriestor V; = [zg, 21, ..., z;]. Kazdy
z priestorov V; je uzavrety podpriestor X. (KaZzdy koneénorozmerny linedrny normovany
priestor je @plny. Uplny podpriestor Banachovho priestoru je uzavrety.) Kedze ide o vlastny
uzavrety podpriestor, je to teda riedka podmnozina X (tloha [6.1.5).

oo
Stcasne veelku Tahko vidno, ze |J V; = X. (Kazdy prvok priestoru X je linedrnou kom-
i=0
bindciou konecne vela prvkov bazy {z;;i € N}, z doho vyplyva, ze mus{ patrit do V; pre
niektoré i € N.)
Zistili sme, ze X je spocitatelné zjednotenie riedkych mnozin, je to teda mnozina prvej
kategérie. Kedze X je uplny priestor, dostdvame spor s Bairovou vetou. O

V podstate rovnaky dokaz, aky sme tu uviedli, by sa dal pouzit pre dékaz podobného
tvrdenia pre tplne metrizovatelné topologické vektorové priestory, pozri [AB) Corollary 5.23].
Ako sme spominali, predchddzajtci vysledok mozno o nieco zosilnit:

Veta 6.1.10. Nech X je nekonecnorozmerny Banachov priestor. Potom jeho Hamelova di-
menzia je asporn c.

Dékaz. Nech X nekonecnorozmerny Banachov priestor.

Najprv indukciou skonstruujeme {z;;i € N} C X a {z};i € N} C X* také, ze z}(x;) = §;;
] = 1.

Vysvetlime si detailnejsie induk¢ény krok. Predpokladajme, Ze uz mame skonstruované

Z1,...,% & x],..., 7} vyhovujice uvedenym podmienkam. Potom moéZeme priestor X zapi-
sat ako X = [z1,...,z,]|®X’, pricom priestor X’ je opét nekoneénorozmernyﬂ Potom mdzeme
zvolit Tubovolné x5 1 € X’ také, Ze ||xgy1|| = 1. Zobrazenie it [, 2] — R urcené

predpisom zj  , (z;) = d;; je linedrne zobrazenie na konecnorozmernom podpriestore, teda je
spojité. Podla Hahn-Banachovej vety sa potom da rozsirit na spojité linedrne zobrazenie z X
do R.

Z tychto podmienok vyplyva zj ¢ [{z;;j € N, j # k}], pretoze ), ¢ (z5)1[0] a (z})1[0]
je uzavrety podpriestor priestoru X obsahujuici {z;;j € N,j # k}.

Nech teraz A = {A;;i € R} je AD-systéme na N. Pre kazdé ¢ € R definujeme

1
a; = Z 2727]

JEA;

2Viacero aplikécii Bairovej vety moézete najst tu: http://math.stackexchange.com/questions/165696/
your-favourite-application-of-the-baire-category-theorem/
3Toto modzeme dostat viacndsobnym pouzitim faktu, ze ak f € X* and f(z) # 0, tak X = Ker f @ [z];

pozri tlohu
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(Pretoze || &z;|| < 2, tento rad je cauchyovsky, a teda konvergentny.)

UkéZeme, ze mnozina {a;;i € R} je linedrne nezdvisld. Pretoze kazda linedrne nezavisla
mnozina je obsiahnutd v béze (pozri problém7 z toho uz vyplynie, ze Hamelova dimenzia
priestoru X je aspon c.

Predpokladajme, Ze by platilo > ¢;a; = 0 pre nejakd koneéni mnozinu F, pricom vSetky

ieF
¢; su nenulové. Nech
i,jEF
i#]

Tato mnozina je konecnd, lebo A je AD-systém. Uvedenti koneénti sumu mozeme prepisat

ako
Z dj.’l?j = O,
j=1

kde d; = 5t prei € F' a j € A; \ P. Pretoze vSetky mnoziny A; \. P st nekonecné, vystupuje
v tejto sume nekonecne vela nenulovych koeficientov. Teda posledni rovnost mdzeme prepisat

do tvaru
oy =Y fir;
ik
pre nejaké k a f; € R, ¢o je v spore s predpokladom, ze xj ¢ m O

6.1.2 Mroéwkov-Isbellov priestor

Této Cast je pripravend najmi podla [Ma] Tento priestor bol definovany v [Mi]. Dalsia
literattira, kde sa mozete o iom dodcitat: [Eng, Exercise 3.6.1, Exercise 3.10.G], [GJ, Problem
51].

Definicia 6.1.11. Nech A je AD-systém na mnozine w. Priestor ¥(.A) definujeme ako topo-
logicky priestor na mnozine AU w taky, Ze body mnoziny w s izolované a béaza okoli v bode
A € A je tvorend mnozinami tvaru {A}U (AN F), kde F' C w je kone¢na podmnozina. Tento
priestor budeme volat Mrowkov-Isbellov priestor.

Poznamenajme, zZe terminologia v literatire nie je tiplne jednotné. Niektori autori po-
uzivaji nazov Mrowkov-Isbellov priestor iba v pripade, ze A je MAD-systém. My budeme
pouzivat tato definiciu, pri vysledkoch, kde je potrebna maximalita, to explicitne uvedieme.

Skontrolujme, Ze ked vezmeme uvedené okolia bodov A € A a jednobodové mnoziny ako
okolia bodov n € w, tak skuto¢ne dostaneme bazu B nejakej topoldgie. Na to treba iba overit,
ze pre Iubovolny bod x € U(A) a By 5 € B také, ze © € By N By existuje mnozina B € B, pre
ktoru plati x € B C By N Bs.

e Pre body = € w je uvedend podmienka ocividne splnend; staci zobrat B = {z}.

o {AJUANF))N({AIU(ANFy)) ={A}U(AN (F1UF)) a Fy UF, je opéat koneéna

mnozina.

e Ak A # B, tak ({A}U(AN F1)) N ({B} U (B N\ Fy)) C w, teda prienik obsahuje iba

izolované body.

MozZeme si vsimnit, niektoré zdkladné vlastnosti priestoru W(A). Je vecelku lahké overit,
7e tento priestor je Hausdorffouvsky — tloha Pre kazdy bod sme priamo pri definicii
uviedli spocitatelnii bazu okoli, teda tento priestor vyhovuje prvej axiome spocitatelnosti.

4http://dantopology.wordpress.com/tag/mrowka-space/
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Vsimnime si este, ze tento priestor je lokdlne kompaktny. Pripomenme, ze Hausdorffovsky
priestor je lokdlne kompaktny, ak kazdy bod ma kompaktné okolieﬂ

Pre bod n € w mame kompaktné okolie n € w. Pre A € A skdsme overit, Zze priamo
{A}UA je kompaktny podpodpriestor. Ak mame nejaké pokrytie mnoziny AU{A} otvorenymi
mnozinami, tak niektora z nich musi obsahovat bod A, teda v pokryti sa musi vyskytovat
mnozina obsahujica bazové okolie tvaru {A} U A\ F, kde F C w je koneénd mnozina.
Ak vyberieme takito mnozinu, tak zostdva v {A} U A uZ len konecne vela nepokrytych
bodov; takze pomocou tejto mnoziny a kone¢ne vela dalsich mnozin vieme dostat konecné
podpokrytie.

Vieme, ze kazdy Hausdorffovsky lokdlne kompaktny priestor je tplne reguldrny [Eng
Theorem 3.3.1], [Wil, Theorem 19.3]. Zistili sme teda, ze priestor U(A) je dplne reguldrny.

Budeme sa teraz zaoberat Mréwkovym-Isbellovym priestorom, uz len v pripade, ze A je
MAD-systém. Pozrieme sa konkrétne na dve vlastnosti pribuzné s kompaktnostou — pseudo-
kompaktnost a spocitatelni kompaktnost.

Definicia 6.1.12. Topologicky priestor X sa nazyva pseudokompaktny, ak je Tichonovovsky
a pre kazdu funkciu f: X — R je f[X] ohrani¢end mnozina.

Je zrejmé, ze kazdy kompaktny Th-priestor je pseudokompaktny. Pre priestor ¥(.A) plati:
Tvrdenie 6.1.13. Ak A je MAD-systém, tak priestor ¥(A) je psedokompaktny.

Doékaz. Nech by funkcia f: ¥(A) — R bola spojitd a neohrani¢end. Potom aj zizenie f|,
mus{ byt neohrani¢end funkcia, pretoze podmnozina w je hustd v U(A). Zoberme si mnozinu
B C w takd, ze f|p je neohranicend a navySe |f(b1) — f(b2)| > 1 pre lubovolné by 2 € B.
(Takdto mnozinu mézeme zostrojit indukciou.)

Potom prienik BN A je koneény pre kazdé A € A. (Kedze {A} N A je kompaktny pod-
priestor a teda funkcia f je na tejto podmnozine ohranicen4.)

Nasli sme teda nekonecni mnozina, ktord ma konecény prienik s kazdou mnozinou A € A.
To je spor s maximalitou MAD-systému A. O

Nasledujtiici pojem je vcelku prirodzenym zovSeobecnenim kompaktnosti.

Definicia 6.1.14. Topologicky priestor X je spocitatelne kompaktny, ak pre kazdé spocita-
telné otvorené pokrytie priestoru X existuje konecné podpokrytie.

Tvrdenie 6.1.15. Nech X je topologicky priestor. Nasledujice podmienky su ekvivalentné:
(i) X je spocitatelne kompaktny.
(i) Ak {F,;n € N} je centrovany systém uzavretych mnozin, tak (| F, # 0.
(iii) Ak {F,;n € N} je nerastici systém uzavretych mnozin, t.j. F, O F,11 pre kazdén € N,
tak N F,, # 0.

Dékaz prenechdme citatelovi (tloha — je pomerne jednoduchy a navyse dokaz ek-
vivalencie prvych dvoch podmienok je takmer identicky s dokazom charakterizacie kompakt-
nych priestorov pomocou centrovanych systémov uzavretych mnozin, ktoru by ste mali poznat
z predmetov venovanych vSeobecnej topoldgii.

TODO spojity obraz, uzavrety podpriestor

Tvrdenie 6.1.16. Nech X je Ti-priestor. Nasledujice podmienky su ekvivalentné
(i) Kazdd nekonecnd podmnoZina priestoru X md hromadny bod. E|

5V literattre sa vyskytuje viacero neekvivalentnych definicii lokalne kompaktného priestoru, v pripade
Hausdorffovskych priestorov st vSak vsetky tieto definicie ekvivalentné.

6Uvedend podmienka sa niekedy zvykne nazyvat aj Bolzanova-Weierstrassova wvlastnost (Bolzano-
Weierstrass property) alebo tiez limit point compactness.
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(ii) Kazdd nekonecnd spocitatelnd podmnozina priestoru X md hromadny bod.
(iii) Priestor X je spocitatelne kompaktny.

Pripomenme, ze hromadny bod mnoziny M je taky bod z, Ze kazdé jeho okolie obsahuje
nejaky bod z M rdzny od x. Strucéne: Ak U je okolie z, tak U N (M ~\ {z}) # 0. Ekvivalentne
mozeme tito podmienku vyjadrit ako

x € M~ {z}.

Dokaz. Implikacia = je zrejméa. Obratene, lubovolnd nekonecna mnozina musi obsa-
hovat nekonec¢ni spocitatelnii podmnozinu. Tato podmnozina ma hromadny bod, ktory je aj
hromadnym bodom celej mnoziny. Teda plati aj = .

= Nech X je spoéitatelne kompaktny priestor a x,, n € N, st navzidjom rozne
body tohoto priestoru. Chceme ukézat, ze mnozina M = {z,;n € N} md hromadny bod.
Ozna¢me F,, = {z; k > n}. Podla tvrdenia existuje z € (| F,,. Ak © ¢ M, tak mame
r € M = M~ {z}. Ak = = =, pre nejaké n, tak * € F,, = F, C M ~ {z}. Teda z je
hromadny bod mnoziny M.

= Nech M = {z,;n € N} je mnozZina, ktord nemé hromadny bod. Potom M
je uzavretd a navySe pre kazdé n € N existuje okolie U,, bodu z,, také, ze U, N M = {z,}.
Systém {X ~ M} U{U,;n € N} tvori spocitatelné otvorené pokrytie priestoru X, ktoré neméa
kone¢né podpokrytie. O

TODO Nie vsade bolo treba T7, ndm to staci takto.

Tvrdenie 6.1.17. Nech X je mormdlny priestor. Ak X je pseudokompaktny, tak X je aj
spocitatelne kompaktni.

Doékaz. Nech X je normélny a nie je spocitatelné kompaktny. Potom existuje nekonecna
podmnozina A = {z,;n € w} priestoru X, ktord neméd v X hromadny bod. To znamen4, ze
A je ako podpriestor priestoru X je uzavrety diskrétny podpriestor. Zobrazenie f: A — X,
f: x, — njespojité a podla Tietzeho vety sa da rozsirit na spojitd funkciu F': X — R. Potom
F' je neohranicend spojita funkcia z X do R, ¢o znamend, ze X nie je pseudokompaktny. [J

Mrowkov-Isbellov priestor je teda prikladom, ktory ukazuje, Ze uvedend implikacia pre
Iubovolné topologické priestory uz nemusi platit. Stcasne dostavame:

Dosledok 6.1.18. Mrowkov-Isbellov priestor nie je normdlny.

Teda je to aj priklad tplne regularneho priestoru, ktory nie je normalny.
Cvicenia
Uloha 6.1.1. Nech |A| = Ro. Ukézte, ze v (P(A), C) existuje retazec kardinality c.

Uloha 6.1.2. Nech S = Qx Q. Ukéaite, Ze existuji mnoziny V, H také, ze S = VUH, prienik
V sa kazdou vertikdlnou priamkou v rovine R? je koneény a prienik H sa kazdou horizontalnou
priamkou je konecny. (T.j. pre kazdé x € Q si mnoziny {y € Q; (z,y) e V} ={z} xQnNnV
aj{y € Q;(y,z) € H} =Q x {z} N H konecné.)

Uloha 6.1.3. Najdite predpis, ktory pre dané redlne ¢islo r € R explicitne popisuje prostt
postupnost raciondlnych ¢isel konvergujicu k r. (Takymto spdsobom sa moZeme vyhnit
pouzitiu axiému vyberu v dokaze tvrdenia )
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Uloha 6.1.4. Ukéite, 7e N sa dé zapisat ako zjednotenie spoéitatelne vela disjunktngch
nekoneénych mnozin. (Tdto dlohu som sem sice pridal ako jednu z ilustrcii prenosu cez
bijekciu, o ktorom sme hovorili v poznamke [6.1.5] pomerne Tahko sa daji néjst aj riesenia,
ktoré tento pristup nepouzivaju.)

Uloha 6.1.5. Ukézte, ze uzavrety vlastny podpriestor v lineArnom normovanom priestore
je riedkou mnozinou.

Uloha 6.1.6. Ukéite, Ze ak f: V — R je linedrne zobrazenie na vektorovom priestore V a
f(z) #0, tak V = [z] ® Ker f.

Uloha 6.1.7. Ukéite, ze pre lubovolny AD-systém na mnoZine w je priestor ¥(.A) Haus-
dorffovsky.

Uloha 6.1.8. Ukazte ekvivalenciu podmienok pre spoéitatelni kompaktnost z tvrdenia
0. 1. 1)

Problémy Doteraz sme pracovali iba s AD-systémami na mnozine, ktord ma kardinalitu
Ng. Tento pojem sa da zadefinovat aj pre mnoziny vacsej kardinality.

AD-systém a MAD-systém na mnozine M definujeme tak, Ze je to systém A C P(M) taky,
ze vsetky mnoziny z 4 maju rovnaki kardinalitu, ako mnozina M a pre A # B, A,B € A,
plati |AN B| < |M].

Problém 6.1.1.

a) Ukézte pomocou Zornovej lemy, ze kazdy nekoneény skoro disjunktny systém je obsia-
hnuty v nejakom maximélnom skoro disjunktnom systéme.

b) Ukéazte, ze MAD-systém na spocitatelnej mnozine musi mat kardinalitu aspon X;. (Ek-
vivalentna formuldcia: Ak je AD-systém nekonecny spocitatelny, tak nemoze byt ma-
ximélny.)

c) Ukézte, ze MAD-systém na mnozine kardinality s musi mat kardinalitu va¢siu ako .
(T.j. musf mat kardinalitu asponi »™, kde »™ oznacuje kardindlny nasledovnik ¢&isla s;

pozri definfciu [5.2.2} )
d) Existuje na kazdej nekoneénej mnozine M nejaky AD-systém kardinality |M|?

Problém 6.1.2. Aké je Hamelova dimenzia vektorového priestoru RN pozostdvajiceho zo
vietkych redlnych postupnosti? (Operécie na tomto vektorovom priestore si definované ob-
vyklym sposobom.) Svoje tvrdenie zdovodnite! (Navod 1: Skuste nejako vhodne vyuzit AD-
systém kardinality ¢ na mnozine N. Navod 2: Skiiste sa pozriet na prvky tvaru (1, z, 22, 23,...)
pre x € R.)

6.2 Nekonecéné stromy

6.2.1 Zakladné definicie a oznacenia

Nekonecné stromy st veelku dobre predstavitelné matematické objekty. Snad sa mi podari
vas v tejto kapitole presvedcit, ze st obcas aj uzitocné.

Aby sme vsak o nich vedeli hovorit, musime si najprv zaviest nejaké oznacenia a definicie.
A pokusime sa popisat aj intuitivnu predstavu, ktord je za nimi.

Budem sa v tejto kapitole viac-menej pridrziavat oznacenia z [Kel Chapter 2].
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Zoberme si nejaktt mnozinu A # (). Potom pre kazdé prirodzené éislcﬂ n € w mozeme
mnozinu A" chépat ako mnozinu postupnosti dizky n obsahujicich iba prvky A. Takéto
konecné postupnosti st indexované prvkami mnoziny n = {0,1,...,n—1}. Budeme ich preto
aj zapisovat ako s = (s(0),s(1),...,8(n —1)) = (s0,81,..-,8n—1) — presne tak, ako sme pri
postupnostiach zvyknuti.

DIzku koneénej postupnosti s budeme oznacovat I(s).

Eite je azda uzitotné si viimnut, ze A° = A? = {(}} obsahuje ako jediny prvok (). Takiito
funkciu moézeme chépat ako prdzdnu postupnost; a pripadne ju moézeme zapisat aj takto:
0= ().

Mnozinu vSetkych kone¢nych postupnosti prvkov z A budeme oznacovat ako

AW = U A"

new

Dve konecné postupnosti sa daju spojit a z kone¢nej postupnosti sa da vyrezat nejaka jej
cast — nam sa bude hlavne hodit pripad, ked vyberieme zaciatok danej konecnej postupnosti.

Definicia 6.2.1. Ak s € A" je postupnost dizky n a t € A* je postupnost dizky k, tak
postupnost st = (Sg,...,8n—1,t0,.-.,tk—1) dlZky n + k nazyvame zretazenie postupnosti s
at.

Ak s € A™ je postupnost dlzky n a k < n, tak postupnost sl = (so,...,sk_1) dlzky k
voldme pociatoény usek postupnosti s. Ak ¢t = s|, pre nejaké k < n, t.j. t je pociatoény tsek
postupnosti s, tak tito skutoénost budeme oznacovat aj t C s.

MozZeme si vSimnit, ze oznacenie s|; je konzistentné s oznacenim, ktoré pouzivame pre
ziZenie funkcie. (Ked sa na dané postupnosti pozerame ako na funkcie, tak ide skutocne o zi-
Zenie.) Takisto pouzitie oznacenia t C s je opravnené, pretoze ak sa na prvky A<“ pozrieme
ako na mnoziny usporiadanych dvojic, tak podmienky , byt podmnozinou“ a , byt pociatocny
usekom“ st ekvivalentné. (Podmnoziny funkcie st presne zuzenia funkcie na podmnoziny de-
finiéného oboru.)

Definicia 6.2.2. strom
vrcholy, koren
nekonecnd vetva

6.2.2 Konigova lema

Definicia 6.2.3. Strom T na mnozine A volame konecne-vetviaci, ak pre kazdé s € T existuje
iba konecne vela a € A takych, ze s"a € T'.

Nazov v podstate hovori, o ¢o v tejto definicii ide — v kazdom vrchole sa strom T rozvetvuje
iba na konecne vela casti.

Veta 6.2.4 (Konigova lema). Nech T je konecne-vetviaci strom na mnozine A. Aj T md
nekonecne vela vrcholov, tak obsahuje aspon jednu nekonecni vetvu.

Doékaz. Nech T je koneCne vetviaci strom na mnozine A. Indukciou zostrojime postupnost
s = (50,815, 58n,...) takd, Ze pre kazdé n € w plati

o s|, €T}

e mnozina V,, = {t € T;t|, = s|,} je nekonecn4.

7Pripomefime Ze prirodzené &isla chdpeme ako koneéné ordindly, a teda kazdé prirodzené &islo je rovné
mnozine prvkov od neho mensich. Pre praktické tcely nie je vobec doblezité, ako konstruujeme prirodzené
¢isla; ale kedze to zostrucni niektoré oznacenia, budeme sa drzat tejto konvencie.
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112 Nekonecéné stromy

Prva podmienka zabezpeci to, ze s je nekonecna vetva stromu 7. Druhd podmienka
v podstate hovorf to, ze ,podstrom* zaveseny na vrchole s|,, je nekoneény.

1° Pre n = 0 obe podmienky platia, lebo s|p =0 a T’ je nekone¢nd mnozina.

2° Mnozina V,, = {t € T;t|,, = s|,} obsahuje jedind postupnost dizky n (konkrétne s|,,).
Musi teda obsahovat aj nejakd postupnost vacsej dlzky.

Vieme, 7ze mnozina N = {a € 4; s|,"a € T} nasledovnikov je koneénd a navyse plati

Vi ={sln} U < U {teTitlnr = 5|nAa}> :

a€EN

Ak by bola pre kazdé a € N uvedend mnozina konecna, dostali aj V,, by bola konecna
mnozina. (Zjednotenie konecéne vela koneénych mnozin.)

Teda existuje aspon jedno a, pre ktoré je takdto mmnozina nekonecnd. Jedno takéto a
vyberieme a polozime s,+1 = a. O

6.2.3 Cantor-Bendixsonova veta

V tejto casti si ukdzeme zaujimavé tvrdenie o separabilnych metrickych priestoroch. Tento
vysledok je zaradeny v tejto kapitole najmé preto, ze stromy nam davaju vhodny jazyk na
vysvetlenie konstrukcie pouzitej v dokaze.

Veta 6.2.5. Nech (X, d) je dplng separabilng metricky priestor. Potom kazdd nespocitatelnd
uzavretd podmnoZina X md kardinalitu c.

Doékaz. Najprv pripomenme, ze separabilny metricky priestor méa spocitatelnti bazu topoldgie.
Topoldgiu priestoru X oznac¢me T .

To, ze X je separabilny, znamen4, ze existuje hustd podmnozina D C X. Potom pre kazdé
x € X existuje postupnost prvkov z D, ktora konverguje k . Teda prvkov X je nanajvys
tolko, kolko moézeme vytvorit postupnosti z prvkov spocitatelnej mnoziny D. Mame teda
| X| < RO =c.

Nech F' je nespocitatelna uzavretd podmnozina X. Budeme sa snazif ukazat existenciu
injekcie z mnoziny vetiev tiplného binarneho stromu T = {0,1}~* do F.

Definujme

H := {x € F;existuje okolie U bodu X také, ze [U N F| < Rg}.
Vsimnime si, ze pre kazdé x € F' . H a pre kazdu otvorent podmnozinu U priestoru X plati
[(F~ H)NU| > .

Mnozina H je spocitatelnd. Je to totiz zjednotenie mnozin tvaru U N F', ktorych je spoci-
tatelne vela — mame totiz spocitatelnti bazu topologie — a kazda z nich méa iba spocitatelne
vela prvkov.

Zadefinujeme najprv funkcie f: T — F~ H a g: T — T ~ {0} nasledovne: Funkéné
hodnoty f(s) aj g(s) budeme definovat indukeciou vzhladom na dizku s.

Nech f() je Iubovolny bod z F' ~ H a g(() je jeho okolie s priemerom nanajvys 1.

Ak uz mame definované f(s) a g(s), tak f(s%), i € {0, 1}, zvolime tak, aby platilo:

o f(s7i) € g(s71) C g(s);

e priemer ¢(s%) je nanajvys 21);

e g(s"0)Ng(s1) = 0.
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Vieme, ze mnozina (F ~ H) N g(s) je nespoéitatelnd, ¢o ndm umoziuje v indukénom kroku
zvolit dva rozne body f(s°), f(s) € g(s). (Vieme, Ze F N g(s) je nespocitatelnd. Kedze H je
spocitatelnd mnozina, tak aj (F'Ng(s))\ H je nespocitatelnd.)

Pre kazdd vetvu z € [T] potom mame postupnost do seba zapadajiicich otvorenych
mnozin g(z|n) s klesajicim polomerom. Z tplnosti vyplyva, Ze prienik je nepréazdny. NavySe,
kedze polomery konverguju k nule, musi byt jednobodovy. Dostavame teda pre kazda vetvu
jediny bod, ktory oznacime G(z).

Dalej vidime, ze d(G(z), f(z|n)) < 27", lebo oba body lezia v mnozine g(z|n) polomeru
nanajvys 2-". To znamend, Ze postupnost f(z|n) konverguje k G(x). Z uzavretosti mnoziny
F teda potom dostaneme, ze aj G(x) € F.

Zobrazenie G je aj injektivne. Ak totiz z,y € T, x # y tak pre nejaké n plati z|n # y|n.
Body G(x) a G(y) potom patria do disjunktnych mnozin g(z|n) a g(y|n). O

Sposobom pouzitym v predchadzajicom dokaze by sa dalo dokazat dokonca o Cosi silnejsie
tvrdenie: Nespocitatelna uzavretd podmnozina separabilného metrického priestoru obsahuje
podpriestor homeomorfny s Cantorovou mnozinou. Pozri napriklad [Ke, Theorem 6.2].

Dalsi stvisiaci vysledok je Cantor-Bendixsonova veta, ktora hovori, ze kazdy tplny sepa-
rabilny metricky priestor X sa da napisat ako X = PUC, kde P je perfektnéﬁ podmnozina
a C je spocitatelnd otvorend podmnozina. Pozri napriklad [Ke, Theorem 6.4].

Poznamka 6.2.6. Na vysledok uvedeny vo vete sa da pozerat aj tak, ze pre uzav-
reté podmnoziny R ,plati hypotéza kontinua“; t.j. ak st nekonecné, mézu nadobudat iba
kardinality Ng a c.

Ak by sme navyse vedeli, Ze iplne metrizovateIné podmnoziny R si prave Gs mnoziny, tak
takymto sposobom moéZeme rozsirit platnost hypotézy kontinua aj na tieto mnoziny. (Toto
je dosledok Lavrentieovej vety, [Kel Theorem 3.11]).

V skutoc¢nosti sa d4 ukazat aj o nieco viac. Pre kazdu nekone¢nii borelovskii podmnozinu
R plati, ze jej kardinalita je bud R, alebo c.

6.2.4 Veta o kompaktnosti

Ako prva ukézku pouzitia Konigovej lemy dokazeme vetu o kompaktnosti pre vyrokovi
logiku.

Pripomenme si niektoré zakladné pojmy.

Pracujeme teraz s jazykom, v ktorom sa pouzivaju iba logické spojky a premenné; pri-
padne pomocné znaky — zatvorky. (Premenné zastupuji vyroky, ktorym je mozné prisudzovat
pravdivostni hodnotu.) Nepouzivame teda kvantifikitory ani symbol rovnosti. Na predmete
Teéria mnozin a matematicka logika sa stretnete aj s vetou o kompaktnosti pre logiku
prvého radu; pre tcely ilustracie pouzitia vysledku, ktory sme sa prave naudili, je vSak azda
vyhodnejsie ukdzat si ho na nieCom ¢o najjednoduchsom. (Okrem iného aj preto, aby sme
nemuseli opakovat privela pojmov.)

Pomocou logickych spojok a premennych vieme zostavovat vyrokové formy nad danou
mnozinou premennych. Ak si navySe zvolime nejakd mnozinu premennych, méZzeme si zvo-
lit aké im priradime pravdivostné hodnoty. Z nich vieme dostat aj pravdivostni hodnotu
Iubovolnej vyrokovej formy obsahujicej iba tieto premenné. Takéto priradenie sa nazyva in-
terpretdcia. (Keby sme cheeli definovat tieto pojmy poriadne, postupovali by sme indukciou
na dizku formdl, resp. $trukturdlnou indukciou

8Podmnozinu topologického priestoru voldme perfektnd, ak je to uzavretd mnozina bez izolovanych bodov
9Mnozina vyrokovych foriem je definovana tak, ze zaéneme so zakladnych formil — obsahujicich iba jedini
premennid — a indukciou z nich vytvdrame nové formuly. Ak chceme definovat nejakt funkciou na vsetkych
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Definicia 6.2.7. Majme dani mnozinu premennych P a ozna¢me ako VF(P) mnozinu
vSetkych vyrokovych foriem nad mnozinou premennych P.

Lubovolni podmnozinu T' C V F(P) budeme nazyvat tedriou.

Tedria T sa nazyva splnitelnd, ak existuje interpretdcia I: VF(P) — {0,1}, pri ktorej
maju vsetky vyrokové formuly z T pravdivostnd hodnotu 1.

Priklad 6.2.8. UvaZujeme premenné P = {a, b, c}.

Potom napriklad teéria T'= {a Ab A ¢} je splnitelnd, pretoze mozeme zvolit interpreticiu
tak, ze I(a) = I(b) = I(c) = 1.

Jednoduchy priklad tedrie, ktord nie je splnitelnd, je T' = {a, —a}, kedZe vyroky a a —a
maju pri kazdej interpretacii opa¢né pravdivostné hodnoty. Podobnym prikladom je tedria
T ={a A -a}.

Ukéazali sme si iba velmi jednoduché priklady, kde okamzite vidime ako je to so splnitel-
nostou danej tedrie. Uvedomme si vsak, ze mnoziny P aj 1" mo6zu byt aj nekonecné a v takych
situdciach situacia moze byt komplikovanejsia.

Veta o kompaktnosti vlastne hovori to, ze ked nas zaujima splnitelnost nejakej tedrie,
staci sa pozerat iba na koneéné casti tejto tedrie.

Veta 6.2.9 (Veta o kompaktnosti). Nech P je spoCitatelnd mnozina premenngch a T C
VF(P) je nejakd tedria.
Ak je kazZdd konecnd podmmnozina Ty C T splnitelnd, tak je spinitelnd aj teéria T.

Inymi slovami moézeme tato vetu sformulovat tak, ze ak pre kazdi koneénd mnozinu
vyrokovych foriem T, C T patriacich do tedrie, ktorou sa zaoberame, mame interpretéciu,
pre ktort st vetky formuly z Ty pravdivé, tak existuje takéd interpretécia pre T. Cize této
veta nam dava prostriedok pomocou ktorého z vhodnych interpretacii pre konecné podtedrie
tedrie T vieme ,pozosivat® dokopy jednu interpretéciu pre celi teériu (ktord uz moze byt aj
nekoneénd).

Dokaz. O

6.2.5 Ramseyova veta

V tejto casti dokdzeme s pouzitim stromov Ramseyovu vetu. Tato veta sa tyka ofarbova-
nia objektov roznymi farbami. Spomenieme viacero verzii tejto vety — budu sa lisit tym, ¢i
ofarbujeme konecne alebo nekonecne vela objektov a tiez poctom pouzitych farieb.

Zacnime najprv s verziou, kde budeme dvoma farbami ofarbovat hrany medzi prirodze-
nymi ¢islami.

Pre Tubovolnti mnozinu A budeme oznacovat ako [A]? mnozinu vSetkych dvojprvkovych
podmnozin mnoziny A. Podobne [A]™ oznacuje systém vSetkych n-prvkovych podmnozin A.

Ramseyovu vetu mdzeme vyslovit napriklad v takejto podobe:

2

Veta 6.2.10 (Ramseyova veta — nekoneénd verzia). Majme lubovolné zobrazenie : [N]? —
{0,1}. Potom ezistuje nekonecnd podmnozina A mnoZiny N takd, Ze zobrazenie 7 je na mno-
Zine H konstantné.

vyrokovych formulédch, tiez mézeme postupovat od najjednoduchsich k zlozitejsim. Potrebujeme na to vediet,
ako je tato funkcia definovand pre premenné a ako ju definujeme pre formulu odvodeni z jednoduchsich formiil
pomocou nejakej logickej spojky. Podobny pristup sa da pouzit ak dokazujeme nejaké tvrdenie o vsetkych vy-
rokovych formuléch. Veci takéhoto typu — kde mame nejaké objekty definované indukciou od najjednoduchsich
po zlozitejsie — sa vyskytuju v matematike Castejsie. Definicie, konstrukcie, ¢i dokazy takéhoto charakteru —
kde induktivne postupujeme od jednoduchsich struktir k zlozitejSim — sa zvyknd oznacovat ako strukturalna
indukcia.
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Poktsme sa este tuto vetu preformulovat o cosi ndzornejsie — snad bude potom jasnejsie,
¢o tato veta hovori. Zobrazenie 7 priradi kazdej neusporiadanej dvojici prirodzenych cisel
nulu alebo jednotku. Mozeme si to predstavit tak, ze sme vSetky prirodzené ¢isla pospdjali
hranami (kazda dvojprvkovd mnozina predstavuje jednu hranu) a hrany tohoto nekoneéného
kompletného grafu sme ocislovali ¢islami 0 a 1. Samozrejme, namiesto ¢isel nula a jedna si
mozeme prestavit, ze sme ich ofarbili dvoma farbami, napriklad bielou a ¢iernou.

Uvedend veta potom hovori, Ze pri kazdom ofarbeni existuje nekonec¢né jednofarebna
mnozina. (Teda bud nekoneénd mnozina vrcholov a takd, ze kazdd hrana medzi nimi je tej
istej farby.)

Veta 6.2.11 (Ramseyova veta — nekoneénd verzia). Ak mdme vsetky dvojprvkové podmnoZiny
N ofarbené dvoma farbami, tak existuje nekonecnd monochromatickd podmnoZina.

Dokaz, ktory uvedieme, bude spocivat v tom, Ze vytvorime vhodny podstrom stromu
{0,1}°% a ked sa v tiom podari najst nekoneéni vetvu, tak z nej budeme nejako vediet
dostat hladant jednofarebnii podmnozZinu. Podobny dokaz moZete ndjst napriklad v [Bu2l
Problém 1Fc].

Dékaz. Predpokladajme, Ze mame zobrazenie c: [N]? — {0, 1}. (MoZeme si predstavit hrany
medzi prirodzenymi ¢islami ofarbené dvomi farbami, nech napriklad 0 predstavuje cervenu a
1 modri farbu.)

Ozna¢me T = {0,1}~“; t.j. T je nekoneény bindrny strom.

Indukciou budeme postupne konstruovat zobrazenie f: N — T a prirodzené ¢isla as pre
vietky s € f[N]. Aby bola jasnejsia myslienka dékazu, prv nez budeme robit indukény krok,
pozrieme sa

1° Polozme a. = 0 a f(ac) = f(0) =&, t.j. nulu zobrazime na korenl stromu. O

Ozna¢me ako Ag mnozinu tych prirodzenych ¢isel, do ktorych ide z 0 ¢ervend hrana a
ako A; mnozinu tych vrcholov, do ktorych ide z 0 modra hrana. Oc¢ividne Ag U A; je presne
mnozina vSetkych; pre ktoré este nie je definovana hodnota f. Tiez vidime, Ze aspon jedna z
tychto dvoch mnozin je neprazdna.

Ak je Ag neprézdna, tak zvolime ap = min Ag a f(agp) = (0), podobne a; = min 4,
a f(a;) = (1). (Aspon jedna z tychto mnoZin je neprazdna, ¢ize sme zadefinovali hodnotu
funkcie f aspon pre jedno dalsie prirodzené cislo. Niektory z prvkov ag, a; mohol zostat
nezadefinovany.)

Teraz budeme definovat, ktoré prvky sa zobrazia na vrcholy stromu v druhej irovni. Opét
si vezmeme mnoziny:

Ago =tie prvky z Ag, ktoré su s ag spojené hranou cCervenej farby

Ap1 =tie prvky z Aq, do ktorych ide z ag modra hrana

Aqp a Ay st prvky z A; rozdelené podla farby hrany idicej z a;. (Ak niektory z prvkov ag,
ay bol nedefinovany, zostala prislusnd mnozina prazdna.)

Vsimnime si, ¢o vieme povedat napriklad o prvkoch mnoziny Aq. Pretoze A;g C Ay, do
kazdého prvku v A; ide z a. hrana farby 1 (¢ervend). Do kazdého takéhoto prvku ide z aq
hrana farby 1 (modré).

Opét polozime a;; = min A;; (ak je tdto mnozina neprazdna) a f(a;;) = (i5).

2° Ked sme si ukazali ako za¢neme konstruovat nasu funkciu f, tak indukény krok by
mohol byt pomerne jasny.

Predpokladdme, Ze uz mame zadefinované A, pre vSetky postupnosti s € {0,1}", t.j.
pre postupnosti nil a jednotiek dizky n. Pomocou nich mame zadefinované as v pripade, ze
A, # () a mame aj zadefinovant hodnotu f(as) = s.
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Pomocou nich definujeme Ay~ a Agy tak, ze Ag~g st ¢isla, pre ktoré ide do as hrana
farby 0 a As~1 budu tie, ktoré si s as spojené hranou farby 1. (Definujeme ich iba pre tie s,
pre ktoré A # (), teda iba ak as bolo definované.) Polozime as~; = min As; a f(as) = s7i.

Pomerne lahko sa dé skontrolovat, Ze pri takejto indukcii budd v n-tom kroku (t.j. ked
pracujeme s postupnostami diiky najviac n) splnené tieto podmienky:

e Hodnoty funkcie f si zadefinované pre vsetky ¢isla z {1,2,...,n}.

e Mnoziny A, pre postupnosti dizky n obsahuji presne tie ¢isla, pre ktoré sme zatial

nezadefinovali funkénid hodnotu.

e Vietky doteraz zadefinované funkéné hodnoty st postupnosti dizky najviac n.

e Ak mame postupnost dizky n tvaru s = ©"0"v, tak z a,, do a, ide hrana farby 0. Podobne

ak s = v 1%, tak z a, ide do as hrana farby 1.

Qe

ao ay

apo ap1 aio ail

Obr. 6.1: Strom skonstruovany v dokaze Ramseyovej vety

Dostali sme takto nejaku injektivnu funkciu f: N — T', pricom z konstrukcie je jasné, ze
fIN] je strom. (Je to mnozina uzavretd na pociatoéné tseky.) Obrazok ilustruje, ako by
mohol tento strom vyzeraf.

Z injektivnosti f vyplyva, ze f[N] mus{ mat kardinalitu aspon N, je to teda nekoneény
strom.

Ko6nigova lema nam potom hovori, Ze tento strom méa nejaki nekonec¢nt vetvu. T.j. existuje
takd nekoneénd postupnost s € {0,1}*, ze s|, € T pre kazdé n.

Tato postupnost obsahuje nekonecne vela niil alebo nekonec¢ne vela jednotiek. Bez ujmy
na vsSeobecnosti nech nastane prva moznost.

Qe [00) 0110

Obr. 6.2: Vrcholy v nekonecnej vetve

Zoberme si tie kone¢né podpostupnosti, ktoré koncia nulou. T.j. mame nekonecne vela
podpostupnosti s tvaru ©0, kde u je nejaka konecna postupnost. Z nasej induktivnej kon-
strukcie vyplyva, ze pre Tubovolné takéto u a v su ¢isla a,, a a, spojené hranou farby 0. Teda
mnozina

{ay;u"0 = s, pre nejaké n € w}

je hladand monochromatickd podmnozina N. (Pozri aj obrézok ) O

Ak ste sa uz s Ramseyovou vetou, pravdepodobne ste videli trochu int verziu. (Mohli ste
sa ju ucit napriklad na predmete Kombinatorika.)
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Veta 6.2.12 (Ramseyova veta — koneéna verzia). Pre lubovolné ¢isla r, s existuje prirodzené
cislo N také, Ze pri lubovolnom ofarbeni kompletného grafu Ky cervenou a modrou farbou
bud existuje kompletnyj cerveny podgraf na r vrcholoch alebo existuje kompletny modry podgraf
na s vrcholoch.

Najmensie N s touto vlastnostou sa nazgva Ramseyove &islo a oznacuje sa R(r, s).

Vypocet presnej hodnoty R(r, s) pre vicsie ¢isla je pomerne tazkd tloha. V tomto okamihu
nas zaujima iba existencia tychto cisel, takze pre nase tic¢ely bude rovnako vhodnd nasledujica
verzia Ramseyovej vety. (Nie je tazké si uvedomit, Ze obe konecéné verzie, ktoré uvddzame, st
ekvivalentné.)

Veta 6.2.13. Pre lubovolné prirodzené cislo n existuje prirodzené cislo N také, Ze pri lubo-
volnom ofarbeni kompletného grafu Ky dvoma farbami existuje monochromatickd n-prvkovd
podmmnozina.

Uz sme si dokézali nekonecnu verziu Ramseyovej vety. Teraz si ukdzeme ako z nej vyplyva
kone¢na verzia. Opét bude pri tom uzito¢na Koénigova lema.

Dokaz. Ukazeme, ako z nekonecCnej verzie Ramseyovej vety vyplyva konecna. Budeme po-
stupovat nepriamo, teda budeme predpokladat, ze neplati kone¢né verzia Ramseyovej vety a
budem sa snazit dokazaf, ze neplati ani nekone¢na verzia.

Ak neplati konecnd verzia, znamend to, ze existuje Cislo n také, ze pre kazdé N existuje
ofarbenie mnoziny {1,2,..., N}, pri ktorom nemame n-prvkovii monochromatickd mnozinu.

Skonstruujeme strom 7' C w<* zodpovedajuci ,,vhodnym* ofarbeniam konecnych tisekov
{0,1,2,...,N}.

Pre kazdé prirodzené ¢islo N mame N dvojprvkovych mnozin obsahujtcich N a nejaké
mensie prirodzené ¢islo. Teda pre kazdé ofarbenie hrdn medzi prvkami {0, 1,..., N—1} mame
prave 2V moznosti, ako mozeme rozsirit toto ofarbenie na ofarbenie mnoziny {0,1,..., N}.
Mozeme si ho nejako ocislovat a potom méame ofarbenia hran medzi ¢islami 0,1,..., N za-
kédované koneénymi postupnostami prirodzenych ¢isel. VSimnime si, Zze na N-tom mieste sa
nevyskytne ¢islo vicsie ako 27V,

TODO -

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, ze uvedeny dokaz je zbytocne zlozity — ved predsa
ak vieme o existencii nekone¢nej monochromatickej mnoziny, tak musi existovat aj monoc-
hromatickd mnozina velkosti n, ¢i nie? Nechdme na citatela, aby si rozmyslel, preco takato
jednoduché tvaha neprejde (tloha [6.2.2)).

TODO Prechod k viacerym farbam

Cvicenia

Uloha 6.2.1. Ukézte, Ze obe koneéné verzie Ramseyovej vety, ktoré sme uviedli, s skutoéne
ekvivalentné.

Uloha 6.2.2. Vysvetlite, preco nie je implikdcia hovoriaca, Ze z nekoneénej verzie Ramseyovej
vety vyplyva konecnd, jasna na prvy pohlad.

Problémy
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6.3 Ultrafiltre

V tejto Casti sa chceme venovat ultrafiltrom. Ultrafiltre maja vela uzitoénych aplikacii, s nie-
ktorymi ste sa mohli streniif na predmetoch Teéria mnozin a matematicka logika a
Vseobecna topolégia.

Najprv si poviem niekolko zdkladnych faktov o filtroch a ultrafiltroch, potom si ukézeme
aj nejaké aplikacie.

6.3.1 Zakladné definicie

Definicia 6.3.1. Nech M je lubovolnd mnozina. Neprazdny systém F C P(M) sa nazyva
filter na mnozine M, ak
(i) ABeF=ANBEF;
(ii) Ae F,AC B= BeF;
(iii) 0 ¢ F.
Filter F nazveme volng, ak [ F # 0.

Struéne povedané; filter je takd podmnozZina P(M), ktord je uzavretd vzhladom na prie-
niky a nadmnoziny. Navyse sa eSte chceme vyhnut trividlnym pripadom, preto pozadujeme,
aby mnozina F obsahovala aspoli jednu mnozinu (ekvivalentne by sme mohli pozadovat
M € F) a tiez aby neobsahovala prazdnu mnozinu (¢im vylicime pripad F = P(M)).

Priklad 6.3.2. Fréchetov filter na nekonecnej mnozine M je filter pozostavajuci z kofinitnych
mnozin, t.j.
Fo(M) ={AC M;M -\ A je kone¢nad mnozina.}

V pripade M = w ho oznac¢ujeme Fy. Tento filter je volny.
Pre TubovoInt neprazdnu mnozinu A C M mdzeme definovat

F={BC M;BDA}
Lahko sa overi, Ze F je filter, ktory nie je volny, kedze (| F = A.
Casto filter zadefinujeme tak, Ze povieme, akymi mnozinami je generovany.

Definicia 6.3.3. Nech M je Iubovolnd mnozina a B C P(M) je nejaky neprazdny systém
jej podmnozin. Mnozina B sa nazyva bdza filtra ak
(i) 0¢B.

(ii) Pre Tubovolné A, B € B existuje C € B také, ze C C AN B €.

Lahko vidno, ze ak B je baza filtra na mnozine M, tak z nej mdzeme dostat filter tak, ze
vezmeme vSetky nadmnoziny.

F={ACM;(3BeB)BC A}

Definicia 6.3.4. Filter F na mnozine M sa nazyva ultrafilter, ak pre lubovolné A C M patri
do F mnozina A alebo jej doplnok M ~\ A.

(VACM)Ae FYM~A€EF

Ultrafiltre st presne maximalne filtre vzhladom na inkliziu (problém |4.3.7)).
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Priklad 6.3.5. Ako jednoduché priklady ultrafiltrov spomenme hlavné ultrafiltre. Ak M je
Iubovolnad mnozina a a € M, tak

Fo={AC Mac A}

je ultrafilter na mnozine M. Lahko sa tiez overi, ze kazdy ultrafilter na M, ktory nie je volny,
musi mat takyto tvar.

Sice nevieme explicitne popisat priklad volného ultrafiltra; s vyuzitim axiémy vyberu vsak
vieme dokézat, ze existuju aj volné ultrafiltre.

Definicia 6.3.6. Systém mnozin S sa nazyva centrovany systénﬂ mnozin ak kazdy koneény
podsystém S mé neprazdny prienik.

Priklad 6.3.7. Kazdy filter je centrovany systém mnozin. Takisto je centrovanym systémom
aj kazda baza filtra.

Veta 6.3.8. Pre kazdy centrovany systém S C P(M) existuje ultrafilter na mnozine M,
ktory ho obsahuje.

Dékaz. Pomocou Zornovej lemy (problém [4.3.7)). O
Ak pouzijeme predchadzajicu vetu na Fréchetov filter Fo(M), tak dostaneme:
Dosledok 6.3.9. Pre kazdi nekonecni mnozinu M existuje volny ultrafilter na mnozine M.

Poznamka 6.3.10.

6.3.2 F-limity

Definicia 6.3.11. Nech F je filter mnozine M a X je topologicky priestor. Hovorime, ze
funkcia f: M — X je F-konvergentnd k x € X, alebo zZe x je F-limita funkcie f, aj

Ul ={seS;f(s)eU} e F

plati pre kazdé okolie U bodu x.
Oznacujeme
F-lim f = =z.

Definiciu F-limity moézeme prepisat ako
(YU € N(x))f U] € F,

kde N (z) oznacuje mnozinu vSetkych okoli bodu z; mézeme si vsimnit, ze N'(z) je tiez filter.

V tejto predndske budeme potrebovat iba F-limity (ohrani¢enych) redlnych postupnosti,
t.j. pripad M =N a X = R alebo X je ohraniceny uzavrety interval v R. Napriek tomu som
uviedol vseobecnejsiu definiciu z viacerych dovodov. Jeden dovod je zjednodusenie oznacenia;
napriklad zdpis f~![U] sa zda byt prirodzenejsi pre funkciu nez pre postupnost (aj ked
postupnost chdpeme ako zobrazenie z mnozZiny N). TieZ si myslim, Ze ak sa nejaké tvrdenie d4
sformulovat vseobecnejsie a nevyziada si to zmenu dékazu ani zavedenie novych pojmov, treba
ho sformulovat veobecnejsie. Dalsi dovod je, ze takto dostaneme spoloéné zovseobecnenie
dvoch velmi délezitych typov konvergencie, o ktorych by ste sa mali dozvediet na predmetoch
Vseobecna topoldgia 1, 2.

10V angli¢tine: finite intersection property.
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Poznamka 6.3.12. Jeden z dolezitych pojmov vo vSeobecnej topoldgii je konvergencia sieti.
Siet je zobrazenie x: D — X, kde D je nahor usmernend mnozina a X je topologicky priestor.
Vcelku lahko sa overi, ze mnoziny tvaru

D,={de€ D;d>a}

(horné useky) tvoria bazu filtra na D. Konvergencia sieti je presne konvergencia z definicie
6311

Dalsf typ konvergencie, ktory sa ¢asto pouziva, mozeme dostat tak, ze v definicii
vezmeme M = X. (T.j. filter F je priamo filter na topologickom priestore, s ktorym pracu-
jeme.)

Je zndme, Ze oba tieto typy konvergencie tiplne popisuju struktiru topologického priestoru
a daju sa pomocou nich charakterizovat mnohé dolezité vlastnosti topologickych priestorov.

Viac o F-limitdch v takejto vSeobecnosti sa mozete dozvediet napriklad v [SI5]. Limita
vzhladom na bdzu filtra je pouzivand ako zdkladny typ konvergencie v ucebnici [D].

Pre nas bude dolezity hlavne Specidlny pripad redlnych postupnosti.

Definicia 6.3.13. Nech (z,)32, je postupnost redlnych ¢isel a F je filter na mnoZine N.
Potom L € R je F-limita postupnosti x,,, ak pre kazdé € > 0 plati

7 (L—¢eL+e)={neN;jz, —L|<ec}€F

Ked porovname uvedenud definiciu s obvyklou definiciou limity postupnosti, tak vidime,
Ze je tu ista podobnost. Pri obvyklej definicii limity pozadujeme, aby mnozina indexov, pre
ktoré su ¢leny postupnosti blizko k L, obsahovala vSetky prirodzené ¢isla az na konecne vela
vynimiek. Definicia F-limity tiez ziada, aby tato mnozina bola v nejakom zmysle velka —
v tomto pripade je podmienka, ze ide o ,velki*“ mnozinu, vyjadrend tym, ze musi patrit do
F.

Vcelku prirodzenym sposobom by sme pre redlne postupnosti vedeli definovat aj kedy
F-limz,, = c0 a F-limzx,, = —oo.

Pozrime sa zatial na dva velmi jednoduché Specidlne pripady.

Priklad 6.3.14. Pre Fréchetov filter Fy dotaneme presne obvykld konvergenciu, t.j.
Fo-lim z,, = lim z,,.

(Téato rovnost je uvedend v zmysle: Limita na lavej strane existuje prave vtedy, ked existuje
limita na pravej strane rovnosti. V takom pripade sa obe limity rovnaja.)
Ak a € N, tak pre hlavny ultrafilter 7, mame

Fa-limz, = z,.

Tvrdenie 6.3.15. Nech (£,)22, (yn)22, st redine postupnosti ¢ € R and F je filter na
mnozine N.
(i) Ak F-limz, a F-limy, existuji, tak existuje aj F-limita postupnosti (x, + yn)o>y @
plati
F-lim(x,, + yn) = F-limz, + F-limy,.

(i) Ak existuje F-limx,,, tak existuje aj F-limita postupnosti (cxy)or, a plati

F-lim(czy,) = ¢ F-lim x,.
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(iii) Ak existuji F-limx, a F-limy,, tak existuje aj F-limita postupnosti (xnyn)so a plati
F-lim(z,y,) = F-limx, - F-limy,.

(iv) Ak A € F je nekonecnd mnoZina a HH}‘ x, = L existuje, tak F-limita tieZ existuje a md
ne
rovnakid hodnotu
F-limz,, = lim z,,.
neA

(v) Ak F je volny filter a (x,)5% je konvergentnd postupnost, tak

F-limz, = lim z,.
n—oo

(vi) Nech F je volny filter a F-limx,, ezistuje. Potom F-limx,, je hromadngm bodom po-
stupnosti (x,)22,. Obrdtene, pre kaZdy hromadny bod L postupnosti (x,)52, existuje
volngy ultrafilter taky, ze F-limx, = L.

(vil) Ak xz,, >y, pre kaZdé n a obe postupnosti st F-konvergentné, tak F-lim xz, > F-limy,.
Specidlne, F-limz, > 0 pre kaZdi postupnost taki, Ze x, > 0.

Dokaz. O

Veta 6.3.16. Nech F je ultrafilter na mnozine M, X je kompakiny priestor f: M — X je
zobrazenie. Potom F-lim f existuje. (Presenejsie povedané, existuje aspor jedna F-limita.)

Formulacia, ze existuje aspon jedna limita, je uvedend v predoslej vete preto, ze F-limita
nemusi byt vo vSeobecnosti urcend jednoznac¢ne. Ak je vsak priestor X Hausdorffovsky, tak
funkcia f: M — X moze mat najviac jednu F-limitu — tloha Cize v situdciach, ktoré
tu budeme potrebovat, mame jednoznacnost F-limity zarucent.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, ze by ziadny bod x € X nebol F-limitou funkcie f. Teda
pre kazdé z existuje okolie U, také, ze

) ¢ F.

Z kompaktnosti vyplyva existencia koneéného podpokrytia pokrytia {U,;z € X }.
Oznac¢me mnoziny patriace do tohoto koneé¢ného podpokrytia ako Uy, ..., U,. Pre kazdé
i=1,...,nplat{ f~1[U;] ¢ F. Pretoze F je ultrafilter, znamen4 to, ze f~[X \ U;] € F.
Plati N;_, (X \U;) = 0, pretoze Uy, ..., U, je pokrytie. Z toho dostaneme

XU =) X N U =0.

i=1 i=1

Potom ale ) € F, ¢o je spor. O
Ako dosledok dostaneme pripad, ktory budeme potrebovat my.

Désledok 6.3.17. Nech (x,)5% je redina ohranicend postupnost a F je ultrafilter na mno-
Zine N. Potom ezistuje (jednoznacne uréend) F-limita F-lim x,,.

Doékaz. Ak (x,)5%, je ohranicend postupnost, tak existuje M € R také, ze |x,| < M pre
vetky n. Stadi teda pouzit vetu|6.3.16|pre X = (—M, M). O
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Pokial pouzijeme rozsirent definiciu F-limity, kde priptstame aj moznosti F-lim x,, = co
a F-limx,, = —oo, tak kazdd redlna postupnost ma F-limity. (Staci si uvedomit, Ze priestor
R U {£o0} je homeomorfny s (0,1).)

Ako si ukazeme na niekolkych prikladoch, F-limity sa ¢asto daju pouzit na dokaz existen-
cie réznych objektov. Hodia sa v situaciach, ked by sme v dokaze potrebovali urobit nejaky
limitny proces, nemame vsak zarucenu existenciu limity. Poznamenajme, ze v niektorych pri-
padoch by sa v podobnych argumentoch namiesto F-limit dala pouzit konvergencia sietiE

F-limity patria do ¢%
Pozrime sa najprv na to, ¢o vieme povedat’ o priestoroch ¢; a £, na zéklade existencie F-limit.

Pripomenme, ze {1 = {z = (2,)22; Z |xn| < 0o} s normou ||z|j; = Z |zn] 8 los = {z =
n=0 n=0

(xn)22 0,sup|mn| < oo} s normou ||z]|e = sup|xn| su Banachove priestory. Tiez je dobre

N

zname él =~ Eoo, konkrétne kazdy funkcional f € (7 sa dé reprezentovat ako

oo
T E CnTn
n=0

pre nejakd postupnost (¢,)5 € oo
Takisto je pomerne Tahké ukazat, ze pre kazda postupnost (c,)22, € ¢; zobrazenie

£ S entn (6.1)
n=0

nam dava prvok z £ .

Toto je vlastne iba obvyklé vnorenie X — X** pre X = /1. Mo6zeme sa pytat, ¢i existuja aj
funkciondly patriace do £%_, ktoré maju iny tvar. (Inak povedané, ¢i ¢; je reflexivny priestor.)
Existenciu takych funkciondlov moéZeme ukdzat pomocou napriklad pomocou F-limit. (Inou
moznostou, ktora sa da pouzit, je Hahn-Banachova veta, tiloha m)

Tvrdenie 6.3.18. Ezistuji funkciondly patriace do £, ktoré nemaji tvar uwvedeny v (6.1)).
Teda priestor {1 nie je reflexivny.

Doékaz. Z dosledku[6.3.17| vieme, ze ak F je ultrafilter na mnozine N, tak pre kazdd ohranic¢ent
postupnost © = (x,)32, existuje F-lim z,,, teda zobrazenie

frixz— F-limzx,

je definované pre vsetky prvky x € £,. Prvé dve podmienky z tvrdenia [6.3.15| ndm hovoria,
7e toto zobrazenie je linedrne. Sti¢asne, opét na zaklade tvrdenia mame |F-limz,| <
|z|loo; teda toto zobrazenie je spojité s normou 1.

Zistili sme teda, ze fr € (% . Zostava ndm ukazat, ze tento funkciondl sa nedd reprezen-
tovat pomocou ziadnej postupnosti z £; spésobom uvedenym v . Vezmime postupnost
e taku, ze e,(cn) = Onk, t.j. postupnost, ktorda ma na n-tom mieste jednotku a na vsetkych
ostatnych nuly. Takato postupnost konverguje k nule, preto fr(e(™) = 0. St¢asne funkcional
tvaru priradi takejto postupnosti ¢islo ¢,, ¢ize ak by sa fr dal reprezentovat takymto
sposobom, zodpovedala by mu nulova postupnost a bol by to nulovy funkciondl. Kedze fr
priradi konsStantnej postupnosti ¢ ¢islo ¢, nie je to nulovy funkcional. O

HViacero dékazov, kde je existencia nejakého objektu ukdzand pomocou F-limit aj pomocou sieti, mézete
najst tu: http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/texty/rozne/topo/comparg.pdf.
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Poznamka 6.3.19. Tvrdenie neplati v ZF, pozri napriklad [V]. |E| Existuji modely
ZF, v ktorych ¢} = (.

Toto je podla mna pomerne dobry priklad toho, ze aj ked ¢lovek pracuje v ZFC, moze byt
uzitocné vediet o tom, ¢i tvrdenie plati v ZF alebo pouziva AC (alebo asponl nejaku slabsiu
formu axiémy vyberu). Dudlne priestory s uzitoéné a ked sa ¢lovek chce o nich nie¢o naucit,
asi sa na ne bude pozerat na nejakych pomerne jednoduchych a pochopitelnych priestoroch,
ako st napriklad ¢; a . Ked sa dozvie, Ze existuji funkciondly patriace do €5, ~ ¢1 (¢i uz
je zdovodnenie pomocou F-limit, pomocou Hahn-Banachovej vety alebo nejaké iné), tak ho
mozno bude zaujimat, ¢i by vedel napisat aj nejaky konkrétny priklad takého funkcionélu.
Fakt, ze existencia takychto funkciondlov sa nedéd dokazat v ZF, nam hovori; Ze ak sa nejako
budeme snazit dokazat ich existenciu, tak na niektorom mieste v dékaze budeme potrebovat
nejaky nekonstruktivny krok, vyuzit nejaké existencné tvrdenie.

Banachove limity

V tejto casti by sme si chceli povedat nieco o Banachovych limitach, ktoré st inym typom
rozsirenia pojmu limity nez st F-limity. Limita vzhladom na ultrafilter bude vsSak prave
nastrojom, ktory vyuzijeme na dokaz existencie Banachovej limity. Viac o nich si mozete
precitat napriklad aj v diplomovej préci [S].

Definujme S: oy — loo ako S: (2,)5% ) — (Tn41)22,, t.j. S je operdtor posunutia,
ktory postupnosti (zo, x1, z2,...) priradi postupnost (z1,z2,z3,...). Jednou zo zdkladnych
vlastnosti obvyklej limity postupnost{ je platnost rovnosti lim S(z) = limz pre kazdu kon-
vergentni postupnost © = (z,)52,. Nie vSetky postupnosti vSak majd limitu. Skusime sa
pozriet na to, & existuju rozsirenia limity, ktoré by spiiiali viaceré prirodzené vlastnosti ob-
vyklej limity, vratane tejto, ale boli by definované pre vsetky ohrani¢ené postupnosti.

Definicia 6.3.20. Hovorime, ze L € % je Banachova limita, ak plati
(i) L(z) > 0 pre kazda postupnost takd, ze x > 0;
(if) L(Sx) = L(z) pre vSetky @ € lo;
(iii) ak x = (x,)5%, je konvergentna postupnost, tak L(z) = nl;n;o T

Stru¢ne moézeme tito definiciu zhrnit tak, ze L je Banachova limita, ak je to linearny
spojity funkcional definovany na £, ktory je nezdporny, invariantny vzhladom na posunutie
a rozsirujuci limitu.

Uz vieme, Ze s vynimkou invariantnosti na posun spliiala F-limita (kde F je ultrafilter)
vSetky vlastnosti z definicie Banachovej limity. Limita vzhladom na ultrafilter vSak nie je
Banachovou limitou. Ak by totiz nejaky funkcional L: ¢,, — R bol Banachovou limitou a
sucasne by bol multiplikativny, t.j.

L(z-y) = L(z) - L(y)

pre Tubovolné z,y € £, tak by sme pre postupnost x = (0,1,0,1,...) dostali L(x?) = L(x),
z ¢oho vyplyva z € {0,1}; a stasne 2L(z) = L(z) + L(Sz) = L(1), z ¢oho dostaneme
L(z) = 1.

Vidime teda, ze ak chceme nejako rozsirit limitu na vsetky ohranic¢ené postupnosti, tak

funkciondl, ktory dostaneme, nemdze mat vsetky uvedené vlastnosti.

Tvrdenie 6.3.21. FEzistuje Banachova limita.

{ultra:SSECTBANLIM}

{ultra:DEFBANLIM}

12Pozri ajhttp://math.stackexchange . com/questions/55651/nonnegative-1linear-functionals-over-1-infty,

http://mathoverflow.net/questions/22661/explicit-element-of-ell-infty-elll
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Dokaz. Nech F je Iubovolny ultrafilter na mnozine N. Definujme L: /o, — R ako

L(z) = F-lim M
n

Ak x = (2,)52, je ohranicend postupnost, tak aj postupnost (M&)%&O jej aritme-

tickych priemerov je ohranicend, preto podla dosledku existuje F-limita. Cize takto

skuto¢ne dostaneme nejaké zobrazenie z £, do R. Potrebujeme uz len skontrolovat, ¢i spliia

podmienky z definicie Banachovej limity.

Linearita a spojitost. Na zobrazenie L sa moZeme pozerat ako na zloZenie F-limity (ché-
panej ako funkciondl z £, do R) a zobrazenia C': £o, — fo definovaného ako

C: (20)2%g (M>w .

n n=0

Zobrazenie C' je ocividne linedrne. Z nerovnosti

o+ Fan
n

sup
neN

< sup|,|
neN

méame ||Cz|| < |z||, ¢o znamend, Ze C je spojité. V dokaze tvrdenia sme uz ukazali,
ze JF-limita je linedrny spojity funkciondl pretoze. Preto aj L, ako zlozenie dvoch linearnych
a spojitych zobrazeni, je linearne a spojité.
Nezdpornost. TODO
Invariantnost na posun.
L rozsiruje limitu.
O

Poznamka 6.3.22. Na zaklade rovnakého argumentu ako sme pouzili v dékaze tvrdenia
6.3.18| mozeme vidiet, ze aj lubovolnd Banachova limita patri do €5 ~ ;.

Vsimnime si teraz napriklad postupnost = (0,1,0,1,0,1,...), v ktorej sa striedaji nuly
a jednotky. Co by sme vedeli povedat o hodnote L(x), kde L je (Tubovoln) Banachova limita?

V&imnime si, ze z + Sz = 1, t.j., stcet postupnosti z a posunutej postupnosti ndm d4
konstantni postupnost pozostavajicu zo samych jednotiek. Dostdvame preto

2L(z) = L(xz) 4+ L(Sz) = L(z + Sz) = L(1) =1,

a teda

Teda pre uvedent postupnost plati, ze kazda Banachova limita nadobtda na tejto postupnosti
ta istd hodnotu, v tomto pripade é

Podobnu vlastnost maji samozrejme aj vsetky konvergentné postupnosti.

Definicia 6.3.23. Ohranicend postupnost = € ¢, sa nazyva skoro konvergentnd k ¢islu a,
ak pre kazdu Banachovu limitu L plati L(z) = a.

Nasledujtci vysledok, pochddzajici od G. G. Lorentza [Lo|, charakterizuje skoro konver-
gentné postupnosti:
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Tvrdenie 6.3.24. Nech x = (x,)52 je ohranicend postupnost. Potom existuje Banachova
limita L takd, Ze L(x) = a prdve vtedy, ked

. . €T 1 + e + x . €T 1 + ce . + xT
lim inf =2* ntp <a < lim sup nt ntp
n—oo p n n—oo o n

Teda postupnost x skoro konverguje k cislu a € R prdave vtedy, ked

lim =2t Lins A
n— o0 n

rovnomerne vzhladom na p.

Miery rozsirujiuce asymptoticki hustotu

Ultrafilter ako nemeratelnd mnozina

Cvicenia

Uloha 6.3.1. Ukéite, ze ak B je baza filtra na mnozine M, tak F = {A C M; (3B € B)B C
A} je filter na M.

Obrétene, ak B C P(M) je systém mnozin taky, ze F = {A C M;(3B € B)B C A} je
filter, tak B je baza filtra, t.j. splia obe podmienky z definicie

{ultracvic:ULOBAZA}

5 {ultracvic:ULOHAUS}
Uloha 6.3.2. Ukéazte, ze ak X je Hausdorffovsky priestor, tak F-limita zobrazenia f: M —

X je urcend jednoznacne.
{ultracvic:ULODUAL}

Uloha 6.3.3. Ukaizte pomocou Hahn-Banachovej vety, Ze existuje funkcional f € 05, ktory
nie je tvaru

oo
fix— g Cnn
n=0

pre ziadnu postupnost (c,)52, € ;.
. {aplikcvic:ULOBANLIMHBT}
Uloha 6.3.4. Dokéazte existenciu Banachovej limity pomocou Hahn-Banachovej vety. Aky

bude mozny rozsah hodno6t pre vami zvolent polonormu? Vedeli by ste zvolit polonormu tak,
aby ste dostali maximédlny mozny rozsah hodnét (a teda aj charakterizdciu skoro konver-
gentnych postupnosti)? (O Banachovych limitédch a skoro konvergentnych postupnostiach sa

mozete docitat v casti definicia [6.3.20))

Uloha 6.3.5. Nech U je volny ultrafilter. Na mnozine NN vSetkych zobrazeni z N do N
zavedme relaciu:

fr~g & {neNf(n)=gn)}el.
a) Ukazte, ze ide skutocne o relaciu ekvivalencie.
b) Ak4 je kardinality mnoziny vSetkych tried ekvivalencie. (Hint: Dajd sa vyuzit skoro dis-
junktné systémy — tvrdenie [6.1.4} )

6.4 Viac o kardinalnej aritmetike

6.4.1 Kofinalita
6.4.2 Konigova veta
6.4.3 FEastonova veta

Cvicenia
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Dodatok A

Topologické vektorové priestory

V tejto kapitole spomenieme niektoré fakty o topologickych vektorovych priestoroch, ktoré
vyuzivame v niektorych castiach tohoto textu. Viaceré z tvrdeni uvedenych v tejto kapitole
by ste mohli poznat z niektorych analytickych predmetov, napriklad by sa mohli vyskytnut
v pokrodilejsich kurzoch funkcionalnej analyzy.

V celej kapitole budeme pracovat s vektorovymi priestormi nad polom K, kde K = R alebo
K = C. Na K budeme uvazovat obvykli (euklidovski) topoldgiu redlnej osi resp. komplexnej
roviny.

A.1 Topologické vektorové priestory

S topologickymi vektorovymi priestormi sa ¢asto stretnete vo funkcionédlnej analyze. Preto
asi nebude prekvapivé, ze v mnohych textoch z tejto oblasti najdete aj kapitolu venovani
topologickym vektorovym priestorom: [AB, Chapter 5], [FHH™, Section 3.2], [Mé, Section
2.2].

Strucne sa dé povedat, ze X je topologicky vektorovy priestor, ak méme na X Struktiru
vektorového priestoru a stcasne topolégiu, pricom tieto dve Struktiry su ,kompatibilné*.

Definicia A.1.1. Nech X je topologicky vektorovy priestor nad polom K, ktory je sicasne
Hausdorffovskym topologickym priestorom. Ak st zobrazenia +: X x X — X a ‘K x XX
spojité, tak X volame topologicky vektorovy priestor.

Asi by bolo na mieste spomentit zopar prikladov TVP, ktoré by vam mali byt dobre
zndme. Zac¢nime s velmi trividlnym prikladom:

Priklad A.1.2. Ak uvazujeme K ako vektorovy priestor nad K s obvyklou topolégiou, tak
dostaneme topologicky vektorovy priestor. (Stac¢i si uvedomit, Ze sc¢itovanie a nésobenie na
K st spojité vzhladom na obvykli topolégiu.)

Vicsina priestorov, s ktorymi sa stretnete vo funkcionédlnej analyze, st topologické vek-
torové priestory. Ak mame linedrny normovany priestor X, tak tento priestor s topologiou
odvodenou od normy je topologicky vektorovy priestor. Dalej si ukdZzeme, Ze aj ak na tiom
uvazujeme slabu topolégiu, tak dostaneme TVP. Podobne aj X™* so slabou® topoldgiou je
TVP.

Priklad A.1.3. Kazdy linedrny normovany priestor je sicasne topologickym vektorovym
priestorom (ak vezmeme topolégiu odvodeni od normy).
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Na zobrazenie +: X x X — X sa mbzeme pozerat aj ako na zobrazenia medzi linedrnymi
normovanymi priestormi. Toto zobrazenie je o¢ividne linedrne. Trojuholnikovd nerovnost ||z -+
yll < |lz]| + lly|| znamen4, Ze séitovanie je spojité zobrazenie.

Este treba overit spojitost zobrazenia -: K x X — X. Pre lubovolné c¢,cyp € K, xz,z9g € X
mame z definicie normy a z trojuholnikovej nerovnosti

lex = coxol| < |le(z = wo)|| + [I(c = co)woll = le] - [l — ol + |e = col - [loll-

Pre dané € > 0 chceme zvolit § > 0 tak, aby z |c —co| < § a ||z — zo|| < § vyplyvalo, Ze prava
strana nerovnosti je mensia ako €. Pre takéto ¢, x mame

le| - lz = 2ol + le = col - [|zoll < (lco| + )8 + dllzol = 6% + (|eol + [|zol)s.

€
Staci teda zvolit 6 < 1 také, Ze § < § a navyse, ak |co| + [[2o]| # 0, tak 0 < .
2(|col + llzoll)
Predtym, nez sa dostaneme k dalsim prikladom topologickych vektorovych priestorov, je
uzito¢né vsSimnut si dva sposoby ako moézeme z nejakych TVS dostat nové TVS. Konkrétne
nés budd zaujimat dve konstrukcie: podpriestory a suciny.

Lema A.1.4. Nech X je topologicky vektorovy priestor a Y je wvektorovy podpriestor X.
Potom Y s indukovanou topologiou je tiez topologicky vektorovy priestor.

Dékaz. Uloha [A1.1] O

Lema A.1.5. Nech pre kazdé i € I je X; topologicky vektorovy priestor. Potom aj [] X; so
i€l
stcinovou topologiou je topologicky vektorovy priestor.

Ak si ¢itatel potrebuje pripomentt definiciu si¢inovej topoldgie, najde ju napriklad v casti
4.0.2

Dékaz. Oznacme X = [] X;. Chceme ukdzat, ze zobrazenia +: X x X — X a ‘K x XX st
il
spojité. Na to staci overeit’, ¢i vzor kazdej mnoziny zo subbazy je otvorend mnozina.

Nech f 4+ g = h, kde f,g € X. Zoberme nejaké okolie pi_l[U] bodu h. Potom Specidlne
méme, ze f(i)+g(i) = h(i) a U je okolie bodu h(7) v priestore X;. Zo spojitosti s¢itovania na
X; mame existenciu otvorenych mnozin V' > f(i), W > ¢(i) takych, ze V+ W C U. Potom
dostaneme aj p; ' [V] + p; {{W] C p; U]

Podobne ak ¢ - f = g a p; ' [U] je subbézové okolie bodu g, tak mame okolie U > g(i) =
c¢- f(i) v priestore X;. Zo spojitosti ndsobenia vieme, ze existuju okolie V'3 ca W 3 f(i)
takeé, ze v priestore X; plati V- W C U. Potom v X mame V - p; ' [W] C p; '[U]. O

Mozeme si vSimnut, ze predchadzajici dokaz by sme mohli o Cosi zjednodusit vyuzitim
faktu, ze okolia bodu 0 uz jednoznac¢ne popisuju topoldgiu celého priestoru — tloha

Uvedme aspon jeden priklad vektorového priestoru, ktory nie topologicky vektorovy pries-
tor.

Priklad A.1.6. Uvazujme lubovolny nenulovy vektorovy priestor nad K s diskrétnou topo-
légiou. S touto topoldgiou nedostaneme topologicky vektorovy priestor.

Zvolme si nejaky nenulovy vektor @ € X. Ak by islo o topologicky vektorovy priestor, tak
zobrazenie ¢ — ¢d@ z K do [@] by bolo spojité. Ide vSak o bijekciu z K do diskrétneho topo-
logického priestoru. Takéto zobrazenie by bolo spojité iba vzhladom na diskrétnu topoldgiu
na K, nie vSak vzhladom na obvykla topolégiu na K.
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128 Lokalne kompaktné topologické vektorové priestory

Cvicenia
{tvscvic:ULOT
Uloha A.1.1. Ukazte, Ze podpriestor topologického vektorového priestoru (s indukovanou

topoldgiou) je opat TVP. (Lema[A.1.4])

Uloha A.1.2. Dokézte, ze ak X je topologicky vektorovy priestor a a € X, tak zobrazenie
fa: x = a+x je homeomorfizmus z X do X. Z toho Specidlne vyplyva, ze ak B je béza okoli
nuly, tak {a + V;V € B} je béaza okoli bodu a. Inak povedané, ak pozndme okolia nuly, tak
uZ je nimi jednoznacne urcena topologia priestoru X.

{tvscvic:ULOHOMOG}

A.2 Lokalne kompaktné topologické vektorové priestory

Cvicenia
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Dodatok B

Sumy nespocitatelne vela prvkov

B.1 Definicia, zakladné vlastnosti, Cauchyho kritérium

V niektorych situdcidch sa ndm hodi séitovat aj systémy, ktoré maju viac nez spocitatelne

vela prvkov. (V tomto texte ich potrebujeme napriklad v probléme ) V tomto dodatku

si povieme, ako sa daju takéto sumy definovat, a spomenieme niektoré ich zakladné vlastnosti.
Viac o takychto suméach si mozete precitat napriklad aj v [D Chapter 9].

Definicia B.1.1. Majme nejaky systém prvkov z;, i € I topologického vektorového pries-

torul’| Pre kazdd kone¢ni mnozinu F' C I mame definovany stfet xp = > ;.
i€F
Potom povieme, zZe x je sii¢tom tohoto systému a oznacime

Tr = E Zi,

ak pre kazdé okolie U bodu z existuje konecnd mnozina Fy taka, ze pre [ubovolnti konecnu
mnozinu F' O F prvok
Trp = Z ZT;
i€F

patri do U.

V pripade linedrnych normovanych priestorov to mézeme zapisat tak, ze

(Ve > 0)(3F, € [II")(VF € I]<)(F 2 Fo = |jz — Y x| <e).
i€F

(Symbol [I]<% oznacuje systém vsetkych koneénych podmnozin mnoziny I.)

Poznadmka B.1.2. Ak poznite pojem konvergencie siete (napriklad z predmetu VSeobecna
topolégia), tak sa na prave zadefinovani suméciu dé pozerat ako na konvergenciu sieti.
Zobrali sme usmernend mnozinu ([I]<%, C) vSetkych koneénych podmnozin I usporiadani

ITopologicky vektorovy priestor je vektorovy priestor V nad polom K = R alebo K = C, na ktorom mame
topolégiu takid, ze zobrazenia +: V XV — V aj -: K X V — V st spojité. Napriklad kazdy linedrny normo-
vany priestor je topologickym vektorovym priestorom. Obvykle budeme takéto sumy vyuzivat v linedrnych
normovanych priestoroch, ¢ize ak nie ste zvyknuti robit s topologickymi vektorovymi priestormi, mozete si
vSade predstavit linedrne normované priestory. V niektorych pripadoch ndm dokonca bude stacit pracovat
s takymito sumami v R ¢i v R™.
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130 Definicia, zdkladné vlastnosti, Cauchyho kritérium

inkltiziou. Na nej sme definovali siet ,¢iastoénych stictov® predpisom zrp = > x;. Definicia
=
hovori, ze z je sti¢tom daného systému prave vtedy, ked uvedens siet konverguje k z.

Vsimnime si, ze takto definovany stcet nezavisi od toho, ako su prvky usporiadané ani
nepouziva ziadne usporiadanie na mnozine I. Priamo z definicie dostdavame nasledovné po-
zorovanie:

Tvrdenie B.1.3. Nech V je topologicky vektorovy priestor a x; € V pre kaZdé i € I. Nech

o:J = I je bijekcia. Ak existuje ) x;, tak evistuje aj ) To(;) a tieto sicty sa rovnaji.
i€l jeg

Z Ti = Z Lo (5)

el jed

Toto tvrdenie vlastne vyjadruje spominant nezavislost od usporiadania. Tiez sa nan da
pozerat ako na vyjadrenie komutativnosti takéhoto scitovania.

Doékaz. Zrejmé. O

Poznamka B.1.4. Asi je vcelku prirodzené porovnat tento novy pojem s obvyklou konver-
genciou radov, t.j. pozriet sa na to, ¢o hovori predosla definicie v pripade I = N.

Ocividny rozdiel je, ze obvykla konvergencia zavisi aj na usporiadani prirodzenych ¢cisel.
Pojem konvergencie, ktory sme zaviedli tu, nevyuziva ziadne usporiadanie na mnozine 1.

Veelku Tahko sa overi (iloha [B.1.1), Zze plati Y x, = = v zmysle definicie [B.1.1| plati
neN
prave vtedy, ked ku x konverguje kazdé preusporiadanie tohoto radu. (T.j. pre kazdu bijekciu

o: N — Noplati ) 2,0, = .)
i=1

Poznamenajme, ze tento typ konvergencie radov sa niekedy nazyva bezpodmienecnd kon-
vergencia. V linedrnych normovanych priestoroch mé zmysel hovorit aj o absolitnej konver-
n
gencii — ak konverguje rad > ||z, .
i=1

1=

7 prvackej analyzy viete, Ze pre realne ¢isla st absoliutna a bezpodmienecna konvergencia
ekvivalentné. V nekonec¢norozmernych priestoroch je situacia o trochu komplikovanejsia: Da
sa ukazat, ze v Banachovych priestoroch z absolutnej konvergencie vyplyva bezpodmienecna
konvergencia, opa¢nd implikédcia vSak platit nemusi. Pozri napriklad [Hei, Section 3.1], [KK]
Chapter 1], [Wol, Section II.D].

Ak pracujeme v Banachovom priestore, tak plati Cauchyho kritérium:

Tvrdenie B.1.5. Nech V je Banachov priestor a x; € V pre kazdé i € I. Nasledujice
podmienky st ekvivalentné:

(i) Sicet Y x; existuje.
iel

(ii) Pre kaZdé ¢ > 0 existuje koneénd podmnozina Fy C I takd, Ze pre kaZdi konecni
podmnoZinu F s vlastnostou F C I \ Fy plati

S

i€EF

<e.
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Dékaz. | (i) = (ii) | Zrejmé.
(7i) = (i) | Ak plati Cauchyho podmienka, tak existuji koneéné podmnoziny F,, C I

také, ze F,, C Fp41 (t.j. ide o neklesajicu postupnost podmnozin) a

1
E il < —
‘ n
i€F
pre kazdu koneé¢nti podmnozinu
FCINF,.
Oznac¢me
Sp = E ZT;.
ieF,
Pre n < m mame
1
I$m — snll = g il < —
) n
i€F, NF,

To znamend, ze postupnost s, je cauchyovska. Nech x je limita tejto postupnosti.

Ukazeme, ze

Pre dané ¢ > 0 existuje k € N tak, ze
€
2

a stucasne pre kazdd koneéni podmnozinu F' C I \ Fj, mame

>

ieF

sk — 2 <

<<
2

Potom pre kazdi koneénii podmnozinu F' O Fj, mame

x—Zzi z—in Z z;

i€l i€ Fy 1€\ Fy

< +

O

Priamo z definicie m6zeme vidiet, ze platia niektoré vztahy, na ktoré sme zvyknuti z prace
s obvyklou konvergenciou radov.

Tvrdenie B.1.6. Nech V je topologicky vektorovy priestor. Nech x;,y; € V pre kaZdé i € I.
(i) Akx=>Yx,ay=> vy, takx+y= > (x; +v;), strucne

i€l i€l i€l
S =Y a Y
iel iel iel
(ii) Akx=> =z, ac€eR, tak cx = > (cx;), strucne
i€l i€l

D (exi)=c <Z ac) :

iel i€l
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Dokaz tohoto tvrdenia rozdelime na dve samostatné lemy.

Lema B.1.7. Nech V, W st topologické vektorové priestory a f: V. — W je spojité linedrne

zobrazenie. Ak x =3 x;, tak f(z) = > f(x;).
i€l iel

Tvrdenie lemy mézeme struéne zapisat aj ako

f (Z :c) = flaa),

el il

ak tito rovnost budeme ¢itat ako: ,,Ak existuje suma vystupujica na lavej strane, tak existuje
aj suma na pravej strane a plati uvedena rovnost.“

Doékaz z definicie[B.1.1} Nech U je lubovolné okolie bodu f(x). Zo spojitosti funkcie f méme
existenciu okolia V' 3 z takého, ze f[V] C U.
Dalej vieme, 7Ze existuje koneénd mnozina Fy takd, ze ak F € [I]¥, F D Fy, tak

Z.’Ei evV.
i€F
To ale potom znamend, ze
Zf(xl) =f (Z:m) eU.
icF icF

Tym sme overili, ze f(z) = > f(x;). O
i€l

Ak ste sa uz udili o sietach, tak vlastne sme len v tomto Specidlnom pripade zopakovali
dokaz toho, ze spojité funkcie zachovavaju konvergenciu sieti. T.j. s pouzitim znalosti o sietach
vieme tento dékaz zapisat strucnejsie.

Dékaz pomocou sieti. Pre lubovolné F € [I]“ oznaéme
rTp = E Z;
i€F

yr =Y flx)

icF
7Z linearity zobrazenia f mame, Ze
=3 sta) =1 (S = st
i€F icF

pre kazdd mnozinu F € [I]<%
Ak vieme, ze siet (zp; F' € [I]<%) konverguje k z, tak zo spojitosti zobrazenia f dostaneme,
ze aj siet f(zp; F € [I]<¥) konverguje k f(x). O

Lema B.1.8. Nech V, W su topologické vektorové priestory a x; € V, y; € W pre kaZdé
i € I. Potom v priestore V. x W plati

S (o) = (Z Zy> |

el i€l i€l
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Dokaz z definicie[B.1.1l Ak zoberieme lubovolné bézové okolie bodu (z,y), ktoré mé tvar
U x V, tak vieme, Ze existuji koneéné mnoziny F} 5 také, ze pre F' € [I]<“ plati

FOF = ineU
1€EF

FO2F= > yeV
i€EF

Potom stac¢i polozit Fy = F} U F; a pre kazdi koneénd mnozinu F' takd, ze Fy C F C 1

D (@iy) = (Z%,Z%) eUxV.

i€EF i€l i€l

Opét vlastne ide o Specidlny pripad jednej pomerne zdkladnej vlastnosti sieti.

Dokaz pomocou sieti. Ak oznac¢ime

rTp = E Z;

i€F
Yr = Zyz
ieF
RF = Z(xuyi)
i€F

tak priamo z definicie sticinu topologickych priestorov dostaneme

ZF = (xF,yF)~

Ak siet (zp; F € [I]<¥) konverguje k = a (yp; F € [I]<¥) konverguje k y, tak siet
((@p,yr); F € [1]=) konverguje k (z,y). O

Dékaz tvrdenia [BLA. (i) Z lemy dostaneme, 7e v priestore V' x V plati
= (S Xu).
i€l el

Teraz staci pouzit lemu [B.I1.7] pre spojité zobrazenie +: V x V — V.
(ii) Stac¢i pouzit lemu pre zobrazenie x — cx. O

Ak sc¢itujeme redlne cisla, tak lahko ukazeme, ze s¢itovanie zachovava nerovnost:

Tvrdenie B.1.9. Nech x;,y; € R pre kaZdé i € I. Predpokladajme, Ze pre kazZdé i € I plati
z; <yi. Akz=> z;, ay=> y;, takz < y.

i€l il
Z Ty < Z Yi

T.j. plati nerovnost
il i€l

(za predpokladu, Ze uvedené sumy existuji).

Dékaz. Uloha[B.1.6 O
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134 Definicia, zdkladné vlastnosti, Cauchyho kritérium

Cvicenia

Uloha B.1.1. Ukazte, ze © = > @, v zmysle definicie [B.1.1| prave vtedy, ked pre kazdd
neN

bijekciu o: N — N plati 2 = ) 2,(,). (T.j. kazdé preusporiadanie radu ) x, konverguje ku

i=1 i=1

Uloha B.1.2. Ukézte, 7e ak pre kazdé i € I je x; > 0 nezdporné relne &islo, tak

in = sup{z xi F e [I159}.

iel i€l

(Zamyslite sa aj nad tym, ¢i sa definicia da upravit tak, aby pre redlne cisla davala
zmysel aj ak stucet je +00. Rovnost v tejto tlohe treba bud citat tak, ze priptstame aj stcet
rovny —+oo, alebo tak, ze uvedeny siicet existuje prave vtedy, ked suprémum na pravej strane
rovnosti je konecné a v takom pripade sa obe strany rovnaja.)

Uloha B.1.3. Nech pre kazdé i € I je x; redlne &slo a pre kazda koneéni podmnozinu

F e [I]* plati Y z; < A. Nech existuje sicet ) z;. Potom aj
ieF iel

icl

Uloha B.1.4. Ukéite, 7e ak existuje stcet > ic1 Ti prvkov linedrneho normovaného priestoru
X, tak pre kazdé € > 0 existuje koneénd podmnozina Fy C I taka, ze ||ZiEF xl|| < € pre
kazdd koneéntt podmnozinu F' O Fy. (Nutnd podmienka konvergencie.)

Uloha B.1.5. Nech z; je redlne ¢islo pre kazdé i € I. Ukdzte, Ze ak existuje (koneény) sicet
> x;, tak potom mnozina {i € I;x; # 0} je spocitatelnd. (T.j. nenulové prvky sa moézu
iel

vyskytnit len pre spocitatelne vela indexov.)

Uloha B.1.6. Dokazte tvrdenie m

2Dokonca plati silnejsie tvrdenie — nemuseli by sme pozadovat, ze kazdé prerovnanie konverguje k tomu
istému ¢islu. Z konvergencie vSetkych prerovnani uz vyplynie, Ze vSetky prerovnané sumy sa musia rovnat.
Doékaz mozete najst napriklad v [Hei, Corollary 3.11], [KK| Theorem 1.3.1], [Wo, Theorem II.D.2]

134

{nespsumycvic



Literatura

Benno Artmann. The Concept of Number: From Quaternions to Monads and Topo-
logical Fields. John Wiley, New York, 1988.

Charalambos D. Aliprantis a Kim C. Border. Infinite Dimensional Analysis, A
Hitchhiker’s Guide. Springer, Berlin, 3rd edition, 2006.

Herbert Amann a Joachim Escher. Analysis I1I. Birkhduser, Basel, 2009. Translated
from the German by Silvio Levy and Matthew Cargo.

A. V. Arhangel’skii a S. P. Franklin. Ordinal invariants for topological spaces.
Michigan Math. J., 15:313-320, 1968.

A. V. Arkhangelskii a V. Ponomarev. Fundamentals of General Topology. Problems
and Ezercises. D. Reidel Publishing Company, Dordrecht, 1983.

Frederick Bagemihl. A theorem on intersections of prescribed cardinality. Ann.
Math., 55(1):34-37, 1952.

Andreas Blass. Existence of bases implies the axiom of choice. Contemporary Mat-
hematics, 31:31-33, 1984.

Ethan D. Bloch. The Real Numbers and Real Analysis. Springer, New York, 2010.

Lev Bukovsky. Uvod do matematickej logiky. http://ics.upjs.sk/~novotnyr/
home/skola/logika_a_teoria_mnozin/ltm.pdfl

Lev Bukovsky. Struktira redlnej osi. Veda, Bratislava, 1979.
Lev Bukovsky. The Structure of Real Line. Springer, Basel, 2011.

F. Bagemihl a P. Erdés. Intersections of prescribed power, type, or measure. Fund.
Math., 41(1), 1955.

Bohuslav Balcar a Petr Stépanek. Teorie mnoZin. Academia, Praha, 2001.

N. L. Carothers. A Short Course on Banach Space Theory. Cambridge University
Press, New York, 2004. London Mathematical Society Student Texts 64.

Krzysztof Ciesielski. Set Theory for the Working Mathematician. Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 1997. London Mathematical Society Student Texts 39.

Juraj Cin¢ura. Model aritmetiky celych nezapornych ¢isel v teérii mnozin. http:
//thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/2010/temno/cisla.pdf.

135


http://ics.upjs.sk/~novotnyr/home/skola/logika_a_teoria_mnozin/ltm.pdf
http://ics.upjs.sk/~novotnyr/home/skola/logika_a_teoria_mnozin/ltm.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/2010/temno/cisla.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/2010/temno/cisla.pdf

136 LITERATURA

[C] Keith Conrad. Zorn’s lemma. http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/|

[CL] Antoine Chambert-Loir. A Field Guide to Algebra. Springer, New York, 2005.
Undergraduate Texts in Mathematics.

[D] Jacques Dixmier. General Topology. Springer-Verlag, New York, 1984. Undergra-
duate Texts in Mathematics.

[DF] David S. Dummit a Richard M. Foote. Abstract Algebra. John Willey and Sons, 3rd
edition, 2004.

[End] Herbert B. Enderton. A Mathematcial Introduction to Logic. Harcourt/Academic
Press, San Diego, 2001.

[Eng]  Ryszard Engelking. General Topology. Heldermann Verlag, Berlin, 1989. Revised
and completed edition, Sigma Series in Pure Mathematics, Vol. 6.

[Fol Thomas Forster. Logic, Induction and Sets. Cambridge University Press, Cambridge,
2003. LMS Student Texts 56.

[Frl] S. P. Franklin. Spaces in which sequences suffice. Fund. Math., 57:107-115, 1965.

[Fr2] S. P. Franklin. Spaces in which sequences suffice II. Fund. Math., 61:51-56, 1967.

[FHHT| Marian Fabian, Petr Habala, Petr Héjek, Vicente Montesinos, a Vaclav Zizler. Ba-
nach Space Theory. The Basis for Linear and Nonlinear Analysis. Springer, New
York, 2011. CMS Books in Mathematics.

[G] George Grétzer. Lattice Theory: Foundation. Birkhduser, Basel, 2011.

[GJ] L. Gillman a M. Jerison. Rings of Continuous Functions. Van Nostrand, Princeton,
1960.

[Hall] Lorenz J. Halbeisen. Combinatorial Set Theory. With a Gentle Introduction to
Forcing. Springer-Verlag, London, 2012. Springer Monographs in Mathematics.

[Hal2] P. Halmos. Measure Theory. Springer-Verlag, New York, 1974. Graduate Texts in
Mathematics 18.

[Hal3] Paul R. Halmos. Naive Set Theory. Springer-Verlag, New York, 1974. Undergraduate
Texts in Mathematics.

[Hei] Christopher Heil. A Basis Theory Primer. Springer, New York, 2011.

[Herl] Horst Herrlich. Choice principles in elementary topology and analysis. Comment.
Math. Univ. Carolinae, 38(3):545-552, 1997.

[Her2] Horst Herrlich. The Aziom of Choice. Springer-Verlag, Berlin, 2006. Lecture Notes
in Mathematics 1876.

[HH] A. Hajnal a P. Hamburger. Set theory. Cambridge University Press, Cambridge,
1999.

[HR] Paul Howard a Jean E. Rubin. Consequences of the aziom of choice. Mathemati-

cal Surveys and Monographs. 59. Providence, RI: American Mathematical Society
(AMS), 1998.

136


http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/

LITERATURA 137

[JMP]

[TW1]

[TW2)

[Khal]

[Kha2]

[Ku]

K. D. Joshi. Introduction to General Topology. Wiley Eastern Limited, New Delhi,
1983.

I. Juhdsz. Cardinal functions in topology - ten years later. Math. Centre Tracts,
Amsterdam, 1980.

Arthur Jones, Sidney A. Morris, a Kenneth R. Pearson. Abstract Algebra and Famous
Impossibilities. Springer-Verlag, New York, 1991. Universitext.

Winfried Just a Martin Weese. Discovering modern set theory I: The basics. Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 1997. Graduate Studies in Mathematics 8.

Winfried Just a Martin Weese. Discovering modern set theory II: Set-theoretic tools
for every mathematician. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1997. Graduate Studies
in Mathematics 18.

A. S. Kechris. Classical descriptive set theory. Springer-Verlag, Berlin, 1995. Gra-
duate Texts in Mathematics 156.

A. B. Kharazishvili. Strange functions in real analysis. Taylor & Francis Group,
Boca Raton, 2nd edition, 2006.

Alexander B. Kharazishvili. Set Theoretical Aspects of Real Analysis. CRC Press,
Taylor & Francis Group, Boca Raton, 2015.

Marek Kuczma. An introduction to the theory of functional equations and inequ-
alities. Cauchy’s euqation and Jensen’s inequality. Birkh&user, Basel, 2nd edition,
2009.

Tibor Katrindk, Martin Gavalec, Eva Gedeonové, a Jaroslav Smital. Algebra a
teoretickd aritmetika 1. UK, Bratislava, 2002.

M.I. Kadets a V.M. Kadets. Series in Banach spaces. Birkh&user Verlag, Basel,
1997. Operator Theory; Vol. 94.

M. Kolibiar, A. Legén, T. Salat, a S. Znam. Algebra a pribuzné discipliny. Alfa,
Bratislava, 1992.

W. J. Kaczor a M. T. Nowak. Problems in Mathematical Analysis II. Continuity
and differentiation. American Mathematical Society, Providence, 2001.

Péter Komjath a Vilmos Totik. Problems and Theorems in Classical Set Theory.
Springer, 2006. Problem Books in Mathematics.

H. Elton Lacey. The Hamel dimension of any infinite dimensional separable Banach
space is ¢. Amer. Math. Monthly, 80(3):298, 1973.

Azriel Levy. Basic set theory. Courier Dover Publications, 2002.

Jonathan Lewin. A simple proof of Zorn’s lemma. Amer. Math. Monthly, 98:353—
354, 1991.

Seymour Lipschutz. Schaum’s Qutline of Theory and Problems of Set Theory and
Related Topics. McGraw-Hill, New York, 1998.

137



138 LITERATURA

[Lo] G. G. Lorentz. A contribution to the theory of divergent sequences. Acta Math.,
80:167-190, 1948.

[Ma] Dan Ma. Dan Ma’s Topology Blog. http://dantopology.wordpress.comn/.

[Me] Robert E. Megginson. An Introduction to Banach Space Theory. Springer, New
York, 1998. Graduate Texts in Mathematics 193.

[Moo] Gregory H. Moore. Zermelo’s Axiom of Choice. Its Origins, Development and In-
fluence. Springer-Verlag, New York, 1982.

[Mor]  T. J. Morrison. Functional Analysis: An Introduction to Banach Space Theory.
Wiley, 2000.

[Mr] S. Mréwka. On completely regular spaces. Fund. Math., 11:105-106, 1955.

[MO]  MathOverflow. http://mathoverflow.net/.

[MSE] Mathematics Stack Exchange. http://math.stackexchange.com/.

[N] Attila Nagy. Special Classes of Semigroups. Springer-Science+Business Media B.V.,
Dordrecht, 2001.

[NS] A. Naylor a G. Sell. Tedria linedrnych operdtorov v technickijch a prirodnijch veddch
(Linear Operator Theory in Engineering and Science). Alfa, Bratislava.

[O] John C. Oxtoby. Measure and Category. Springer-Verlag, New York, 2nd edition,
1980. Graduate Texts in mathematics 2.

[0S] Daniel Olejar a Martin Skoviera. Uvod do tedrie diskrétnych matematickych struk-
tar. Univerzita Komenského, Bratislava, 2007. http://www.dcs.fmph.uniba.sk/
texty/dsmain.pdf.

[P] Albrecht Pietsch. History of Banach Spaces and Linear Operators. Birkhauser,
Boston, 2007.

R) Steven Roman. Lattices and Ordered Sets. Springer, New York, 2008.

[S] Tibor Salat. Redlne ¢isla. Bratislava, 1981.

[Si] Wactav Sierpinski. Cardinal and ordinal numbers. Panstwowe Wydawnictwo Na-
ukowe, Warszawa, 1965.

[S11] Martin Sleziak. 1-INF-155 Algebra 2. Poznamky k prednéske, http://thales.doa.
fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/.

[S12] Martin Sleziak. 1-MAT-260 Algebra 2. Pozndmky k prednaske, http://msleziak.
com/vyuka/2011/alg2m/.

[S13] Martin Sleziak. 2-UMA-115 tedéria mnozin. Pozndmky k prednéske, http://thales.
doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/

[S14] Martin Sleziak. Linearna algebra. Poznamky k prednaske, http://thales.doa.
fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/.

[S15] Martin Sleziak. F-convergence, filters and nets. http://thales.doa.fmph.uniba.

sk/sleziak/texty/rozne/trf/iconv/notions.pdf.

138


http://dantopology.wordpress.com/
http://mathoverflow.net/
http://math.stackexchange.com/
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/texty/dsmain.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/texty/dsmain.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
http://msleziak.com/vyuka/2011/alg2m/
http://msleziak.com/vyuka/2011/alg2m/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/texty/rozne/trf/iconv/notions.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/texty/rozne/trf/iconv/notions.pdf

LITERATURA 139

[Smi]

Peter Smith. An Introduction to Gdédel’s Theorems. Cambridge University Press,
Cambridge, 2007. Cambridge Intreoductoins to Philosophy.

Raymond M. Smullyan. Gédel’s incompleteness theorems. Oxford University Press,
Oxford, 1992. Oxford Logic Guides 22.

Antonin Sochor. Klasickd matematickd logika. Karolinum, Praha, 2001.

Petr Stépanek. Predikitova logika. http://kti.ms.mff.cuni.cz/teaching/
files/materials/StepanekPetr_PredikatovaLogika.pdf.

Tan Stewart. Galois theory. CRC, Boca Raton, 3rd edition, 2004.

Jana Stolcovéa. Banachove limity. Master’s thesis, FMFI UK, Bratislava, 2011. In
Slovak.

Tibor Salét a Jaroslav Smital. Tedria mnozin. UK, Bratislava, 1995.
Terence Tao. An epsilon of room: pages from year three of a mathematical blog.

Alfred Tarski. Sur quelques theoremes qui equivalent a ’axiome du choix. Fund.
Math., 5:147-154, 1924.

Nam-Kiu Tsing. Infinite-dimensional banach spaces must have uncountable basis—an
elementary proof. Amer. Math. Monthly, 91(8):505-506, 1984.

Tricki. http://tricki.org/.

Martin Vath. The dual space of Lo is L. Indagationes Mathematicae, 9(4):619-625,
1998.

A. C. M. van Rooij a W. H. Schikhof. A Second Course on Real Functions. Cam-
bridge University Press, Cambridge, 1982.

Stan Wagon. The Banach-Tarski Paradox. Cambridge University Press, Cambridge,
1985.

Leonard M. Wapner. The Pea and the Sun. A. K. Peters, Wellesley, Massachusetts,
2005.

J. D. Weston. A short proof of Zorn’s lemma. Archiv der Mathematik, 8(4):279,
1957.

Freek Wiedijk. Formal proof-getting started. Notices of AMS, 55(11):1408-1414,
2008. http://www.ams.org/notices/200811/tx081101408p.pdf.

S. Willard. General topology. Addison-Wesley, Massachussets, 1970.

P. Wojtaszczyk. Banach spaces for analysts. Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1991. Cambridge Studies in Advanced Mathmatics 25.

Wikipedia. http://en.wikipedia.org.

Pavol Zlatos. Ani matematika si nemdze byt istd sama sebou. IRIS, Bratislava,
1995. http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/animat/animat.pdf.

139


http://kti.ms.mff.cuni.cz/teaching/files/materials/StepanekPetr_PredikatovaLogika.pdf
http://kti.ms.mff.cuni.cz/teaching/files/materials/StepanekPetr_PredikatovaLogika.pdf
http://tricki.org/
http://www.ams.org/notices/200811/tx081101408p.pdf
http://en.wikipedia.org
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/animat/animat.pdf

Register

tsek funkcia,
podiatoény, konvexna,
¢islo pozitivne homogénna,
algebraické, subaditivna,
kardindlne, sublinearna,
ordinélne, [77] vyberova,
prirodzené, [83]
Ramseyove, [115] identita,
transcendetné, [32] indukcia
Ciastofne usporiadand mnoZzina, transfinitnd,
injekcia, [I§]
AC, inkluzia, [T0]
AD-systém, [101 izomorfizmus
antiretazec, [70] ¢iastoéne usporiadanych mnozin, 24]
axiéma
dvojice, kardinal, [90]
existencie, [34] kardindlny nasledovnik, [76]
extenzionality, kardinalita, [29]
globalneho vyberu, kardinalita kontinua, 29]
nekonecnej mnoziny,
potenénej mnoziny, lema
regularity, Zornova,

vyberu,

zjednotenia mnozin, [34] MAD-systém, |101

mnozina,

béza, Bernsteinova,
Hamelova, borelovsk4, [07]
bijekcia, dobre usporiadana, [44]
druhej kategorie, [103
definicia induktivna,
transfinitnou indukciou, [89] Mazurkiewiczova,
diagram prvej kategorie, [L03
Hasseho, 24] riedka, [103]
dvojica mnoziny
usporiadan, skoro disjunktné, [101]

mohutnost,
filter, [116]

Fréchetov, [116] najmensia vzhladom na inklaziu, [I6]
volny, [116] nasledovnik, [24]

funckia ordindlny, [77]
aditivna, [67] prirodzeného d&isla, [83]
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obor
defini¢ny, [I8]
hodnét,
obraz mnoziny,
ordinal, [77]
limitny, [87]
pociatocny tusek, [[09]
podmnozina
vlastnd, [10]
polonorma,
poten¢énd mnozina,
predchodca, [24]
priestor
kompaktny, [58]
lokdlne kompaktny, [L06]
Mréwkov-Isbellov, [T05]
pseudokompaktny,
sekvencidlny, [09]
spocitatelne kompaktny, [T06]
princip
dobrého usporiadania,
maximality,
projekcia, [21]
prvky
porovnatelné, [T5]
prvok
maximalny,
minimalny,
najmensi, [25]
najvacsi, [25]
retazec, [52]
rekurzia
transfinitna,
relacia
antireflexivna, [T5]
antisymetricka, [T5]
asymetricka, [T5]
inverzna,
ireflexivna,
reflexivna,
symetricka, [T5]
tranzitivna, [I5]
trichotomicka,
relacia ekvivalencie,
rovnica
Cauchyho, [67]
rozdiel mnozin, [T2]

o-algebra, 07]

sucet
kardinalnych ¢isel, [30]
ordindlnych cisel,
sucin
kardinalnych ¢isel,
kartezidnsky,
funkeii, 21]
lexikograficky, [45]
ordindlnych ¢isel, [B0]
topologicky, B9
schéma axiém
substitucie,
schéma axiéma
vymedzenia,
selektor,
skladanie
relécii, [T5]
zobrazen, [I§]
suprémum
mnoziny ordindlov, [§]
surjekcia,
symetrickd diferencia mnozin,

systém skoro disjunktnych mnozin, [101

tranzitivny uzdver, [16]

ultrafilter,
hlavny, 117]

usporiadanie
Ciastocné, [15]
Ciastocné ostré, 26]
antilexikografické,
dobré, [44]
lexikografické,
linedrne,
linedrne ostré,

veta
Alexandrova o subbéze,
Bairova o kategorii, [103
Cantor-Bernsteinova,
Cantorova,
Hahn-Banachova, [61]
Ramseyova, [112] [I15]
Tichonovova, [59]

vzor mnoziny, [I9]

zékony
de Morganove, [I3]
zizenie zobrazenia, [I§



7F, 37

7FC, BT
ZFGC,

zjednotenie
systému mnozin,
zlozZenie
relécii, [T5]
zobrazeni, [I§|
zobrazenie,
bijektivne,
injektivne, [I§]
inverzné, [I§]
monoténne, [24]
na, [I§
prosté,
surjektivne,
zretazenie, [I09]



Zoznam symbolov

= 12 PM 54
g 12 Z1 54
BE 13 78
U A4 13 XY 78
b s 83
5| 13 S(n) 85
N 4 13 a+ [ 86
AcS @ 88
ﬂ A; 13 fil 105
e I " T(A) 107
m 14 [(s) 111
@) 15 571 111
15 A 111
17 114
& 17 R(r, s) 117
fida] 18 %] s
A B 0
20 1
go ]l 20
f1A]l 21
1B] 21
O] 21
f(a,b) 23
D] 23
23
23
A; 23
a<s
% 23
Ny 24
el
25
[ 25
X[ =] 31
R 31
31
X[<[Y 31
X| <Y 31
35
36
P(A) 37
=l 37
41
X 44
[A,] 46
54
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