Kvadratické formy

1.

2%,

3*.

Najdite kanonicky tvar danej kvadratickej formy a transforméciu premennych, ktora ju
prevedie na kanonicky tvar.

a) 23 + 53 — 423 + 27129 — 43173

b) 422 + 13 + 13 — dx179 + 47123 — 3T273

¢) T1x2 + X123 + T2x3

d) z129 + Tows + 324 + T4

e) 3z% + 223 — 23 — 223 + 2wy w0 — 4aow3 + 2w01y

f) 22 + 22 + 423 + 22120 + 4173 + 22073

) 22 + 22119 + 223 + 4x973 + 523

) 23 — Ao + 22173 + 423 + 23

= 09

—
~—

x% —4x129 + 22123 + x% + 2x0x3 — 2x§.

Riesenia: a), b), f), h) y?+y3 —yi: c) y¥ —y3 —u3, d) yi —vis e) yi+y3 —yi—vis 8) ¥ +
y3 + 33 (Transformaciu premennych som sem neddval — t4 nie je uréena jednoznaéne.)

[FS, 528] Prevedte kvadratickt formu Y #? + Y. z;x) na diagonalny tvar.

=1 1<i<k<n
1 0 ... 0
24 3,2 4.2 +1,2 310 0
. . n . —
[Vysledok: yi + 3y3 + gy +- -+ S yms P=[ 2 10..0 ] ]
A U N N
2 3 4 - n

(Toto samozrejme nie je jedind moznost.)

[ES| 529] Prevedte kvadratickt formu > z;x na diagonélny tvar.

1<i<k<n
Zistite, ¢i predpis (Z,7) = £AyT predstavuje skaldrny sicin na R3.
3 2 1 2 1 1 2 -1 1
ApA=[2 2 1]ma=[11 1|ga=[-1 2 1
1 1 1 1 1 2 1 1 3

. Pre aké hodnoty parametra a je dana kvadraticka forma kladne definitna.

a) 222 + 23 + 323 + 2ax122 + 27173

b) 22 + 23 + 523 + 2ax179 — 27173 + 42273
) 3 + 423 + 23 + 2ax 179 + 102123 + 67973
d) 222 + 223 + 23 + 2ax172 + 62173 + 27973.

Odpovede: a) |a| < \/%, b) -2 <a <0, c), d) pre Ziadne a

. Pre dani kvadratickt formu urcte tie hodnoty parametra t € R, pre ktoré je kladne

definitna.

a) 5r? + 3x3 + tzd + dx1wy — 3w173 — 27973

b) 222 + 23 + 323 + 2tz120 + 27123

c) %:cf + 223 — 3tx3 + 2w179 + 2txT2w3 + 23173

d) (22 + 23 + 23 + 27123 — 22073) + t(67170 — 22173 — 223) + t2(2? + 23)
(Pozndmka: Niekedy sa vypocet determinantov D1, Do, ... moZe zjednodusit, ak zme-
nite poradie premennych. Takdto zmena neovplyvni to, ¢ je matica kladne definitnd.)
Nech A je symetrickd redlna matica také, ze Dy > 0,D3 > 0,...,D,, > 0. (Determi-
nanty Dy, ..., D, ozna¢uji rohové determinanty vystupujtce v Sylvestrovom kritériu.)
Dokazte, ze potom a,, > 0.

. Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a &y,...,d, € V. Definujme maticu A =

lla;;|| tak, Ze a;; = (&, aj). (Tato matica sa zvykne volat Gramova matica.) Dokézte,
ze |A| > 0 a ze tieto vektory su linedrne nezdvislé préve vtedy, ked |A| > 0.



9.

10.

11.

12.

[P, 1201,1202] Pre ktoré z uvedenych kvadratickych foriem existuje reguldrna transfor-
maécia premennych, ktord prevedie jednu z nich na druha?

a) fr =% — w35 fo = Y1y2 — Y3; f3 = 2122 + 23;

b) fi = a1 4 423 + 23 + da1xy — 2w0w3; fo = YF + 2y5 — Y3 + 4yry2 — 2y1ys — Ayays;
fa=—422 — 22 — z§ — 42120 + 42123 + 182923

7 udajov ktoré su zadané o redlnej symetrickej matici A zistite, ako vyzera kanonicky
tvar prislusnej kvadratickej formy. (Dali by sa tieto tivahy pouzit na zistenie kanonic-
kého tvaru pre niektoré kvadratické formy z predoslych prikladov?)

a) Matica A je kladne definitnd symetrickd matica rozmerov n x n.

b) Matica A je zdporne definitnd symetrickd matica rozmerov n X n.

¢) A je nenulovd symetrickd matica rozmerov 3 x 3, ktord mé nulovi stopu aj determi-
nant, t.j. det(4) = Tr(A) = 0.

Pre dant symetrickd maticu A ndjdite diagonalnu maticu D a ortogondlnu maticu P
také, ze plati PAPT = D.

11 2 011 01 0 0 1 2
a)A=1[1 9 2|;b)A=(1 0 1]);¢c)A=(|1 0 0 |;d)A=|1 0 2];
2 2 4 1 10 0 0 -1 2 2 3
11 2 -2 1 2 1 2 2 1 1 2
A=[11 2:pa=(1 -2 2);9904=(2 1 2|;mAa=[1 10 3}|;
2 2 4 2 2 1 (2 2 1 3 3 6
-2 2 3
VA= 2 -2 3]);
3 3 3

Vysledky: a) diag(0,4,10); b) diag(—1,—1,2); c¢) diag(1,1,—1); d) diag(—1,—1,5); e)
diag(0,0,6); f) diag(—3,—3,3); g) diag(—1, —1,5); h) diag(0, 5, 12); i) diag(—3, —4, 6);
N4jdite (ak takd matica existuje) ortogondlnu maticu P taki, ze PAPT = D je diago-
néalna matica.
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