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f (x) = cos x

x0 = x , xn+1 = cos xn

f(x) = cosx

Figure: Iterácie funkcie f (x) = cos x
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Pevný bod

De�nícia
Nech A ⊆ R a nech f : A→ R je zobrazenie. Bod x ∈ A sa nazýva

pevný bod zobrazenia f , ak platí

f (x) = x .
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Iterácie funkcie f

x0 = x

xn+1 = f (xn)

Ak je funkcia f spojitá a postupnos´ (xn) konverguje, tak limita

bude pevný bod funkcie f .
Pre c = lim

n→∞
xn dostávame

f (c) = f
(

lim
n→∞

xn
)
= lim

n→∞
f (xn) = lim

n→∞
xn+1 = c.

Táto postupnos´ v²ak vo v²eobecnosti nemusí konvergova´.
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Príklad ke¤ iterácie nekonvergujú

f(x) = 2x− 1 + sinx
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Konvergencia môºe závisie´ od vo©by po£iato£ného bodu

f(x) = x2

f(x) =
√
x

Figure: Iterácie funkcie f (x) = x2 resp. f (x) =
√
x

H©adanie pevných bodov



Pevné body
Výpo£et odmocniny

Iterácie funkcie kosínus
Konvergencia k pevnému bodu

Banachova veta o pevnom bode

Veta (Banachova veta o pevnom bode)

Nech f : R→ R je funkcia a existuje kon²tanta α < 1 taká, ºe pre

©ubovo©né x , y ∈ R platí

|f (x)− f (y)| ≤ α|x − y |.

Potom funkcia f má práve jeden pevný bod c .
Postupnos´ iterácií

xn+1 = f (xn)

konverguje k tomuto bodu c pre ©ubovo©nú vo©bu x0.
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Babylonská metóda

f (x) =
x + a

x
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x y =
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x + 2
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577/408 = 1·414,215,686
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Babylonská metóda

f(x) =
x+ 2

x

2

Figure: Pre funkciu f (x) =
x+ 2

x

2
iterácie kovergujú k

√
2
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Tvrdenie
Nech

f (x) =
x + a

x

2
.

Potom postupnos´ ur£ená rekurzívnym predpisom

xn+1 = f (xn) =
xn +

a
xn

2

konverguje k
√
a pre ©ubovo©nú vo©bu x0 > 0.
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x + a
x

2
−
√
a =

x2 − 2
√
ax + a

2x

=
(x −√a)2

2x∣∣∣∣x + a
x

2
−
√
a

∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣1− √ax
∣∣∣∣ · |x −√a| < 1

2
|x −

√
a|.
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