Vyroky, kvantifikatory

1.

x
. Pre vyrokovu funkciu P(z,y) uvazujme vyroky Pi(z,y) = (Va)(Vy)P(z,y)

Tautologie:

pV(gAr)= (pVag A(pVr)

(p = q) & (—g = —p) (Pokec o tom, Ze sa to vold obmenend implikdcia a ¢asto sa to
pouziva — injekcia ako priklad.)

(p=q) A (p= —q) = —p (Pokec o tom, ako to sivisi s dékazom sporom.)

. MnoZinové identity: (Pomocou vyrokov/tabulky aj cez Vennove diagramy.)

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
(ACB)A(BCC) = (ACC)
AN(B\C)=(ANnB)\ (ANn(C)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
AN(BAC) = (AAB)AC (kde AAB = (A\ B) U (B\ A) oznacuje symetricky rozdiel

mnozin)

. Zapisat pomocou kvanfikdtorov:

Postupnost (x,,) konverguje k 0.
Postupnost (z,,) m4 limitu.
Negacie predchadzajucich dvoch vyrokov.

. Zapisat pomocou kvantifkdtorov: Existuje prave jedno x také, Ze plati P(x).
. Zistit, & plati ekvivalencia alebo asponl niektord z implikacii a zdévodnit:

(32)(P(x) A Q(z)) < [(B2) P(z) A (3)Q()]

(32)(P(z) v Q(x)) & [()(ﬂf)()()]
(V2)(P(x) A Q(z)) < [(Va) P(x) A (Va)Q()]
(Va)(P(z) v Q(z)) < [(Ve)P(x) V (V2)Q(z)]
(Va)(P(z) = Q(x)) & [(BzP(x)) = (B2Q(2))]

) P2 =
(Vz)(By) P(z,y), P3 = (32)(Vy)P(z,y), Pr = (3z)(Fy)P(z,y), Ps = (Vy)(Vz)P(z,y),
Ps = (Vy)(3z)P(z,y), Pr = (3y)(Va)P(z,y), Ps = (Jy)(Fz)P(z,y).

a) Ukézte, ze pre tieto vyroky plati: Py < Ps, Py < Ps a

Py — P

SN
N,

PP

b) Ukdzte na priklade, Ze implikdcie v predchadzajicom diagrame nemozno nahradif
ekvivalenciami.

¢) Ukdzte na priklade, Ze nemusia platit implikicie P3 = Py a P; = Ps.

Toto cviéenie sa d4 struéne zhrnut tak, Ze vietky vzfahy medzi vyrokmi P, ..., P; si
tie, ktoré si naznacené v uvedenom diagrame.



Operacie s mnozinami, zobrazenia

Usporiadand dvojica: (a,b) = (¢,d) & a=cAb=d
Karteziansky stucéin: A x B = {(a,b);a € A,b € B}
Vzor a obraz mnoziny:

fIAl ={f(a);a € A}
Bl ={a € 4; f(a) € B}
alebo inak
y€ flAl & (Fa € Ay = f(a)
r€ f Bl f(z)€B
1. Ukézte, ze pre lubovolné mnoziny A, B, C, D plati:

10.

(a) AxD=0xA=0;

(b) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC),

(c) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC);

(d) Ax(B\C)=(Ax B)\ (AxC).

(e) Ak navyse predpokladdme, ze A, B, C, D st neprazdne, tak A x B = C x D plati
prave vtedy, ked A=C a B=D.

. Ukézte na konkrétnom priklade, Ze vo vseobecnosti neplati A x B = B x A.
. Dokédzte, Ze pre A # () plati A x B € A x C & B C C. Plati toto tvrdenie bez

predpokladu A # 0?7

. Ukézte, ze ak Ax CC BxDaAxC#0, tak AC B aC C D. Ukézte na priklade,

7e bez predpokladu A x C' # () uz toto tvrdenie neplati.

. Dokéazte, Ze mnoziny A, B st disjunktné prave vtedy, ked (A x B) N (B x A) = 0.
. Nech f: X =Y, g:Y — Z st zobrazenia, ABC X, CCDCY ECZ A, CXa

B; CY pre kazdé i € 1. Potom plati

(a) f[ANB] C f[A]N f[B] a ak f je injektivne, tak f[AN B] = f[A] N f[B];
(b) [UzeIA] Uier f1A;

(c) fHCN D] = fHC]N f~HD];

(d) f[A]CC < AC ).

Ak f: X - Y ag:Y — X st zobrazenia také, ze g o f = idx, tak g je surjekcia a f

je injekcia. UkaZte na priklade, Ze g nemusi byt injekcia a f nemusi byt surjekcia.

. Nech f: A— C, g: B — D st zobrazenia.

(a) Ak f aj g st injekcie, tak f x g je injekcia.

(b) Ak f aj g su surjekcie, tak f x g je surjekcia.

(¢) Ak f aj g st bijekcie, tak f x g je bijekcia.
(Definiciu zobrazenia f x g nijdete v texte k prednaske.)

. Nech § C &'. Dokézte, ze |JS C |JS’'. Ak navySe predpokladdme S # ), tak (S 2

ns'.

Dokazte:

(a) A\ (BNC)=(A\ B)U(A\C)

(b) A\ (BUC) = (A\ B)N(A\C);

(¢) Ak pre kazdé i € I je B; mnozina, tak plati A\ (| B; = U (A\ B;) a A\ U B; =

i€l iel iel
N(A\B),
1€
(d) Ak BCC,tak A\C C A\ B.



Kardinalne ¢isla

1.

*

Ukéazte, ze porovnavanie, sCitovanie, nasobenie a umocnovanie kardinalov st dobre de-
finované.
Ukézte, ze |Z| = Rg. (T.j. ndjdite bijekciu medzi Z a N.)

. Rozhodnite o platnosti nasledujiceho tvrdenia. (Svoju odpoved zddvodnite, t.j. dokazte

toto tvrdenie alebo najdite kontrapriklad.)
Pre Tubovolné mnoziny A, B plati |A| < |B| prave vtedy, ked existuje bijekcia medzi
mnozinou A nejakou vlastnou podmnozinou mnoziny B.

. Ukézte priamo z definicie (t.j. konstrukciou bijekcie resp. injekcie), ze:

a) Ak |A| = |BJ, tak |P(A)| = |P(B)|.
b) Ak 4] < |B|, tak [P(A)| < [P(B)].

. Ukézte, ze ak pre mnoziny A, B plati |A\ B| = |B\ A|, tak |A| = |B|. Plat{ obratena

implikacia?

. Dok&zte, ze pre Iubovolné kardinalne &isla a, b, ¢ plati:

a) ab = ba

b) a(bc) = (ab)c

c)a<bAc#0=c*<cb

d*) ab+c — ab .a‘

Ukazte, 7e Ny° = c.

Ukézte, ze pre lubovolny koneény kardindl n plati ¢ =n-¢=c-¢ = " = ™o,

. Ukézte, ze (29)%° = 22°. (Pokial nie je jasné uzatvorkovanie, mysli sa tym (2¢)2°) =

2(2))

Spoéitatel'né a nespocitatelné mnoziny

1.

Ll

Ukézte, 7e ak A je spolitatelnd, |B| > g a A C B, tak |B\ A| = |B|. (S pouZitim
axiémy vyberu sa d4 ukdzat, ze pre kazdi mnoZinu plati bud’ | X| < Rq alebo | X| > Rg.
Na zdklade tohoto faktu dostdvame z tejto tilohy: Ak A je spoéitatelnd mnozina, B je
nespocitatelnd mnozina a A C B, tak |B\ A| = |B|.)

. Ukazte, Ze mnoZina vsetkych zobrazeni z Q do Q nie je spocitatelna. (MozZete vyskusat

pouzit diagondlnu metédu aj priamy vypocet kardinality tejto mnoZiny:.)
Ukézte, ze mnozina vsetkych koneénych podmnozin N je spoéitatelna.
AKk4 je kardinalita mnoziny vsetkych injekcii z N do N?

. Nech f: R — R je funkcia takd, ze pre kazdé = € R plati f(f(x)) = z. Dokazte, ze

existuje iraciondlne ¢islo, ktoré sa funkciou f zobrazi na iraciondlne ¢islo.

. S vyuzitim faktu, Ze pre nekoneéné kardindly plati b-b = b (ktory sme nedokazovali)

ukézte, ze ak 2 < a < b, kde a, b st nekonecné kardinaly, tak 2° = ab.

Nech S = Q x Q. Ukazte, ze existuji mnoziny V, H také, ze S = V U H, prienik
V sa kazdou vertikdlnou priamkou v rovine R? je koneény a prienik H sa kazdou
horizontalnou priamkou je kone¢ny. (T.j. pre kazdé x € Q st mnoziny {y € Q; (x,y) €
Vi={2}xQnV aj{ycQ;(y,xz) € H} = Q x {x} N H konecéné.) Hint: Vedeli by ste
podobné tvrdenie dokizat pre N namiesto Q?

. Z danych bodov v rovine vieme vytvarat nové body pomocou pravitka a kruzidla takto:

Mbzeme spojit dva body priamkou. MéZeme zostrojif kruznicu taki, Ze stred bude
v niektorom zo zadanych bodov a polomer je vzdialenost niektorych dvoch zadanych
bodov. Dostaneme takto nové body na priese¢nikoch takychto priamok a kruznic.

Nazvime skonstruovatelnygmi bodmi v rovine body (0,0) a (0,1) a dalej vietky body,
ktoré vieme z tychto bodov dostat uvedenym spdsobom pomocou koneéne vela krokov.
Ak4 je kardinalita mnoZiny vsetkych skonstruovatelnych bodov? Viete na zaklade toho
zd6vodnit, Ze existuji body v rovine, ktoré z jednotkovej tiseky nie je mozné zostrojit



pomocou pravitka a kruzidla?
Prehlad o operaciich s kardinidlnymi &islami

a<bANb<a=a=b
P(X)| =2
a+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c
b<c=a+b<a+c
ab = ba
a(be) = (ab)c
a(b+c) =ab+ ac
b<c=ab<ac
a=a-a
a<b=a®<b®
a<bAc#0=c* <

(ab)° = at
(ab)® =a® - b°
ab < 20b
a<?2°
o+ No = Ng
a>Nyg=Ng+a=a
Ny - Ny =Ny
oMo — ¢

Bez dokazu sme si povedali (t.j. toto nemdzete pouzivat v rieSeniach, ale je to uZitoéné
ako pomdcka), ze pre lubovolné nekoneéné kardindlne ¢isla a, b plati:

a+b=a-b=max{a,b}.



Opakovanie

@

. Overte, ¢i vyrok [p= (¢Vr)] < [(p = q) V (p = r)] je tautoldgia.

Nech I # () a pre kazdé i € I plati A; C B;. Dokdzte, ze potom |J A; € | B; a

el i€l
N A; € N Bs.
i€l i€l
Dokézte, ze A C B plati prave vtedy, ked’:
a) ANB = A;
b) AUB = B;
c) A\ B=10.

. Nech f: X =Y, g,h: Y — Z st zobrazenia. Dokazte, ze:

a) Ak f je surjekcia, tak plati go f =ho f = g=h.

b) Ak |Z| > 2 a plati (pre lubovolné g,h: Y — Z) implikdcia go f = ho f = g = h,
tak f je surjekcia.

Nech g,h: X =Y, f: Y — Z st zobrazenia. Dokéazte, Ze:

a) Ak f je injekcia a plati fog= foh, tak g = h.

b) Ak X # () a pre lubovolné g, h: X — Y platf implikdcia fog= foh = g=h, tak
f je injekcia.

. Nech f: X — Y je zobrazenie, A,B C X, C,D C Y. Dokéazte, alebo néjdite kon-

trapriklad.:

a) fH[CUD] = fYCluU fHD);

b) f7HC\ D] = fHCOI\ f7H[D];

c) fl[A\ B] = f[A]\ f[B];

d) Ak f je injektivne, tak f[A\ B] = f[A]\ f[B].

e) fl[AI\ f[B] C f[A\ BJ;

Vypotitajte zadané kardindlne éislo: a) 2¢-¢®0; b) 2¢-¢; ¢) ¢+ 2 d) 280 -Ry; e) 2°-¢- .
Vypocitajte kardinality danych mnozin: a) RY x N®; b) C x Z; ¢) P(N)N; d) CNV*N,

. Majii mnoziny RY a N® rovnaki kardinalitu? Ak nie, ktoré z nich je vicsia.



