Tabulka grupy S3:

id  (57%) (333) (133) (537) (§13)
id id (313) (331) (133) (G39) (513)
(313) [ (313) id  (313) (337) (133) (331)
(339) | (33%) (33%)  id  (5%13) (3%3) (i33)
(133) | (133) (313) (33%) id  (33%) (313)

(331) [ (33%) (537) (133) (3%3) (513)
(313) [ (313) (133) (533) (33%) id  (53%)

1 Podgrupy

H je podgrupa grupy (G, *) ak:

.

°
1.1.
1.2.

1.3.
1.4.

1.5.
1.6.
1.7.

1.8.

1.9.

pre fubovolné x,y € H plati x xy € H a 27! € H;

pre Tubovolné =,y € H plati z +y~' € H.

N4jdite vSetky podgrupy grupy Ss. (LAG1 1.4.6.(8))

Ukézte, ze H = {’*;m,n st neparne} je podgrupa grupy (Q\ {0},-).

Je mnozina A = {a + bv/2;a,b € Q} podgrupa grupy (R, +)?

Najdite vSetky podgrupy grupy Zs x Zs a vSetky podgrupy grupy Z4 (v oboch pripa-
doch opericia @). Maju tieto grupy rovnaky pocet dvojprvkovych podgrip? (Viete na
zéklade vysledku zdévodnit, Ze tieto dve grupy nie sd izomorfné?)

Je mnozina H = {lna;a € Q,a > 0} podgrupou grupy (R, +)?

Nech H je podgrupa grupy G. Nech g € G. Ukéaite, ze gHg™! = {ghg=;h € H} je
podgrupa grupy G.

Nech M # () a G je mnozina vSetkych bijektivnych zobrazeni z M do M. Je o bindrna
operacia na G? Je (G, o) grupa? Je komutativna?

Uvazujme funkcie f;: R\ {0,1} — R\ {0,1} definované ako fi(z) = z, fa(z) = 1/x,
fa(x) =1—x, falz) =1/ —z), fs(z) = (x — 1)/z, fe(z) = x/(x — 1). Dokéite, ze
G = {f1, f2, f3, f1, f5, fo} s operdciou skladania zobrazeni tvori grupu. Zostavte tabulku
grupovej operacie a zistite, ¢i je tdto grupa izomorfna s grupou Ss.

Najdite priklad nekoneénej grupy, ktora obsahuje netrividlnu koneéni podgrupu. (Pod
netrividlnou podgrupou tu rozumieme podgrupu, ktord mé viac ako jeden prvok.)

1.10*. Nech G je grupa a Hy, Hs su jej podgrupy. Dokazte, ze H; U Hy je podgrupa prave

vtedy, ked Hy C Hs alebo Ho C H;.

1.11*. Ak A, B, C st podgrupy grupy G a C C AU B, tak C C A alebo C C B.

2 Homomorfizmy grip

f:(G,x) = (H,0)

2.1.

2.2.
2.3.
2.4.

flaxy) = f2)Of(y)
Dokézte: Nech (G, *) a (H,o) st grupy a G je komutativna. Ak existuje izomorfizmus
f: G — H,tak aj (H, o) je komutativna grupa. (Teda grupa izomorfné s komutativnou
grupou je komutativna.) Plati toto tvrdenie, ak predpoklad o existencii izomorfizmu na-
hradime poziadavkou na existenciu homomorfizmu? Co sa stane, ak budeme pozadovat
existenciu surjektivneho homomorfizmu (=epimorfizmu)?
Zistite, ¢i su grupy (Zg4,+) a (Zs \ {0}, ) izomorfné.
St grupy (Ss,0) a (Zg,+) izomorfné?
St grupy (Ze, +) a (Za X Zs,+) izomorfné? (Operédciu + na mnozine Zg X Z3 chdpeme
po zlozkéch, t.j. (z1,y1) + (x2,y2) = (1 D2 T2, 11 B3 y2). Operdcie By a B3 oznacuji
sCitovanie modulo 2 resp. modulo 3 — na tomto mieste som pouzil iné oznacenie, aby
som zdoraznil, Ze na prvej a na druhej siradnici méme int operéciu.)



2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

2.9.

Su grupy (Z4,+) a (Za X Zs, +) izomorfné?

Néjdite vSetky homomorfizmy (S3,0) — (Z2,+).

Nech (G, *) je lubovolnd grupa. DokézZte, Ze zobrazenie g — ¢ * g je homomorfizmus
z G do G préve vtedy, ked G je komutativna.

D4 sa vysledok z predchddajiceho cvicenia pouzit na iny dokaz toho, Ze (aj * ag * - - - %
a,)? = e plati pre kone¢énti komutativinu grupu G = {e,ay,...,a,}?

Nech f,g: G — H st homomorfizmy grip. Je mnozina {a € G; f(a) = g(a)} podgrupa
grupy G?



