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Permutácie

• M je nejaká kone£ná mnoºina.
• Permutácia mnoºiny M = bijekcia M → M.
• �asto berieme M = {1, 2, . . . , n}.(

1 2 . . . n
ϕ(1) ϕ(2) . . . ϕ(n)

)
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Dvojriadkový zápis

Figure: Príklad permutácie 5-prvkovej mnoºiny.

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
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Grupa (Sn, ◦)

Mnoºina Sn s operáciou skladania tvorí grupu, ktorá sa nazýva
symetrická grupa.
• Zloºenie dvoch permutácií je permutácia.
• Skladanie zobrazení je asociatívne.
• Identické zobrazenie je permutácia.
• Inverzné zobrazenie k permutácii je permutácia.
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De�nícia cyklu

De�nícia

Permutáciu ϕ kone£nej mnoºiny M nazveme cyklus, alebo cyklická
permutácia ak existujú prvky a1, a2, . . . , ak také, ºe

ϕ(ai ) = ai+1 pre i = 1, 2, . . . , k − 1,

ϕ(ak) = a1,

ϕ(a) = a pre ostatné prvky a 6= ai .

Pre cyklus tohoto tvaru budeme pouºíva´ zápis (a1a2 . . . ak).
V de�nícii cyklu pripú²´ame aj nulový po£et prvkov. Prázdny cyklus,
ktorý ozna£ujeme (), sa rovná identickej permutácii.
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Disjunktné permutácie komutujú

De�nícia

Dve permutácie ϕ a τ tej istej mnoºiny M nazveme disjunktné, ak
pre kaºdý prvok a ∈ M platí ϕ(a) = a alebo τ(a) = a. (Teda kaºdý
prvok zostáva nezmenený pri aspo¬ jednej z týchto dvoch
permutácií.)

Lema

Ak ϕ a τ sú disjunktné permutácie, tak

ϕ ◦ τ = τ ◦ ϕ.
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Disjunktné permutácie komutujú

Príklad

Vo v²eobecnosti permutácie nemusia komutova´:

ϕ ◦ τ = (1352) a τ ◦ ϕ = (1235).
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Rozklad na sú£in disjunktných cyklov

Tvrdenie

Kaºdú permutáciu moºno zapísa´ ako zloºenie disjunktných cyklov.
Tento zápis je jednozna£ný aº na poradie cyklov (a vynechanie
prázdneho cyklu a jednoprvkových cyklov). Nazývame ho rozklad
permutácie na sú£in disjunktných cyklov.
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Rozklad na sú£in disjunktných cyklov

Príklad

Pre permutáciu ϕ =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
dostaneme rozklad

ϕ = (14)(235).
Z toho vieme hne¤ zisti´ aj ϕ−1 = (14)(253).
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Rád permutácie

De�nícia

Ak ϕ je permutácia kone£nej mnoºiny M, tak rád permutácie ϕ je
najmen²ie prirodzené £íslo n ≥ 1 také, ºe

ϕn = idM .

Je to vlastne rád prvku ϕ v grupe Sn.
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Rád permutácie

Lema

Rád cyklu je rovný jeho d¨ºke, t.j. ak ϕ = (a1 . . . an), tak rád ϕ je
rovný n.

Veta

Rád permutácie je najmen²í spolo£ný násobok d¨ºok disjunktných
cyklov, ktoré vystupujú v jej rozklade.
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Rád permutácie

Príklad

ϕ =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
= (14)(235)

ϕ = (14)(235)

ϕ2 = (253)

ϕ3 = (14)

ϕ4 = (235)

ϕ5 = (14)(253)

ϕ6 = id
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Parita a inverzie

De�nícia

Dvojica (ϕ(k), ϕ(s)) sa volá inverzia permutácie ϕ, ak k < s ale
ϕ(k) > ϕ(s).
Ak má permutácia ϕ párny po£et inverzií, hovoríme, ºe je to párna
permutácia, v opa£nom prípade hovoríme o nepárnej permutácii.
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Parita a inverzie

Príklad

Permutácia ϕ =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
má 7 inverzií: (4,3), (4,1),

(4,2), (3,1), (3,2), (5,1) a (5,2). Teda táto permutácia je nepárna.
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Transpozície

De�nícia

Permutáciu tvaru (a1a2) (t.j. dvojprvkový cyklus) budeme nazýva´
transpozícia.

Kaºdá transpozícia je nepárna permutácia.
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Rozklad na transpozície

• Kaºdý cyklus sa dá napísa´ ako zloºenie transpozícií.
• Kaºdá permutácia sa dá napísa´ ako zloºenie transpozícií.

(a1a2 . . . an) = (a1an)(a1an−1) . . . (a1a2)
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Transpozície a parita

Zloºenie s transpozíciou mení paritu

ϕ ◦ (ij) =
(

1 . . . i . . . j . . . n
ϕ(1) . . . ϕ(i) . . . ϕ(j) . . . ϕ(n)

)
(ij)

=

(
1 . . . i . . . j . . . n

ϕ(1) . . . ϕ(j) . . . ϕ(i) . . . ϕ(n)

)
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Transpozície a parita

Tvrdenie

Kaºdú permutáciu moºno zapísa´ ako zloºenie transpozícií. Navy²e,
pri kaºdom takomto zápise je parita po£tu transpozícií rovná parite
permutácie. (Teda permutácia je párna práve vtedy, ke¤ ju je
moºné získa´ zloºením párneho po£tu transpozícií. Permutácia je
nepárna práve vtedy, ke¤ sa dá dosta´ zloºením nepárneho po£tu
transpozícií.)
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Parita a skladanie

Dôsledok

Zloºením dvoch permutácií rovnakej parity dostaneme párnu
permutáciu. Zloºením párnej a nepárnej permutácie dostaneme
nepárnu permutáciu.

P ◦ P = P

P ◦N = N

N ◦ P = N

N ◦N = P
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Parita a skladanie

ϕ =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
= (14)(235)

N ◦ P = N
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Podgrupa An

Dôsledok

Párne permutácie tvoria podgrupu grupy Sn. Grupu tvorenú
párnymi permutáciami mnoºiny {1, 2, . . . , n} budeme ozna£ova´ An

a nazýva´ alternujúca grupa.
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