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Kone£né roz²írenia

Roz²írenia polí

C = {a+ bi ; a, b ∈ R}
Q(
√
2) = {a+ b

√
2; a, b ∈ Q}

Tieto dva príklady sú podobné:

• K po©u R sme pridali kore¬ polynómu x2 + 1.

• K po©u Q sme pridali kore¬ polynómu x2 − 2.



Kone£né roz²írenia

Roz²írenia polí

De�nícia

Ak K , F sú polia a sú£asne F je podokruhom K , tak hovoríme, ºe
K je roz²írením po©a F .



Kone£né roz²írenia

Stupe¬ roz²írenia

De�nícia

Ak K je roz²írenie po©a F také, ºe K je kone£norozmerný vektorový
priestor nad F , tak K nazývame kone£né roz²írenie po©a F .
Dimenziu dF (K ) po©a K ako vektorového priestoru nad F
nazývame stupe¬ roz²írenia a ozna£ujeme [K : F ].

[K : F ] = dF (K )



Kone£né roz²írenia

Pridanie kore¬a

[C : R] = 2

[Q[
√
2] : Q] = 2

Tieto dva príklady sú podobné:

• K po©u R sme pridali kore¬ polynómu x2 + 1.

• K po©u Q sme pridali kore¬ polynómu x2 − 2.



Kone£né roz²írenia

Pridanie kore¬a

Veta

Nech F je pole a p(x) je ireducibilný polynóm v F [x ]. Potom
existuje roz²írenie po©a F , v ktorom p(x) má kore¬.

K = F [x ]/(p(x))

p(x)
(∗)
= p(x) = p(x) + (p(x)) = 0+ (p(x))



Kone£né roz²írenia

Pridanie kore¬a

p(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0

= anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0

= an · xn + an−1 · xn−1 + · · ·+ a1 · x + a0
(4)
= anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

= p(x)



Kone£né roz²írenia

Pridanie kore¬a

Veta

Nech p(x) ∈ F [x ] je ireducibilný polynóm a K = F [x ]/(p(x)).
Nech n = st p. Ozna£me u = x + (p(x)) = ϕ(x) (kde ϕ : F [x ]→ K
ozna£uje kanonický homomor�zmus). Potom 1, u, . . . , un−1 je báza

K ako vektorového priestoru nad F , £iºe

K = {an−1un−1 + · · ·+ a1u + a0; a0, . . . , an−1 ∈ F}.

Dôsledok

Ak p(x) ∈ F [x ] je ireducibilný polynóm stup¬a n, tak
K = F [x ]/(p(x)) je kone£né roz²írenie F a stupe¬ roz²írenia

[K : F ] je tieº rovný n.

[K : F ] = st p(x)



Kone£né roz²írenia

Príklady kone£ných roz²írení

GF4 = Z2[x ]/(x
2 + x + 1)

(au + b) + (cu + d) = (a+ b)u + (b + d)

(au + b)(cu + d) = acu2 + (bc + ad)u + bd

= ac(u + 1) + (bc + ad)u + bd

= (ac + bc + ad)u + (ac + bd)
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Príklady kone£ných roz²írení

+ 0 1 u u + 1

0 0 1 u u + 1
1 1 0 u + 1 u
u u u + 1 0 1

u + 1 u + 1 u 1 0

· 0 1 u u + 1

0 0 0 0 0
1 0 1 u u + 1
u 0 u u + 1 1

u + 1 0 u + 1 1 u
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Príklady kone£ných roz²írení

R[x ]/(x2 + 1)

(ax + b)(cx + d) = acx2 + (cb + ad)x + bc

= ac(x2 + 1) + (cb + ad)x + (bd − ac)

(ax + b)(cx + d) + (p(x)) = (cb + ad)x + (bd − ac) + (p(x)),

(au + b)(cu + d) = (cb + ad)u + (bd − ac).



Kone£né roz²írenia

Príklady kone£ných roz²írení

(au + b)(cu + d) = (cb + ad)u + (bd − ac)

(ai + b)(ci + d) = (bc + ad)i + (bd − ac)

• C ∼= R[x ]/(x2 + 1)

• Q(
√
2) ∼= Q[x ]/(x2 − 2)
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Jednoduché roz²írenie

De�nícia

Ak K je roz²írenie F a u1, . . . , un ∈ K , tak symbolom
F (u1, . . . , un) ozna£ujeme podpole generované mnoºinou
F ∪ {u1, . . . , un}. (T.j. najmen²ie podpole, ktoré obsahuje túto
mnoºinu, £iºe prienik v²etkých podpolí, ktoré ju obsahujú.)
V prípade, ºe existuje u ∈ K také, ºe K = F (u) hovoríme
o jednoduchom roz²írení.



Kone£né roz²írenia

Pridanie kore¬a

Veta

Nech F je pole, p(x) ∈ F [x ] je ireducibilný polynóm nad F a K je

roz²írenie F , ktoré obsahuje kore¬ u polynómu p(x). Potom

F (u) ∼= F [x ]/(p(x)).

ϕu : F [x ]/(p(x))→ F (u)

ϕu : a(x) + (p(x)) 7→ a(u)



Kone£né roz²írenia

Izomor�zmus medzi roz²íreniami

izomor�zmus ϕ : F → F ′

ϕ̂ :
n∑

i=0

aix
i 7→

n∑
i=0

ϕ(ai )x
i
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Izomor�zmus medzi roz²íreniami

Veta

Nech ϕ : F → F ′ je izomor�zmus polí. Nech p(x) je ireducibilný

polynóm nad F a p′(x) ∈ F [x ] je polynóm ϕ̂(p) (£iºe polynóm,

ktorý získame pouºitím izomor�zmu ϕ : F → F ′ na v²etky

koe�cienty polynómu f (x)). Potom p′(x) je tieº ireducibilný

polynóm (nad F ′).
Nech u je kore¬ p(x) (v nejakom nadpoli F ) a v je kore¬ p′(x)
(v nejakom nadpoli F ′). Potom existuje izomor�zmus

σ : F (u)→ F ′(v),

ktorý zobrazí u na v a roz²iruje ϕ, t.j. σ(u) = v a σ|F = ϕ.
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