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Ortonormálna báza

De�nícia

Vektory ~α1, . . . , ~αn sa nazývajú ortonormálne, ak pre v²etky i platí
|~αi | = 1 a pre i 6= j platí

〈~αi , ~αj〉 = 0.

De�nícia

Ak vektory ~α1, . . . , ~αn sú ortonormálne a tvoria bázu vektorového

priestoru V , tak túto bázu nazývame ortonormálna báza.

Príklad: ²tandardná báza ~e1, . . . , ~en v priestore Rn so ²tandardným

skalárnym sú£inom
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Ortonormálna báza

~α = c1~α1 + · · ·+ cn~αn a ~β = d1~α1 + · · ·+ dn~αn

〈~α, ~β〉 = 〈c1~α1+· · ·+cn~αn, d1~α1+· · ·+dn~αn〉 =
n∑

i=1

n∑
j=1

cidj〈~αi , ~αj〉.

〈~α, ~β〉 =
n∑

i=1

cidi .
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Ortonormálna báza

Veta

Nech V je euklidovský vektorový priestor a ~α1, . . . , ~αn je báza

priestoru V . Potom existuje ortonormálna báza ~β1, . . . , ~βn priestoru

V .
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~γ1 =~α1

~γ2 =~α2 + c21~γ1

~γ3 =~α3 + c31~γ1 + c32~γ2
...

~γn =~αn + cn1~γ1 + cn2~γ2 + . . .+ cn,n−1~γn−1

[~α1, . . . , ~αk ] = [~γ1, . . . , ~γk ]
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~γk+1 = ~αk+1 + ck+1,1~γ1 + ck+1,2~γ2 + . . .+ ck+1,k~γk

[~α1, . . . , ~αk+1] = [~γ1, . . . , ~γk+1]

0 = 〈~γk+1, ~γ1〉 =〈~αk+1, ~γ1〉+ ck+1,1〈~γ1, ~γ1〉
0 = 〈~γk+1, ~γ2〉 =〈~αk+1, ~γ2〉+ ck+1,2〈~γ2, ~γ2〉
0 = 〈~γk+1, ~γ3〉 =〈~αk+1, ~γ3〉+ ck+1,3〈~γ3, ~γ3〉

...

0 = 〈~γk+1, ~γk〉 =〈~αk+1, ~γk〉+ ck+1,k〈~γk , ~γk〉

(1)

Gram-Schmidtov ortogonaliza£ný proces



Gram-Schmidtov ortogonaliza£ný proces De�nícia

Gram-Schmidtov ortogonaliza£ný proces

~βi =
~γi
|~γi |
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V = [(1, 0, 1, 0), (0, 2,−1, 1), (0, 2, 1, 3)]1 0 1 0

0 2 −1 1

0 2 1 3

 ∼ · · · ∼
1 0 0 −1
0 1 0 1

0 0 1 1


V = [(1, 0, 0,−1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)]
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~γ1 = ~α1 = (1, 0, 0,−1), ~γ2 = ~α2 + c~γ1

c = −〈~γ1, ~α2〉
〈~γ1, ~γ1〉

= −−1
2

=
1

2

~γ2 = (0, 1, 0, 1) +
1

2
(1, 0, 0,−1) =

(
1

2
, 1, 0,

1

2

)
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~γ3 = ~α3 + d~γ1 + e~γ2

d = −〈~α3, ~γ1〉
〈~γ1, ~γ1〉

=
1

2

e = −〈~α3, ~γ2〉
〈~γ2, ~γ2〉

= −1

3

~γ3 = (0, 0, 1, 1) +
1

2
(1, 0, 0,−1)− 1

3

(
1

2
, 1, 0,

1

2

)
=

(
1

3
,−1

3
, 1,

1

3

)
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~β1 =
~γ1
|~γ1|

=
1√
2
(1, 0, 0,−1)

~β2 =
~γ2
|~γ2|

=

√
2

3

(
1

2
, 1, 0,

1

2

)
~β3 =

~γ3
|~γ3|

=

√
3

2

(
1

3
,−1

3
, 1,

1

3

)
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Iná moºnos´ h©adania ortogonálnej bázy

V = [(1, 0, 0,−1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)]
V⊥ = [(1,−1,−1, 1)]
~γ1 = ~α1 = (1, 0, 0,−1)

(
1 0 0 −1
1 −1 −1 1

)
∼
(
1 0 0 −1
0 −1 −1 2

)
∼
(
1 0 0 −1
0 1 1 −2

)
~γ2 = (1, 2, 0, 1)1 0 0 −1

1 −1 −1 1

1 2 0 1

 ∼ · · · ∼
1 0 0 −1
0 1 0 1

0 0 1 −3


~γ3 = (1,−1, 3, 1)
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Vlastnosti S⊥

Veta

Nech S je podpriestor kone£norozmerného euklidovského priestoru

V . Potom ©ubovo©ný vektor ~γ ∈ V sa dá jednozna£ne vyjadri´ ako

~γ = ~α+ ~β,

kde ~α ∈ S a ~β ∈ S⊥.

De�nícia

V situácii z predo²lej vety sa vektor ~α nazýva ortogonálna projekcia

vektora ~γ na podpriestor S .
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Vlastnosti S⊥

Dôsledok

Nech S ,T sú podpriestory kone£norozmerného priestoru V . Potom:

(i) V = S ⊕ S⊥

(ii) (S⊥)⊥ = S

(iii) (S ∩ T )⊥ = S⊥ + T⊥.
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Priestor `2

V = `2 = {(xn) ∈ RN;
∞∑
n=1

x2n < +∞}

〈x , y〉 =
∞∑
n=1

xnyn

Gram-Schmidtov ortogonaliza£ný proces



Gram-Schmidtov ortogonaliza£ný proces De�nícia

Priestor `2

S = {(xn) ∈ `2; xn = 0 pre v²etky n okrem kone£ného po£tu}

S⊥ = {0}

S ⊕ S⊥ = S 6= V ,

(S⊥)⊥ = {0}⊥ = V .
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