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Kvadratické formy

De�nícia

Výraz (polynóm)
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj ,

kde aij ∈ R a x1, . . . , xn sú (komutujúce) premenné budeme

nazýva´ kvadratická forma v premenných x1, . . . , xn.
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Kvadratické formy

Príklad

x21 + 2x1x2 + 2x22 + 4x1x3 + 2x2x3 + x23

(x1, x2, x3)

1 2 4

0 2 2

0 0 1

x1
x2
x3


Pre ~α = (x1, . . . , xn) a A ∈ Mn,n(R) je ~αA~αTkvadratická forma.

(x1, x2, x3)

1 1 2

1 2 1

2 1 1

x1
x2
x3
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Kvadratické formy a symetrické matice

Veta

Kaºdá kvadratická forma sa dá jednozna£ne zapísa´ ako ~αB~αT ,

kde B je symetrická matica.
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Kanonický tvar kvadratickej formy

x21+2x1x2+2x22+4x1x3+2x2x3+x23 = (x1+x2+2x3)
2+x22−2x2x3−3x23 =

(x1+x2+2x3)
2+(x2−x3)2−4x23 = (x1+x2+2x3)

2+(x2−x3)2−(2x3)2

y1 = x1 + x2 + 2x3

y2 = x2 − x3

y3 = 2x3

y21 + y22 − y23
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Kanonický tvar kvadratickej formy

Ak ~α = (x1, x2, x3) a ~β = (y1, y2, y3), tak uvedenú máme

~β = ~αP,

kde

P =

1 0 0

1 1 0

2 −1 2

 .

~αA~αT = ~βP−1A(P−1)T ~βT .

D = P−1AP−1T

A = PDPT
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Kanonický tvar kvadratickej formy

PDPT =

1 0 0

1 1 0

2 −1 2

1 0 0

0 1 0

0 0 −1

1 1 2

0 1 −1
0 0 2

 =

=

1 0 0

1 1 0

2 −1 2

1 1 2

0 1 −1
0 0 −2

 =

1 1 2

1 2 1

2 1 1

 = A
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Kongruentné matice

De�nícia

Hovoríme, ºe matice A a B sú kongruentné, ak existuje regulárna

matica P taká, ºe

A = PBPT .
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Kanonický tvar kvadratickej formy

x1x2 =
(x1 + x2)

2

4
− (x1 − x2)

2

4
=
(x1
2

+
x2
2

)2
−
(x1
2
− x2

2

)2
.

y21 − y22

y1 =
x1 + x2

2

y2 =
x1 − x2

2
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x1 = y1 + y2

x2 = y1 − y2

Pre matice A =

(
0

1

2

1

2
0

)
, B =

(
1 0
0 −1

)
, P = 1

2

(
1 1
1 −1

)
opä´ platí

A = PBPT . Alebo tieº obrátene, B = QAQT , kde Q =
(
1 1
1 −1

)
.
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Kanonický tvar kvadratickej formy

Veta

Pre ©ubovo©nú kvadratickú formu
∑n

i=1

∑n
j=1

aijxixj existuje

regulárna transformácia premenných (y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn)P
taká, ºe táto kvadratická forma sa dá v premenných y1, . . . , yn
vyjadri´ ako

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj =
n∑

k=1

dky
2

k ,

kde dk ∈ {0,±1}.

Zápis v tvare
n∑

k=1

dky
2

k budeme nazýva´ kanonický tvar kvadratickej

formy
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj .
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Kanonický tvar kvadratickej formy

Dôsledok

Kaºdá reálna symetrická matica typu n × n je kongruentná

s nejakou diagonálnou maticou diag(d1, . . . , dn) takou, ºe

di ∈ {0,±1} pre i = 1 . . . n.
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