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Definicia ordinalnych cisel (naivna)



Definicia ordinalnych Cisel Naivny a axiomaticky pristup

Naivny pristup k ordindlnym cislam

Definicia ordinédlnych &isel:
» Naivna — typy dobre usporiadanych mnozin.
» Axiomaticka (v ZFC) — Von Neumannova definicia
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Definicia ordinalnych Cisel Naivny a axiomaticky pristup

Porovnanie s kardinalmi

> Vieme povedat, ¢o znamend |A| = |B|, |A| < |B|, Ro < 2%,
» Ale nepovedali sme akd mnoZina je Ny alebo akd mnoZina je
Al

> Vieme ,prelozit” abec = (ab)c ako vztah medzi mnozinami
AB><C a (AB)C_
> Vieme ,prelozit” Ng < 280 ako vztah medzi mnozinami N a

P(N).
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Definicia ordinalnych Cisel Naivny a axiomaticky pristup

Porovnanie s kardinalmi

Tvrdenie Preklad
(ab)C:ab'C |(AB)C| :|AB><C‘
a-b=b-a||AxB|=|BxA|

Ng? =2% | INT] = [P(N)

(QNO)NO — (QNO)NO — oRo-Ro _ R
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Definicia ordinalnych Cisel Naivny a axiomaticky pristup

Porovnanie s kardinalmi

» Co je suprémum kardinalnych &isel sup{a;;i € 1}?
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Ordinalne ¢isla ako ordinalne typy

» Pre dobre usporiadani mnoZinu mame ordinalne &islo
a = ot(A, <).

> o= ,3, ak (A, SA) = (B,SB)

> o < f3, ak (A, <a) je izomorfné s pociatocnym Gsekom
(B,<B).
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Ordinalne ¢isla ako ordinalne typy

Sprava sa = a < dobre?
» Je < dobre definované?
> reflexivnost a tranzitivnost
> a < B A B <a= a= [0 (Neexistuje izomorfizmus s vlastnym
pociatonym asekom.)
> a<pVi<a
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Ordinalne ¢isla ako ordinalne typy

Vieme ordinalne &isla (ordindlne typy) porovnavat. Este sa ndm
hodi:

» nasledovnik;

P> suprémum;

» Je to dobré usporiadanie?

> Vztah ku kardinalite.
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Nasledovnik a suprémum

Ak (A, <) je dobre usporiadand mnozina, tak pre kazdé a € A
nastane niektora z moznosti:

> a=minA;

» a= 5(b) pre nejaké b € A;

> a=sup{be A b< a}
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Nasledovnik a suprémum

Tvrdenie

Nech (A, <) je dobre usporiadand mnozina a f: A — A je injektivne
monotdénne zobrazenie. Potom pre kazdé a € A plati a < f(a).

Mézeme dokazovat indukciou na mnozine A.
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Nasledovnik a suprémum

Tvrdenie

Pre kazdé ordinalne Cislo @ existuje jeho nasledovnik
B=S(8)=a+1.

Tvrdenie

Pre kazdi mnozinu ordindlnych Cisel existuje suprémum

sup{a;;i € I}
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Nasledovnik a suprémum

Tvrdenie

Nech pre kazdé i € | je (A;, <;) dobre usporiadand mnozina.
Potom existuje dobre usporiadana mnozina (B, <) taks, Ze kazdé
A; je izomorfné s pociatoénym isekom B.

Lahka modifikacia: Kazdé A; je izomorfné s vlastnym pociatocnym
usekom (B, <).
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Nasledovnik a suprémum

Induktivna limita:
» Definujme i < j ak ot(A;, <;) < ot(A;, <)).
» Vlozenie fjj: A; — A;.
» Plati fy o fj = f-k
» Na A=, Ai (b.0.n.v. disjunktné) definujeme

icl
a~ b<s b= fj(a).

» Nerovnost definujeme cez

[a] < [b] & a <; b.
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Nasledovnik a suprémum

» Relacia ~ je relacia ekvivalencie.

» Mame ¢;: A; — B definovana ako ej(a) = [a].

> Relacia < je dobré usporiadanie.

» Zobrazenie €; je monotdnne a ej[A;] je pociatoény Usek.
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Nasledovnik a suprémum

Tvrdenie

Nech (A, <) a (B, <) si dobre usporiadané mnoziny, pricom A je

izomorfna s nejakou podmnozinou mnoziny B. Potom A je

izomorfna s pociatocnym tsekom mnoziny B.

Pre {(A;, <j),i € I} teraz staci zobrat ) (A;, <;). Treba ale nejaké
iel

dobré usporiadanie na /.
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Lexikograficky sacet

Ak (1, <) a v3etky (A;, <;) sa dobre usporiadané (a disjunktné),
tak (J A;j vieme usporiadat lexikograficky
icl
a<bs (a,be A Na<; b))V
(acAinbebjNi <))

Oznacujeme > (Ai, <).
iel
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Dobré usporiadanie na (/, <)

Ak {A;;i € I} je mnozina dobre usporiadanych mnozin, pricom pre
i,j € I plati i # j = ot(A;) # ot(A;), tak predpis

i <j & Aj je izomorfné s pociatocnym Gsekom A;

uruje dobré usporiadanie na mnozine /.
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Pociatocné aseky

Tvrdenie
Nech (X, <) je linedrne usporiadand mnozina a nech
X' ={X,;a € X}. Potom zobrazenie f: X — X' urCené predpisom

f(a) =X,

Jje izomorfizmus medzi Ciastocne usporiadanymi mnozinami (X, <)
a (X', Q).
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Ordinaly a dobre usporiadané mnoziny

Tvrdenie

Nech pre kazdé i € | je «; ordinalne &islo. Potom existuje dobre
usporiadana mnozina (B, <) a monoténne injektivne zobrazenie
f:({aisiel}, <) — (B, <). Navyse pre aj = f(cj) mame

o = Ot(Bai).

Struéne: Lubovolni mnozinu ordinalov mézeme stotoznit

s podmnozinou vhodnej dobre usporiadanej mnoziny.

aj = ot(A;, <j)
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Ordinaly a dobre usporiadané mnoziny

» Pre kazdy ordinal existuje nasledovnik S(a) = o + 1.

» Pre kazdi mnozinu ordinalov existuje suprémum.

» Kazda mnozina ordinalov je dobre usporiadana.

» Pre kazdy ordinal plati a = ot({$ € On; 5 < a})
Ordinaly tvoria viastnd triedu — neexistuje mnozina vsetkych
ordinalov.
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy

Limitné ordinaly

Ak a # 0 a « nie je nasledovnik iného ordinalu, volame ho Limitny
ordinal.

a=sup{f € On; 8 < a}
Pre lubovolny ordinal « plati prave jedna z moznosti:
» « = 5(5) pre nejaké § € On;
» « je limitny ordinal.
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy Konkrétne ordinaly

Ordinal w

w = ot(N, <)

Mame potom napriklad w + w, w - w, w*.

w1 = najmensi nespocitatelny ordinal
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy Konkrétne ordinaly

Ordinal w®
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Ordinalne cisla ako ordinalne typy Ordinaly a kardinaly

Ordinaly a kardinalita

Tvrdenie
Nech (A, <) je dobre usporiadanid mnozina. Potom existuje dobré
usporiadanie <' na A také, Ze pre kazdy vlastny pociatocny isek pri
tomto usporiadani plati

1A, < A
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