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De�nícia topológie

De�nícia

Nech X je mnoºina. Systém T ⊆ P(X ) sa nazýva topológia na
mnoºine X , ak platí:

(O1). ∅,X ∈ T .

(O2). Ak A,B ∈ T , tak aj A ∩ B ∈ T .

(O3). Ak Ai ∈ T pre kaºdé i ∈ I , tak aj
⋃
i∈I

Ai ∈ T .

Ak T je topológia na mnoºine X , tak dvojicu (X , T ) nazývame
topologický priestor. O mnoºinách patriacich do T hovoríme, ºe sú
to otvorené mnoºiny v priestore (X , T ).

Topologické priestory



Topologické priestory De�nícia topológie

De�nícia topológie

I Topológiu vieme zada´ ve©a inými spôsobmi � táto
axiomatizácia je pomerne jednoduchá.

I Dá sa na to pozera´ tak, ºe �meriame� vzdialenos´ nie £íslom,
ale vä£²ími a men²ími otvorenými okoliami.
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Príklady topológií

I Tind = {∅,X} = indiskrétna topológia
I Tdisc = P(X ) = diskrétna topológia
I Sierpi«ského priestor
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Topológia odvodená od metriky

B(a, r) = {x ∈ X ; d(x , a) < r}

I Bod a ∈ U nazvime vnútorný bod mnoºiny U, ak existuje
reálne £íslo r > 0 také, ºe B(a, r) ⊆ U.

I Ak kaºdý bod mnoºiny U je vnútorným bodom tejto mnoºiny,
tak hovoríme, ºe U je otvorená v metrickom priestore (X , d).

(X , Td)
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Uzavreté mnoºiny

De�nícia

Nech X je topologický priestor a C ⊆ X .
Podmnoºina C sa nazýva uzavretá mnoºina, ak jej doplnok X \ C
je otvorená mnoºina.
Ak C je sú£asne otvorená aj uzavretá v X , nazveme ju obojaká
mnoºina

Sets are not doors. They can be open, closed, both, or neither.
Neznámy autor
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Uzavreté mnoºiny

Tvrdenie

Nech (X , T ) je topologický priestor. Ozna£me ako C systém
v²etkých uzavretých mnoºín v X . Potom platí:

(C1). ∅,X ∈ C.
(C2). Ak A,B ∈ C tak, A ∪ B ∈ C.
(C3). Ak Ai ∈ C pre v²etky i ∈ I (pri£om I 6= ∅), tak aj

⋂
i∈I

Ai ∈ C.
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Uzavreté mnoºiny

Tvrdenie

Nech X je ©ubovo©ná mnoºina. Nech C ⊆ P(X ) je systém mnoºín,
ktorý sp¨¬a podmienky (C1), (C2), (C3). Potom

T = {X \ C ;C ∈ C}

je topológia na X .
Navy²e, uzavreté mnoºiny v (X , T ) sú presne mnoºiny patriace do
C.
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Ko�nitná a kospo£ítate©ná topológia

Tcof = {∅} ∪ {X \ F ;F je kone£ná podmnoºina X}

Tcoc = {∅} ∪ {X \ F ;F je spo£ítate©ná podmnoºina X}
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Báza topológie

De�nícia

Nech (X , T ) je topologický priestor. Systém B ⊆ T sa nazýva báza
topológie T , ak kaºdá otvorená mnoºina U je zjednotením nejakého
systému mnoºín patriacich do B.

(∀U ∈ T )(∃S ⊆ B)U =
⋃
S

I B ⊆ T , t.j. v²etky bázové mnoºiny sú otvorené.
I Ekvivalentne: Pre ©ubovo©né x ∈ X a jeho otvorené okolie U

existuje B ∈ B tak, ºe x ∈ B ⊆ U.

(∀x ∈ U ∈ T )(∃B ∈ B)x ∈ B ⊆ U
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Báza topológie

Veta

Ak B je báza nejakej topológie na X , tak platí:

(B1). B pokrýva X , t.j. ⋃
B = X .

(B2). Ak B1,2 ∈ B obsahujú bod x ∈ X , tak existuje B ∈ B také,
ºe x ∈ B ⊆ B1 ∩ B2.

(∀x ∈ X )[x ∈ B1,2 ∈ B ⇒ (∃B ∈ B)x ∈ B ⊆ B1 ∩ B2]
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Báza topológie

Obrátene, ak B je systém podmnoºín mnoºiny X , ktorý sp¨¬a (B1)
a (B2), tak mnoºina v²etkých zjednotení podsystémov B tvorí
topológiu T na X .

T = {
⋃
C; C ⊆ B}

Navy²e, B je báza topológie T .
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Príklady báz

I Bdisc = {{x}; x ∈ X}
I Bind = {X}
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Topológia odvodená od metriky

B(a, r) = {x ∈ X ; d(x , a) < r}

B = {B(a, r); a ∈ X , r ∈ R, r > 0}

Ozna£enie: Td
Iná báza: B′ = {B(a, r); a ∈ X , r ∈ Q, r > 0}
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Sorgenfreyova priamka

Sorgenfreyova priamka (Lower limit topology)
X = R s topológiou danou bázou

B = {〈a, b); a, b ∈ R, a < b}.

Ozna£enie: Rl alebo Tl .
I 〈a, b) je obojaká
I Te ⊆ Tl
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Subbáza

De�nícia

Nech (X , T ) je topológia a S ⊆ T . Hovoríme, ºe S subbáza
topológie T , ak

B = {
⋂
F ;F ⊆ S,F je neprázdna kone£ná mnoºina}

tvorí bázu topológie T .
T.j. S je subbáza práve vtedy, ke¤ prieniky kone£ne ve©a mnoºín
z S tvoria bázu.
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Subbáza

Veta

Ak S je báza nejakej topológie na X , tak platí:

(S1). S pokrýva X , t.j. ⋃
S = X .

Obrátene, ak S je systém podmnoºín mnoºiny X , ktorý sp¨¬a (S1),
tak mnoºina v²etkých prienikov kone£ných podsystémov systému S,
t.j.

B = {
⋂
F ;F ⊆ S,F je neprázdna kone£ná mnoºina}

je bázou nejakej topológie na X .
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Okolie bodu

De�nícia

Nech (X , T ) je topologický priestor a x ∈ X . Podmnoºina N ⊆ X
sa nazýva okolie bodu x , ak existuje otvorená mnoºina U taká, ºe
x ∈ U ⊆ N. Ak navy²e N je otvorená mnoºina, voláme ho otvorené
okolie. otvorené okolie, okolie
Systém v²etkých okolí bodu x budeme ozna£ova´ ako Nx , systém
v²etkých otvorených okolí bodu x budeme ozna£ova´ Ox .
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Báza okolí

De�nícia

Nech (X , T ) je topologický priestor, x ∈ X . Nech Bx ⊆ Nx , t.j. Bx
je nejaký systém pozostávajúci z okolí bodu x . Hovoríme, ºe Bx je
báza okolí v bode x , ak pre ©ubovo©nú otvorenú mnoºinu U
obsahujúcu x existuje B ∈ Bx tak, ºe B ⊆ U.

(∀U ∈ Ox)(∃B ∈ Bx)x ∈ B ⊆ U

I Otvorené gule tvoria bázu pre Td .
I Uzavreté intervaly v R (uzavreté gule v Rn).
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Báza okolí

Veta

Nech (X , T ) je topologický priestor a B ⊆ T (t.j. B je nejaký
systém otvorených mnoºín). Potom B je báza topológie X práve
vtedy, ke¤ Bx = {B ∈ B; x ∈ B} je báza okolí bodu x .
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Sorgenfreyova priamka

Príklad

B = {〈a, b); a, b ∈ R, a < b}

Bx = {〈a, b); a, b ∈ R; a ≤ x < b}
B′x = {〈x , b); b ∈ R; x < b}
B′′x = {〈x , b); b ∈ Q; x < b}

Pre iracionálne x systém

Cx = {〈a, b); a, b ∈ Q; a ≤ x < b}

nie je báza okolí v bode x .
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Báza okolí

Veta

Nech (X , T ) je topologický priestor.
Nech pre kaºdé x ∈ X je Bx báza okolí v bode x ∈ X , ktorá
pozostáva iba z otvorených mnoºín t.j. Bx ⊆ T . Potom platí

(BO1). Pre kaºdé B ∈ Bx platí x ∈ B .

(BO2). Ak U1,2 ∈ Bx , tak existuje U ∈ Bx také, ºe U ⊆ U1 ∩ U2.

(BO3). Ak y ∈ U ∈ Bx , tak existuje V ∈ By také, ºe V ⊆ U.
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Báza okolí

Veta

Obrátene, predpokladajme, ºe pre kaºdý bod x ∈ X máme
priradený nejaký systém Bx ⊆ T a tieto systémy vyhovujú
poºiadavkam (BO1)�(BO3). Potom

B =
⋃
x∈X
Bx

sp¨¬a podmienky (B1) a (B2), je to teda báza nejakej topológie T
na mnoºine X . Navy²e, pre túto topológiu T je jej lokálna báza
v bode x práve Bx .

Topologické priestory



Báza okolí

Moorova rovina

Príklad

Na Γ = {(x1, x2) ∈ R2; x2 ≥ 0} vezmeme v bodoch b = (b1, b2) s
b2 > 0 bázu ur£enú euklidovskou metrikou, t.j.
B(b, r) = {(x1, x2) ∈ Γ; ‖x−y‖2 =

√
(x1 − b1)2 + (x2 − b2)2 < r},

a pre body s nulovou druhou súradnicou:

B(b1,0) = {(b1, 0)} ∪ {
√

(x1 − b1)2 + (x2 − r)2 < r}
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Báza okolí

Moorova rovina

Figure: Bázové mnoºiny v Mooreovej rovine.
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Uzáver

De�nícia

Nech (X , T ) je topologický priestor a A ⊆ X . Potom mnoºinu

A =
⋂
{C ;A ⊆ C ⊆ X ;C je uzavretá podmnoºina X} (1)

nazývame uzáver mnoºiny A.
Niekedy budeme pouºíva´ aj ozna£enie cl(A) resp. clT (A) � toto
ozna£enie bude uºito£né najmä v prípade, ak budeme pracova´
s uzávermi nejakej mnoºiny v dvoch rôznych topológiách.
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Uzáver

Tvrdenie

Nech (X , T ) je topologický priestor.
(i) Pre ©ubovo©né A ⊆ X je mnoºina A uzavretá.
(ii) Mnoºina A ⊆ X je uzavretá práve vtedy, ke¤ A = A.
(iii) Ak A ⊆ C ⊆ X a C je uzavretá mnoºina, tak A ⊆ C .

Tvrdenie

Nech (X , T ) je topologický priestor, A, B sú podmnoºiny X . Ak
A ⊆ B , tak A ⊆ B .

A ⊆ B ⇒ A ⊆ B (2)
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Uzáver

Veta

Pre uzáver podmnoºín topologického priestoru X platí:

(CL1). ∅ = ∅;
(CL2). A ⊆ A;

(CL3). A ∪ B = A ∪ B

(CL4). (A) = A
Obrátene, ak máme operátor : P(X )→ P(X ), ktorý sp¨¬a
podmienky (CL1)�(CL4) a ak de�nujeme

C = {A ⊆ X ;A = A},

tak systém C sp¨¬a podmienky (C1)�(C3). (�iºe mnoºiny, pre ktoré
platí A = A, sú presne uzavreté mnoºiny topológie T , ktorú
dostaneme ako doplnky takýchto mnoºín.)
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Uzáver

I Popis �zhora� vs. �zdola�
I V metrických priestoroch: Uzáver = limity postupností.
I V topologických priestoroch: Uzáver = limity sietí.
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Uzáver

Tvrdenie

Nech (X , T ) je topologický priestor, x ∈ X , A ⊆ X .
Potom x ∈ A práve vtedy, ke¤ kaºdé okolie U bodu x má
neprázdny prienik s A.

x ∈ A ⇔ (∀U ∈ Nx)(A ∩ U 6= ∅)
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Lokálne kone£né systémy

De�nícia

Nech (X , T ) je topologický priestor a S je nejaký systém
podmnoºín mnoºiny X . Systém S sa nazýva lokálne kone£ný, ak pre
kaºdý bod x ∈ X existuje okolie U 3 x , ktoré má neprázdny prienik
iba s kone£ne ve©a mnoºinami z S. (T.j. mnoºina
{S ∈ S; S ∩ U 6= ∅} je kone£ná.)
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Lokálne kone£né systémy

Veta

Nech {Ai ; i ∈ I} je lokálne kone£ný systém. Potom⋃
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

Ai .

Dôsledok

Zjednotenie lokálne kone£ného systému uzavretých mnoºín je
uzavretá mnoºina.
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Vnútro mnoºiny

De�nícia

Nech (X , T ) je topologický priestor a A ⊆ X . Potom vnútro
mnoºiny A de�nujeme ako

IntA =
⋃
{U ⊆ A;U je otvorená v X}.

Tvrdenie

Nech (X , T ) je topologický priestor, A je podmnoºina X . Potom:

A = X \ Int(X \ A)

IntA = X \ X \ A
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Vnútro mnoºiny

Tvrdenie

Nech (X , T ) je topologický priestor, A,B ⊆ X . Potom platí:
(i) Ak A ⊆ B , tak IntA ⊆ IntB .
(ii) IntA ⊆ A
(iii) Int(A ∩ B) = IntA ∩ IntB
(iv) Mnoºina IntA je otvorená. Pre kaºdú otvorenú mnoºinu

U ⊆ X platí IntU = I .
(v) Int(IntA) = IntA
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Husté mnoºiny

Hustá polievka je taká, ºe kdeko©vek naberiem, tak je nejaký
rezanec.

Hustá predná²ka je taká, ºe kdeko©vek otvorím poznámky a ukáºem
prstom, tak je nejaké tvrdenie, ktorému nerozumiem.

Hustá mnoºina je taká, ºe kdeko©vek sa pozriem, tak nájdem nejaké
body z tejto mnoºiny.

Neznámy autor
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Husté mnoºiny

De�nícia

Nech (X , T ) je topologický priestor. Podmnoºina D ⊆ X je hustá
v X , ak D = X , t.j. jej uzáver je celý priestor.

Hustú mnoºinu môºeme ekvivalentne charakterizova´ tak, ºe D
pretína kaºdú neprázdnu otvorenú mnoºinu.

(∀U ∈ T \ {∅})D ∩ U 6= ∅

V tejto podmienke sa namiesto celej topológie sta£í obmedzi´ na
mnoºiny z nejakej bázy B.
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Husté mnoºiny

Tvrdenie

Nech (X , T ) je topologický priestor, U,D ⊆ X . Ak D je hustá
mnoºina a U je otvorená mnoºina, tak

U ∩ D = U.
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