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Konvergencia postupností De�nícia limity

De�nícia limity

De�nícia

Nech (X , T ) je topologický priestor a (xn)
∞
n=0

je postupnos´ bodov
z X . Potom a je limita postupnosti (xn)∞n=0

práve vtedy, ke¤ pre
kaºdé otvorené okolie U bodu a existuje n0 také, ºe xn ∈ U pre
©ubovo©né n ≥ n0.

(∀U ∈ Oa)(∃n0)(n ≥ n0 ⇒ xn ∈ U) (1)

Budeme pouºíva´ ozna£enie a ∈ lim xn alebo tieº xn → a.
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De�nícia limity

(∀U ∈ Oa)(∃n0)(n ≥ n0 ⇒ xn ∈ U)

(∀U ∈ Oa)(∃n0)(〈n0,∞) ⊆ x−1[U]) (2)
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Jednozna£nos´ limity

Tvrdenie

Ak X je hausdor�ovský priestor, tak ©ubovo©ná postupnos´ v X má
nanajvý² jednu limitu.
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Prvá axióma spo£ítate©nosti

Lema

Nech X je topologický priestor a (xn)
∞
n=0

je postupnos´ bodov
z A ⊆ X . Ak a je limita postupnosti (xn)∞n=0

, tak a ∈ A.

(∀n)xn ∈ A ∧ xn → a⇒ a ∈ A

�peciálne, ak A = {xn; n = 0, 1, 2, . . . } a xn → a, tak a ∈ A.

xn → a⇒ a ∈ {xn; n = 0, 1, 2, . . . }

Dôsledok

Nech X je topologický priestor a C ⊆ X je uzavretá mnoºina. Ak
(xn)

∞
n=0

je postupnos´ bodov z C a a je limita tejto postupnosti,
tak platí aj a ∈ C .
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Prvá axióma spo£ítate©nosti

Tvrdenie

Nech X je priestor vyhovujúci prvej axióme spo£ítate©nosti. Nech
a ∈ X a A ⊆ X . Potom a ∈ A práve vtedy, ke¤ existuje postupnos´
(xn)

∞
n=0

taká, ºe xn → A a v²etky £leny tejto postupnosti leºia v A.

Tvrdenie

Nech X je priestor vyhovujúci prvej axióme spo£ítate©nosti a
C ⊆ X . Mnoºina C je uzavretá práve vtedy, ke¤ pre kaºdú
postupnos´ (xn)∞n=0

prvkov z C platí, ºe ak a je limita tejto
postupnosti, tak a ∈ C .
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Prvá axióma spo£ítate©nosti

De�nícia

Nech (X , T ) je topologický priestor a C ⊆ X . Mnoºina C je
sekvenciálne uzavretá, ak pre kaºdú konvergentnú postupnos´
prvkov z C patrí do C aj jej limita.

((∀n ∈ N)xn ∈ C ) ∧ (xn → a)⇒ a ∈ C

I uzavretá ⇒ sekvenciálne uzavretá
I Prvá axióma spo£ítate©nosti: sekvenciálne uzavretá ⇒ uzavretá
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Priestor C (ω)

I X = {0, 1, 2, . . . } ∪ {∞}
I Bx = {{x}} pre x 6=∞
I B∞ = doplnky kone£ných mnoºín

· · ·

∞

C(ω)

C (ω) ∼= {0} ∪ {1
n
; n ∈ N \ {0}}
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Priestor C (ω)

x(n) =

{
xn ak n ∈ N,
a ak n =∞.

xn → a ⇔ x je spojité
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Priestor C (ω)

· · ·
∞n

C(ω)

xn

x

Figure: Súvis priestoru C (ω) s konvergenciou postupností
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Priestor C (ω)

nk →∞

(∀N ∈ N)(∃k0 ∈ N)(k > k0 ⇒ nk ≥ N).
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Sekvenciálna spojitos´

De�nícia

Nech X , Y sú topologické priestory a f : X → Y je zobrazenie.
Hovoríme, ºe zobrazenie f je sekvenciálne spojité, ak pre ©ubovo©nú
postupnos´ (xn)

∞
n=0

v priestore x z xn → a vyplýva f (xn)→ f (a).
(T.j. ak postupnos´ (xn)

∞
n=0

konverguje k a, tak postupnos´
(f (xn))

∞
n=0

konverguje k f (a).)

xn → a ⇒ f (xn)→ f (a)
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Sekvenciálna spojitos´

Tvrdenie

Nech X , Y sú topologické priestory a f : X → Y je zobrazenie. Ak
f je spojité, tak f je sekvenciálne spojité.

Tvrdenie

Nech X , Y sú topologické priestory a navy²e X sp¨¬a prvú axiómu
spo£ítate©nosti. Ak zobrazenie f : X → Y je sekvenciálne spojité,
tak je aj spojité.
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Podpostupnosti, hromadné body

De�nícia

Nech (xn)
∞
n=0

je postupnos´ bodov topologického priestoru X . Bod
a ∈ X je hromadný bod ak pre ©ubovo©né okolie U bodu a a pre
©ubovo©né n0 ∈ N existuje n ≥ n0 také, ºe xn ∈ U.

(∀U ∈ Oa)(∀n0 ∈ N)(〈n0,∞) ∩ x−1[U] 6= ∅) (3)

Lema

Nech X je topologický priestor. Ak a je limita postupnosti (xn)∞n=0
,

tak a je aj hromadný bod tejto postupnosti.
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Priestor {0, 1}R

χM(x) =

{
1 ak x ∈ M,

0 ak x /∈ M.

χMn → χM ⇒ M ⊆
⋃
n∈N

Mn. (4)
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Priestor {0, 1}R

A = {χF ;F je kone£ná podmnoºina R}
B = {χC ;C je spo£ítate©ná}

I χR ∈ A
I Nemám postupnos´ konvergujúcu χR.
I B nie je uzavretá, ale je sekvenciálne uzavretá.

UF = {f ∈ X ; (∀x ∈ F )f (x) = 1}
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Priestor ω1 + 1

ω1 ∈ ω1
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