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parakompaktnos´ ⇔ existuje rozklad jednotky.
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Parakompaktné priestory Zjemnenie

Zjemnenie

De�nícia

Nech U je pokrytie mnoºiny X . Hovoríme, ºe V je zjemnenie
pokrytia U , ak V je tieº pokrytie mnoºiny X a navy²e pre kaºdé
V ∈ V existuje U ∈ U také, ºe V ⊆ U.

(∀V ∈ V)(∃U ∈ U)V ⊆ U

Fakt, ºe V je zjemnenie U ozna£ujeme V ≺ U .

U ≺ V ∧ V ≺ W ⇒ U ≺ W

Ak V je podpokrytie U , tak V ≺ U
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Zjemnenie

I otvorené zjemnenie = v²etky prvky sú otvorené
I uzavreté zjemnenie = v²etky prvky sú uzavreté
I Zjemnenie musí tieº by´ pokrytie.
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Parakompaktné priestory

De�nícia

Topologický priestor X sa nazýva parakompaktný, ak je
hausdor�ovský a pre kaºdé otvorené pokrytie U priestoru X existuje
lokálne kone£né otvorené pokrytie V, ktoré je zjemnením pokrytia
U .
I podpokrytie ⇒ zjemnenie
I kompaktný T2 ⇒ parakompaktný
I diskrétny ⇒ parakompaktný
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Ekvivalentné podmienky

De�nícia

Nech U je systém podmnoºín topologického priestoru X . Hovoríme,
ºe systém U je:
(i) diskrétny, ak pre kaºdý bod x existuje okolie U 3 x , ktoré má

neprázdny prienik nanajvý² s jednou mnoºinou z U .
(ii) σ-lokálne kone£ný, ak existujú systémy Un také, ºe U =

⋃
n∈N
Un

a Un je lokálne kone£ný pre kaºdé n ∈ N.
(iii) σ-diskrétny ak existujú systémy Un také, ºe U =

⋃
n∈N
Un a Un

je diskrétny pre kaºdé n ∈ N.
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Ekvivalentné podmienky

I Pre lokálne kone£ný systém platí⋃
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

Ai .

I Zjednotenie lokálne kone£ného systému uzavretých mnoºín je
uzavretá mnoºina.

I Ak {Ai ; i ∈ I} je lokálne kone£ný systém podmnoºín
topologického priestoru X , tak aj systém {Ai ; i ∈ I} je lokálne
kone£ný.
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Ekvivalentné podmienky

Veta

Nech X je T3-priestor. Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:

(i) X je parakompaktný, t.j. pre kaºdé otvorené pokrytie existuje
lokálne kone£né otvorené zjemnenie.

(ii) Pre kaºdé otvorené pokrytie existuje σ-lokálne kone£né
otvorené zjemnenie.

(iii) Pre kaºdé otvorené pokrytie existuje lokálne kone£né
zjemnenie.

(iv) Pre kaºdé otvorené pokrytie existuje lokálne kone£né uzavreté
zjemnenie.
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Kompaktnos´ a parakompaktnos´

Veta

Ak X je kompaktný T2-priestor, tak X je parakompaktný.

Veta

Kaºdý lindelöfovský T3-priestor je parakompaktný.
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Parakompaktné priestory

I Uzavretý podpriestor parakompaktného priestoru je
parakompaktný.

I Fσ mnoºina v parakompaktnom priestore je parakompaktná.
I Otvorený podpriestor parakompaktného priestoru nemusí by´

parakompaktný.
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Metrizovate©né priestory

Veta

Ak X je metrizovate©ný priestor, tak X je parakompaktný.
Navy²e platí, ºe ak U je ©ubovo©né pokrytie X , tak existuje jeho
σ-diskrétne otvorené zjemnenie V.
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Metrizovate©né priestory

Un = {x ∈ U; d(x ,X \ U) ≥ 1

2n
}

d(Un,X \ Un+1) ≥
1

2n
− 1

2n+1
=

1

2n+1
(1)

U∗n = Un \
⋃
{Vn+1;V ∈ U ,V < U}

d(U∗n ,V
∗
n ) ≥ d(Vn,X \ Vn+1) ≥

1

2n+1
(2)

Ũn = {x ∈ X ; d(x ,U∗n) <
1

2n+3
}

d(Ũn, Ṽn) ≥
1

2n+2
(3)
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Parakompaktný priestor je normálny

Lema

Nech X je parakompaktný priestor a A,B ⊆ X sú uzavreté
podmnoºiny. Ak pre kaºdé y ∈ B existujú otvorené mnoºiny Uy , Vy

také, ºe A ⊆ Uy , y ∈ Vy a Uy ∩ Vy = ∅. Potom existujú otvorené
mnoºiny U, V tak, ºe

A ⊆ U,B ⊆ V a U ∩ V = ∅.

Veta

Kaºdý parakompaktný priestor je normálny (a teda aj T4).
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Rozklad jednotky De�nícia

Parakompaktné priestory
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existencia rozkladu jednotky
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Rozklad jednotky De�nícia

Rozklad jednotky

De�nícia

Systém {fs ; s ∈ S} spojitých zobrazení X → 〈0, 1〉 sa nazýva
rozklad jednotky, ak platí:
(i) Pre kaºdé x ∈ X je mnoºina

Sx = {s ∈ S ; fs(x) 6= 0}

spo£ítate©ná.
(ii) Pre kaºdé x ∈ X platí ∑

s∈S
fs(x) = 1. (4)
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Rozklad jednotky

De�nícia

Aj f : X → R je funkcia, tak mnoºinu

supp(f ) = {x ∈ X ; f (x) 6= 0}

nazývame nosi£ funkcie f .

De�nícia

Rozklad jednotky {fs ; s ∈ S} v X sa nazýva lokálne kone£ný
rozklad jednotky, ak systém {supp(fs); s ∈ S} je lokálne kone£ný.
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Existencia rozkladu jednotky

Lema

Nech X je regulárny parakompaktný priestor. Potom pre kaºdé
otvorené pokrytie {Ui ; i ∈ I} priestoru X existuje lokálne kone£né
uzavreté zjemnenie {Fi ; i ∈ I} také, ºe pre v²etky i ∈ I platí
Fi ⊆ Ui .

T.j. máme zjemnenie s tou istou indexovou mnoºinou ako pôvodné
pokrytie.
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Existencia rozkladu jednotky

Veta

Nech X je T3-priestor. X je parakompaktný práve vtedy, ke¤ pre
kaºdé otvorené pokrytie U priestoru X existuje lokálne kone£ný
rozklad jednotky taký, ºe

{supp(fs); s ∈ S} ≺ U
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