
Sústavy lineárnych rovníc

11. decembra 2023

Sústavy lineárnych rovníc



Sústavy lineárnych rovníc De�nícia

De�nícia

De�nícia
Sústavou lineárnych rovníc rozumieme systém rovníc tvaru

a11x1 + a12x2+ . . .+ a1nxn = c1

a21x1 + a22x2+ . . .+ a2nxn = c2

. . .

am1x1 + am2x2+ . . .+ amnxn = cm

(1)

kde aij , ci ∈ F pre v²etky prípustné hodnoty indexov i a j .
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Sústavy lineárnych rovníc De�nícia

De�nícia

De�nícia
Rie²enie sústavy lineárnych rovníc je n-tica (x1, . . . , xn) ktorá sp¨¬a
v²etky uvedené rovnice. Ak existuje aspo¬ jedno rie²enie sústavy
lineárnych rovníc, hovoríme, ºe táto sústava je rie²ite©ná. Skaláry
c1, . . . , cn nazývame pravé strany, aij sú koe�cienty a xi sú
neznáme.
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Sústavy lineárnych rovníc De�nícia

Matica sústavy

Maticu

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


nazývame matica sústavy (1).
Maticu

A′ =


a11 a12 . . . a1n c1
a21 a22 . . . a2n c2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn cm


nazývame roz²írená matica sústavy (1).
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Sústavy lineárnych rovníc De�nícia

Maticový zápis sústavy

Ax⃗T = c⃗T

alebo 
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn



x1
x2
...
xn

 =


c1
c2
...
cm


Skuto£ne, (x1, . . . , xn) je rie²ením sústavy (1) práve vtedy, ke¤ platí
uvedená maticová rovnos´.
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Sústavy lineárnych rovníc De�nícia

Sústavy a riadková ekvivalencia

Veta
Ak roz²írené matice dvoch sústav lineárnych rovníc sú riadkovo

ekvivalentné, tak tieto dve sústavy majú rovnakú mnoºinu rie²ení.

▶ Výmena riadkov = výmena rovníc.
▶ Vynásobenie riadku c ̸= 0 je to isté, ako vynásobi´ príslu²nú

rovnicu kon²tantou c .
▶ Sú£et riadkov = sú£et rovníc.
▶ Pripo£ítanie c-násobku i-teho riadku k j-temu je to isté ako

pripo£íta´ c-násobok i-tej rovnice k j-tej rovnici.
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Homogénne sústavy

▶ Ak sú pravé strany nulové (c1 = c2 = . . . = cn = 0), nazývame
sústavu (1) homogénna sústava lineárnych rovníc.

▶ V prípade homogénnej sústavy je nulový vektor (0, 0, . . . , 0)
rie²ením.

▶ Toto rie²enie nazývame triviálne rie²enie.
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Homogénne sústavy

Veta
Mnoºina v²etkých rie²ení homogénnej sústavy lineárnych rovníc

tvorí podpriestor priestoru F n.

Ak Aα⃗T = 0⃗T a Aβ⃗T = 0⃗T , tak aj

A(α⃗+ β⃗)T = Aα⃗T + Aβ⃗T = 0⃗T + 0⃗T = 0⃗T

A(cα⃗)T = c(Aα⃗)T = c 0⃗T = 0⃗
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Homogénne sústavy

Predpokladajme, ºe vedúce jednotky sú v prvých r st¨pcoch:

x1 + c1,r+1xr+1 + c1,r+2xr+2+ . . .+ c1,nxn = 0

x2 + c2,r+1xr+1 + c2,r+2xr+2+ . . .+ c2,nxn = 0

. . .

xr + cr ,r+1xr+1 + cr ,r+2xr+2+ . . .+ cr ,nxn = 0

(2)
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Homogénne sústavy

Tieto rie²enia vytvoria bázu:

γ⃗r+1 = (−c1,r+1,−c2,r+1, . . . ,−cr ,r+1, 1, 0, . . . , 0),

γ⃗r+2 = (−c1,r+2,−c2,r+2, . . . ,−cr ,r+2, 0, 1, . . . , 0),

. . .

γ⃗n = (−c1,n,−c2,n, . . . ,−cr ,n, 0, . . . , 0, 1).

(3)
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Homogénne sústavy

Ak β⃗ = (b1, b2, . . . , bn) je rie²ením (2):

b1 + c1,r+1br+1 + c1,r+2br+2+ . . .+ c1,nbn = 0

b2 + c2,r+1br+1 + c2,r+2br+2+ . . .+ c2,nbn = 0

. . .

br + cr ,r+1br+1 + cr ,r+2br+2+ . . .+ cr ,nbn = 0
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Homogénne sústavy

b1 = −c1,r+1br+1 − c1,r+2br+2 − . . .− c1,nbn

b2 = −c2,r+1br+1 − c2,r+2br+2 − . . .− c2,nbn
...

br = −cr ,r+1br+1 − cr ,r+2br+2 − . . .− cr ,nbn

br+1 = br+1

br+2 = br+2

...

bn = bn
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Homogénne sústavy

b1 = −c1,r+1br+1 − c1,r+2br+2 − . . .− c1,nbn

b2 = −c2,r+1br+1 − c2,r+2br+2 − . . .− c2,nbn
...

br = −cr ,r+1br+1 − cr ,r+2br+2 − . . .− cr ,nbn

br+1 = 1 · br+1 + 0 · br+2 + . . . + 0 · bn
br+2 = 0 · br+1 + 1 · br+2 + . . . + 0 · bn

...

bn = 0 · br+1 + 0 · br+2 + . . . + 1 · bn
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Homogénne sústavy

bi = −ci ,r+1br+1 − ci ,r+2br+2 − . . .− ci ,nbn

β⃗ = br+1γ⃗r+1 + br+2γ⃗r+2 + . . .+ bnγ⃗n
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Dimenzia priestoru rie²ení

Dôsledok
Nech A je matica typu m × n a S je priestor rie²ení homogénnej

sústavy lineárnych rovníc s maticou A. Potom

d(S) = n − h(A).

Dôsledok
Homogénna sústava lineárnych rovníc s n neznámymi, ktorej matica

má hodnos´ n, má len triviálne rie²enie.

Pre£o ná² argument funguje aj bez výmeny st¨pcov?
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

Homogénne sústavy

▶ Pre homogénnu sústavu tvorí mnoºina rie²ení podpriestor.
▶ Vieme vyjadri´ jeho dimenziu ako n − h(A), nájs´ jeho bázu.
▶ Platí aj obrátene, ºe kaºdý podpriestor v F n je mnoºina rie²ení

nejakej sústavy?

Veta
Kaºdý podpriestor priestoru F n je mnoºinou rie²ení nejakého

homogénneho systému lineárnych rovníc.
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Gaussova elimina£ná metóda

Gaussova elimina£ná metóda

▶ Maticu sústavy môºeme upravi´ na redukovaný tvar.
▶ Z redukovaného tvaru môºeme vy£íta´ mnoºinu rie²ení
▶ Ak sme dostali rovnicu 0 = 1, tak sústava nemá rie²enie.
▶ Inak môºeme rie²enia vyjadri´ tak, ºe zvolíme za parametre tie

st¨pce, kde nie sú vedúce jednotky.
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Gaussova elimina£ná metóda

Gaussova elimina£ná metóda

Sústava nad R:


1 −2 3 −4 4
0 1 −1 1 −3
1 3 0 −3 1
0 −7 3 1 −3

 ∼ · · · ∼


1 0 0 0 −8
0 1 0 −1 3
0 0 1 −2 6
0 0 0 0 0


x1 = 0, x2 = 3+ t, x3 = 6+ 2t, x4 = t

{(−8, 3+ t, 6+ 2t, t); t ∈ R}
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Gaussova elimina£ná metóda

Gaussova elimina£ná metóda

Sústava nad Z5:
1 1 0 0 1
1 2 4 0 2
0 1 3 4 3
0 0 4 4 4

 ∼ · · · ∼


1 1 1

1 4 1
4 4 2

0 0 0 0 2


Dostali sme rovnicu 0 = 2, sústava nemá rie²enie.
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Frobeniova veta

Hodnos´ transponovanej matice

Veta
Pre kaºdú maticu A nad po©om F platí h(A) = h(AT ).
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Frobeniova veta

Hodnos´ transponovanej matice

h(AT ) = d [α⃗1, . . . , α⃗n]

Ax⃗T = 0⃗T ⇔ x1α⃗1 + · · ·+ xnα⃗n = 0⃗

γ⃗i = (−c1,i ,−c2,i , . . . ,−cr ,i , 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

−c1,i α⃗1 − c2,i α⃗2 − . . .− cr ,i α⃗r + α⃗i = 0⃗

α⃗i = c1,i α⃗1 + c2,i α⃗2 + . . .+ cr ,i α⃗r

[α⃗1, . . . , α⃗n] = [α⃗1, . . . , α⃗r ]

h(AT ) = d([α⃗1, . . . , α⃗n]) ≤ r

h(A) ≥ h(AT )

Sústavy lineárnych rovníc



Frobeniova veta

Frobeniova veta

Veta (Frobeniova)

Nehomogénna sústava lineárnych rovníc (1) je rie²ite©ná práve

vtedy, ke¤ matica sústavy a roz²írená matica sústavy majú rovnakú

hodnos´, t.j.

h(A) = h(A′).

Ax⃗T = γ⃗T ⇔ γ⃗ = x1α⃗1 + · · ·+ xnα⃗n

[α⃗1, . . . , α⃗n] = [α⃗1, . . . , α⃗n, γ⃗]
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Frobeniova veta

Rie²enia homogénnej a nehomogénnej sústavy

Veta
Nech α⃗ je rie²enie sústavy lineárnych rovníc

Aα⃗T = γ⃗T (N)

a S je podpriestor pozostávajúci zo v²etkých rie²ení homogénneho

systému

Aα⃗T = 0⃗T . (H)

Potom T = {α⃗+ β⃗; β⃗ ∈ S} je mnoºina v²etkých rie²ení (N).
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Frobeniova veta

Rie²enia homogénnej a nehomogénnej sústavy

Ak α⃗ je rie²enie (N) a β⃗ je rie²enie (H):

A(α⃗+ β⃗)T = Aα⃗T + Aβ⃗T = γ⃗T + 0⃗T = γ⃗T .

AK δ⃗ je ©ubovo©né rie²enie (N), £iºe platí Aδ⃗T = γ⃗T , tak

A(δ⃗ − α⃗)T = Aδ⃗T − Aα⃗T = γ⃗T − γ⃗T = 0⃗T .

Potom
δ⃗ = α⃗+ (δ⃗ − α⃗)︸ ︷︷ ︸

∈S

,
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