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Okruhy Okruhy

Okruhy

De�nícia

Trojicu (R,+, ·) nazývame okruh ak + a · sú binárne operácie na
mnoºine R také, ºe
(i) (R,+) je komutatívna grupa,
(ii) operácia · je asociatívna,

(∀a, b, c ∈ R) a · (b · c) = (a · b) · c

(iii) pre operácie + a · platia distributívne zákony

(∀a, b, c ∈ R) a · (b + c) = a · b + a · c
(∀a, b, c ∈ R) (b + c) · a = b · a+ c · a
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Okruhy Okruhy

Okruhy

Neutrálny prvok operácie + budeme ozna£ova´ 0. Podobne ako sme
to robili pre polia, inverzný prvok k prvku a vzh©adom na operáciu
+ budeme ozna£ova´ −a. Ozna£enie b − a bude znamena´
b + (−a).
▶ komutatívny okruh = ak operácia · je komutatívna;
▶ okruh s jednotkou = ak existuje neutrálny prvok 1 ̸= 0 pre ·
▶ (Z,+, ·), (Zn,⊕,⊙) sú komutatívne okruhy s jednotkou.
▶ (2Z,+, ·), komutatívny okruh, nemá jednotku.

Okruhy (a súvisiace pojmy)



Okruhy Okruhy

Okruhy

Lema

Nech (R,+, ·) je okruh, a, b ∈ R . Potom platí

0a = a0 = 0

a(−b) = −ab = (−a)b

(−a)(−b) = ab
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Okruhy Okruhy

Sú£in okruhov

(R1 × R2,+, ·)

(a, b) + (a′, b′) = (a+ a′, b + b′),

(a, b)(a′, b′) = (aa′, bb′).∏
i∈M

Ri = {f : M →
⋃
i∈M

Ri | (∀i ∈ M)(f (i) ∈ Ri )}

(f + g)(i) = f (i) + g(i)

(f · g)(i) = f (i) · g(i)

�peciálny prípad: RM ak Ri = R pre v²etky i ∈ M.
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Okruhy Okruhy

Zobrazenia M → R

RM = {f : M → R}

(f + g)(i) = f (i) + g(i)

(f · g)(i) = f (i) · g(i)
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Okruhy Okruhy

Matice

(Mn,n(F ),+, ·) � príklad nekomutatívneho okruhu (pre n ≥ 2)
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Okruhy Podokruhy

Podokruhy

De�nícia

Nech (R,+, ·) je okruh a S ⊆ R je neprázdna podmnoºina mnoºiny
R . Hovoríme, ºe S je podokruh okruhu R , ak pre ©ubovo©né
a, b ∈ S platí a− b ∈ S , ab ∈ S .

a, b ∈ S ⇒ a− b ∈ S , ab ∈ S

Tvrdenie

Nech (R,+, ·) je okruh a S ⊆ R , S ̸= ∅. Mnoºina S je podokruh

okruhu (R,+, ·) práve vtedy, ke¤ S s operáciami + a · zúºenými na

mnoºinu S tvorí okruh.
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Okruhy Podokruhy

Príklady podookruhov

▶ 2Z v (Z,+, ·)
▶ Z× {0}, {0} × Z aj {(x , x); x ∈ Z} v (Z× Z,+, ·)
▶ C (0, 1) v (R⟨0,1⟩,+, ·)
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Okruhy Obory integrity, polia

Delitele nuly

De�nícia

Ak v okruhu (R,+, ·) neexistujú prvky a, b také, ºe a, b ̸= 0 a

ab = 0,

tak hovoríme, ºe R je okruh bez delite©ov nuly (alebo tieº, ºe R
nemá delitele nuly).
Ak (R,+, ·) je komutatívny okruh s jednotkou bez delite©ov nuly,
hovoríme, ºe (R,+, ·) je obor integrity.

▶ Z je obor integrity
▶ Z× Z má delitele nuly

Tvrdenie

Nech R je okruh bez delite©ov nuly a a, b, c ∈ R . Ak a ̸= 0 a platí

ab = ac , tak b = c .
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Okruhy Obory integrity, polia

Teleso, pole

De�nícia

Okruh R s jednotkou nazývame telesom, ak ku kaºdému
nenulovému prvku a ∈ R \ {0} existuje inverzný prvok vzh©adom na
násobenie, t.j.

(∀a ∈ R \ {0})(∃b ∈ R) ab = ba = 1

Komutatívne teleso voláme pole.

Tvrdenie

Kaºdé teleso je okruh bez delite©ov nuly.

Kaºdé pole je oborom integrity.

kvaternióny = príklad telesa, ktoré nie je po©om
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Homomor�zmy, faktorizácia Homomor�zmy

Homomor�zmus okruhov

De�nícia

Nech (R,+, ·), (S ,+, ·) sú okruhy. Zobrazenie f : R → S nazývame
homomor�zmus, ak platí

f (a+ b) = f (a) + f (b),

f (ab) = f (a)f (b).

▶ epimor�zmus = surjektívny homomor�zmus
▶ monomor�zmus = injektívny homomor�zmus
▶ izomor�zmus = bijektívny homomor�zmus
▶ R ∼= S = okruhy R a S sú izomorfné
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Homomor�zmy, faktorizácia Homomor�zmy

Homomor�zmus okruhov

Tvrdenie

Zloºenie homomor�zmov je homomor�zmus. Zloºenie izomor�zmov

je izomor�zmus.

g(f (a+ b)) = g(f (a) + f (b)) = g(f (a)) + g(f (b)),

g(f (ab)) = g(f (a)f (b)) = g(f (a))g(f (b)).
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Homomor�zmy, faktorizácia Homomor�zmy

Homomor�zmus okruhov

Tvrdenie

Zloºenie homomor�zmov je homomor�zmus. Zloºenie izomor�zmov

je izomor�zmus.

Príklad

Jednoduché príklady homomor�zmov:
f : Z → Zn, f : k 7→ k mod n
g : Z× Z → Z, g : (a, b) 7→ a
h : C → C, h : a+ bi 7→ a− bi
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Homomor�zmy, faktorizácia Homomor�zmy

Matice rotácií

S = {
(

a b
−b a

)
; a, b ∈ R}

(
a b
−b a

)(
c d
−d c

)
=

(
ac − bd ad + bc

−(ad + bc) ac − bd

)
,

Homomor�zmus f : S → C:

f :

(
a b
−b a

)
7→ a+ bi
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