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De�nícia binomického koe�cientu

De�nícia a základné vlastnosti

De�nícia
Pre ©ubovo©né n ∈ N0, k ∈ Z de�nujme binomický koe�cient

(n
k

)
ako po£et v²etkých k-prvkových podmnoºín mnoºiny n.
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k

)
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De�nícia binomického koe�cientu

Pre reálne n

(
n

k

)
=

n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k!(
x

k

)
=

x(x − 1) · · · (x − k + 1)

k!
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Binomická veta

Binomická veta

(1+ t)0 = 1

(1+ t)1 = 1+ t

(1+ t)2 = 1+ 2t + t2

(1+ t)3 = 1+ 3t + 3t2 + t3

(1+ t)4 = 1+ 4t + 6t2 + 4t3 + t4

(1+ t)5 = 1+ 5t + 10t2 + 10t3 + 5t4 + t5

(1+ t)6 = 1+ 6t + 15t2 + 20t3 + 15t4 + 6t5 + t6
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Binomická veta

Binomická veta

Veta (Binomická veta)

Pre ©ubovo©né t ∈ C a n ∈ N0 platí

(1+ t)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
tk . (1)

Pre ©ubovo©né x , y ∈ C a n ∈ N0 platí

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k . (2)
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Binomická veta

Binomická veta

(1+ t)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
tk

▶ po£et výberov pri roznásobovaní;
▶ dôkaz matematickou indukciou
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Binomická veta

Binomická veta

(1+ t)n+1 = (1+ t)(1+ t)n

= (1+ t)
n∑

k=0

(
n

k

)
tk

=
n∑

k=0

(
n

k

)
tk +

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
tk

=
n+1∑
k=0

((
n

k

)
+

(
n

k − 1

))
tk

=
n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
tk
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Binomická veta

Binomická veta

(1 + t)n+1 = (1 + t)(1 + t)n

= (1 + t)
n∑

k=0

(
n

k

)
tk

=
n∑

k=0

(
n

k

)
tk + t

n∑
k=0

(
n

k

)
tk

=
n∑

k=0

(
n

k

)
tk +

n∑
k=0

(
n

k

)
tk+1

=
n∑

k=0

(
n

k

)
tk +

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
tk

(∗)
=

n+1∑
k=0

(
n

k

)
tk +

n+1∑
k=0

(
n

k − 1

)
tk

=
n+1∑
k=0

((
n

k

)
+

(
n

k − 1

))
tk

=
n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
tk
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Binomická veta

Striedavé znamienka

Dôsledok
Pre ©ubovo©né n ∈ N0 také, ºe n ≥ 1

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0.

A teda platia aj rovnosti

⌊ n
2
⌋∑

j=0

(
n

2j

)
=

⌊ n−1

2
⌋∑

j=0

(
n

2j + 1

)
= 2n−1.
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Binomická veta

Párne a nepárne

∑
0≤2j≤n

(
n

2j

)
=

∑
0≤2j+1≤n

(
n

2j + 1

)
∞∑
j=0

(
n

2j

)
=

∞∑
j=0

(
n

2j + 1

)
= 2n−1

Kombinatorický argument, ºe máme rovnako ve©a párnych a
nepárnych podmnoºín?
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Binomická veta

Párne a nepárne

(1+ 1)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+

(
n

3

)
+ · · ·+

(
n

2k

)
+

(
n

2k + 1

)
+ . . .

(1− 1)n =

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
−
(
n

3

)
+ · · ·+

(
n

2k

)
−
(

n
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)
+ . . .
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+ · · ·+ 2
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+ . . .
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Binomická veta

Násobky trojky a ²tvorky

∞∑
k=0

(
n

3k

)
=?

∞∑
k=0

(
n

4k

)
=?
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Binomická veta

Derivácia

f (t) = (1+ t)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
tk

f ′(t) = n(1+ t)n−1

f ′(t) =
n∑

k=1

k

(
n

k

)
tk−1

n∑
k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1
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Binomická veta

Iné odvodenie

n∑
k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1

n∑
k=0

k

(
n

k

)
=
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Binomická veta

Iné odvodenie

n∑
k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1

S =
n∑

k=0

k

(
n

k

)

S =
n∑

k=0

(n − k)

(
n

k

)

2S = n
n∑

k=0

(
n

k

)
= n2n
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Binomická veta

Integrovanie

f (t) = (1+ t)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
tk

∫ x

0

f (t) dt =
(1+ x)n+1

n + 1
=

n∑
k=0

(
n

k

)
xk+1

k + 1

n∑
k=0

1

k + 1

(
n

k

)
=

2n+1 − 1

n + 1
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Vlastnosti binomických koe�cientov

Vlastnosti binomických koe�cientov

k

(
n

k

)
= n

(
n − 1

k − 1

)
(3)

(
n

k

)
=

n

k

(
n − 1

k − 1

)
(4)
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Vlastnosti binomických koe�cientov

Vlastnosti binomických koe�cientov

k

(
n

k

)
= n

(
n − 1

k − 1

)
▶ Výber k-£lennej komisie a predsedu.
▶ {(x ,A); x ∈ A,A ⊆ M, |A| = k}
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Vlastnosti binomických koe�cientov

Vlastnosti binomických koe�cientov

k

(
n

k

)
= n

(
n − 1

k − 1

)
(
n

k

)(
k

l

)
=

(
n

l

)(
n − l
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)
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Vlastnosti binomických koe�cientov

Vlastnosti binomických koe�cientov

(
n

k

)
<

(
n

k + 1

)
ak 2k + 1 < n(

n

k

)
>

(
n

k + 1

)
ak 2k + 1 > n
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Sumy s binomickými koe�cientami Vandermondova identita

Vandermondova identita

Tvrdenie
Pre ©ubovo©né m, n ∈ N0 platí

s∑
j=0

(
m

j

)(
n

s − j

)
=

(
m + n

s

)
. (5)
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Binomická veta s reálnym exponentom

Zov²eobecnenie binomického koe�cientu

De�nícia
Pre t ∈ C a k ∈ N0 ozna£me(

t

k

)
=

t(t − 1) · · · (t − k + 1)

k!

(
t

0

)
= 1
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Binomická veta s reálnym exponentom

Zov²eobecnenie binomickej vety

Veta
Nech t ∈ R. Nech x ∈ R, |x | < 1. Potom platí rovnos´

(1+ x)t =
∞∑
k=0

(
t

k

)
xk . (6)

(T.j. rad na pravej strany hodnosti konverguje k hodnote uvedenej
na ©avej strane.)
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Binomická veta s reálnym exponentom

Zov²eobecnenie binomickej vety

(1+ x)t =
∞∑
k=0

(
t

k

)
xk

(1+ x)t = 1+ tx +
t(t − 1)

2!
x2 +

t(t − 1)(t − 2)

3!
x3 + · · ·+

+
t(t − 1)(t − 2) · · · (t − k + 1)

k!
xk + . . .

Taylorov rad funkcie f (x) = (1+ x)t v nule.
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Binomická veta s reálnym exponentom

Taylorov rad pre f (x) = (1+ x)t

f (x) = (1+ x)t

f (k)(x) = t(t − 1) · · · (t − k + 1)x t−k

f (x) = f (0) + f ′(0)x +
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + . . .

(1+ x)t = 1+ tx +
t(t − 1)

2
x2 + · · ·+

(
t

k

)
xk + . . .

(1+ x)t =
∞∑
k=0

(
t

k

)
xk
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Binomická veta s reálnym exponentom(
n
k

)
pre záporné n

(
−n

k

)
= (−1)k

(
n + k − 1

k

)
.

(
−n

k

)
=

(−n)(−n − 1) · · · (−n − k + 2)(−n − k + 1)

k!(
n + k − 1

k

)
=

(n + k − 1)(n + k − 2) · · · (n + 1)n

k!
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Binomická veta s reálnym exponentom

Prípad n = −1

(
−1

k

)
= (−1)k

(1+ x)−1 =
∞∑
k=0

(−1)kxk

(1− x)−1 =
∞∑
k=0

xk

1

1+ x
= 1− x + x2 − x3 + . . .

1

1− x
= 1+ x + x2 + x3 + . . .
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Binomická veta s reálnym exponentom

Záporný exponent

(
−n

k

)
= (−1)k

(
n + k − 1

k

)

(1+ x)−n =
∞∑
k=0

(
−n

k

)
xk =

∞∑
k=0

(
n + k − 1

k

)
xk
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Binomická veta s reálnym exponentom

Záporný exponent

1

(1+ x)n
= (1+ x + x2 + x3 + . . . )n.

a1 + a2 + · · ·+ an = k.

(
n + k − 1

k

)

(1− x)−n =
∞∑
k=0

(
−n

k

)
xk =

∞∑
k=0

(
n + k − 1

k

)
xk
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Multinomická veta

Multinomická veta

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
n =?

(x1 + x2 + · · ·+ xk)(x1 + x2 + · · ·+ xk) · · · (x1 + x2 + · · ·+ xk)︸ ︷︷ ︸
n-krát

Ko©kými spôsobmi môºeme dosta´ xa1
1
xa2
2

· · · xakk ?(
n

a1, a2, . . . , ak

)
=

n!

a1!a2! · · · ak !
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Multinomická veta

Multinomická veta

Veta (Multinomická veta)

Pre ©ubovo©né x1, x2, . . . , xn ∈ R platí rovnos´

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
n =

∑
a1+···+ak=n

ai≥0

(
n

a1, a2, . . . , ak

)
xa1
1
xa2
2

· · · xakk
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