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Kapitola 1

Uvod

1.1 Sylaby a literatura

1.2 Zakladné oznadenia



Kapitola 2

MnoZiny a zobrazenia

2.1 Dokazy

2.1.1 Zakladné typy dokazov

2.1.2 Matematicka indukcia

2.1.3 Drobné rady ako dokazovat

2.1.4 Vyroky, logické spojky, tautologie
2.1.5 Negacia vyrokov s kvantifikatormi

Uloha 2.1.1. Dokézte, Ze nasledujiice vyroky sa tautoldgie:
a) (~PVQ) & (P=Q)

b) (P& Q) < [(P = Q)N (Q= P)

¢) (PAQ)< (-PV-Q)

d) (PAQ) = R) < (P=(Q = R))

2.2 Mnoziny a zobrazenia

2.2.1 Mnoziny
2.2.2 Zobrazenia

2.2.3 Vzor a obraz mnoziny*

Uloha 2.2.1. Dokazte: Ak go f je surjekcia, tak aj g je surjekcia. Plati aj opa¢né implikécia?
Musi byt f surjekcia?

Uloha 2.2.2. Dokazte: Ak go f je injekcia, tak f je injekcia.

Uloha 2.2.3. Dokézte: Ak go f je bijekcia, tak f je injekcia a g je surjekcia.

Uloha 2.2.4. Nech f: X — Y je zobrazenie a X # () (t.j. X je neprazdna mnozina). Potom:
a) f je injekcia prave vtedy, ked existuje g také, ze go f = idx.

b) f je surjekcia prave vtedy, ked existuje g také, ze f o g =idy.

¢) K zobrazeniu f existuje inverzné zobrazenie prave vtedy, ked f je bijekcia. (Tym sme
znovu dokézali tvrdenie 2.2.16.)



4 Permutéacie

Uloha 2.2.5. Nech f: X =Y, g: Y — X, h: Y — X st zobrazenia. Ak g aj h st inverzné
zobrazenia k f, tak g = h.

Uloha 2.2.6. Nech M, N st koneéné mnoziny, M mé m prvkov a N mé n prvkov. Kolko
existuje zobrazeni mnoziny M do mnoziny N7

Uloha 2.2.7. Nech A je koneéna mnozina a f: A — A je zobrazenie. Dokazte:
a) Ak f je injekcia, tak f je bijekcia.
b) Ak f je surjekcia, tak f je bijekcia.

Uloha 2.2.8. Dokéazte: Zobrazenie f: X — Y je surjekcia prave vtedy, ked pre kazda mno-
zinu Z a vSetky zobrazenia g,h: Y — Z plati: Ak go f = ho f, tak g = h.

Uloha 2.2.9. Dokézte: Zobrazenie f: X — Y je injekcia prave vtedy, ked pre kazdt mnozinu
Z a vsetky zobrazenia g,h: Z — X plati: Ak fog= foh, tak g =h.

2.3 Permutacie

Uloha 2.3.1. Uvazujme o permutaciach na mnozine M = {1,2,3,4,5}. Aka je inverznd per-

fciaku: (12345) (12345) (12345)9 C S ; e Stand
mutdciaku: (12332),(12323), (31452) Urobte aj skasku spravnosti, t.j. po vypo¢itani

@~ overte, & p o =pp Tt =id. [(15332), (13323), (32133)]

2
Uloha 2.3.2. M = {1,2,3,4}. Vypo¢itajte: (}234)(12342)(1224%). Uréte inverzni per-
mutaciu k vysledku.

Uloha 2.3.3. Comu sa rovna ¢'2° ak ¢ = (1234)?

Uloha 2.3.4. Matematickou indukciou dokazte, ze "™ = " 0 @™, "™ = (P")™.



Kapitola 3

Grupy a polia

3.1 Binarne operacie

3.1.1 ZovSeobecneny asociativny zakon*

Uloha 3.1.1. Vypiste vietky mozné bindrne operécie na mnozine {0,1}. Ktoré z nich st
asociativne, komutativne, maji neutralny prvok? Pre ktoré existuje ku kazdému prvku aj
inverzny?

Uloha 3.1.2. Na Z; = {0,1,2,3,4,5,6} definujme operacie @ a ® podobne ako pre Zs
v priklade 3.1.3. (Teda ako obvyklé s¢itovanie a ndsobenie, ibaZze po urobeni tejto opericie
urobime zvySok po deleni 7, ¢im dostaneme prvok zo Z7.) Zistite, ¢i st tieto operacie asocia-
tivne, komutativne, ¢i existuje neutralny prvok a ¢i mé kazdy prvok inverzny. Vedeli by ste
to v pripade operacie @ najst inverzny prvok aj bez toho, Ze by ste skusali jednotlivé prvky?

Uloha 3.1.3. Najdite binarnu operaciu,
a) ktord m4 viacero lavych inverznych prvkov,
b) ktora je asociativna a mé viacero lavych inverznych prvkov.

Uloha 3.1.4. Na R definujme operéciu z * y = = + y + 22y. Overte, ze kazdé z € R ma
vzhladom na t(ito bindrnu operéciu jediny pravy, ale existuji redlne éisla, ktoré nemaju lavy
inverzny prvok.

Uloha 3.1.5*. Ak viete, Ze ide o tabulku asociativnej binarnej operacie, dopliite chybajice
vysledky (ak sa to d4).

| Jab[c]

bla]c

o|T|®

3.2 Grupy

Uloha 3.2.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria vzhladom na dané operacie grupu? V ktorych
pripadoch je tato grupa komutativna?

a) (Z,-) (celé ¢isla s obvyklym ndsobenim)

b) (R,-) (redlne ¢isla s obvyklym nésobenim)

C) (R - {0}7 ')7 d) ((Ca +)> e) ((Ca ')7 f) ((C \ {O}a )



6 Grupy

g) (R?,+) (so s¢itovanim definovanym po zlozkach)

h) R s operdciou *, axb=a+b—1

i) Mnozina v8etkych parnych celych ¢&isel vzhladom na s¢itovanie.
j) Mnozina vSetkych neparnych celych ¢isel vzhladom na séitovanie.
k) (Zs, ®)

Uloha 3.2.2. Tvoria vietky permutacie na koneénej mnozine M grupu? Je tato grupa ko-
mutativna? Urobte tabulku grupovej operacie v pripade M = {1, 2, 3}.

Uloha 3.2.3. Je (R, %), kde axb = ab+a+b, grupa? Ak nie, vedeli by ste vynechat niektory
prvok a z mnoziny R tak, aby (R \ {a}, *) bola grupa?

Uloha 3.2.4. Nech G je mnozina vSetkych funkcii f,,: R — R, ktoré st tvaru f, ,(z) =
ax + b pre nejaké redlne Cisla a,b € R. Tvori tato mnozina funkcii s operaciou skladania
grupu? Je mnozina { fo5;a,b € R, a # 0} s operaciou skladania zobrazeni grupa? Dostaneme
grupu, ak vezmeme len také a,b € R, ze a = 17 V tych pripadoch, ked dostaneme grupu, je
tato grupa komutativna?

Uloha 3.2.5. Nech G = {z € C: |2| = 1}. Je G s opericiou - (ndsobenie komplexnjrch ¢isel)
grupa? Ozna¢me C,, = {z € C: 2" = 1}. Je (C,,, ") grupa?

Uloha 3.2.6*. Budeme uvazovaft o nasledujtcich operaciach s mnozinami:

AUB = {z;x € AV z € B} (zjednotenie)

ANB = {z;x € ANz € B} (prienik)

A\ B ={x;x € ANz ¢ B} (rozdiel)

A+ B ={z;x € A< x € B} (symetricka diferencia - ekvivalentne ju mézeme definovat ako
A+B=(A\B)U(B\A))

Ak X je lubovolnd mnozina, P(X) ozna¢ime mnozinu vSetkych jej podmnozin. Potom U, N,
\, + st bindrne operacie na P(X). Je P(X) s niektorou z tychto operécii grupa?

Uloha 3.2.7. Ozna¢me:

My ={f:7Z — Z; f je bijekcia}

My = {f € My; f(n) = n pre vetky celé ¢isla n az na koneény pocet}

Ms = {f € My; f(n) = n len pre kone¢ny pocet n}.

Ktoré z mnozin M7, Ms, M3 tvoria grupu spolu s operaciou skladania zobrazeni?

Uloha 3.2.8. Nech G je mnozina vSetkych zobrazeni f: R — R. Na tejto mnozine definujeme
operaciu @ tak, ze (f @ g)(z) = f(z) + g(x). Je G s touto operaciou grupa? Ak definujeme
(f@g)(x) = f(x) - g(x), bude (G, ®) grupa? Ktoré funkcie treba vynechat, aby sme dostali
grupu?

Uloha 3.2.9. Nech M # () je mnozina a (G,o) je grupa. Nech H je mnozina vsetkych
zobrazeni f: M — G. Definujme na H bindrnu operaciu x tak, Zze (f x g)(z) = f(x) o g(x).
Je (H,*) grupa?

Uloha 3.2.10. Na mnoZine R" (teda na mnozine vietkych usporiadanych n-tic redlnych
¢isel) definujeme bindrnu operaciu + ako (z1,...,2n)+ (W1, Yn) = (@1 + Y1, -« -, T + Yn)-
Je R™ s touto operaciou grupa? (Pouzili sme symbol + v dvoch réznych vyznamoch — raz
ako operaciu na R™, ktort definujeme, a raz ako dobre zname scitovanie na mnozine R.
Keby sme chceli byt dosledni, zaviedli by sme novy symbol pre operaciu na R", napriklad
(1, 2n)® (W1, -y Un) = (@14+Y1, - -+, Zn+Yn). K tomuto problému — pouzivanie rovnakého
symbolu v roznych vyznamoch — sa eSte vratime.)
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Uloha 3.2.11. Ak (G,0) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(b) = a o b je bijekcia.

Uloha 3.2.12. Nech (G,0) je grupa. Dokazte, Ze zobrazenie f: G — G definované ako
f(a) = a~1! je bijekcia.

Uloha 3.2.13*. Nech G je Iubovolna mnozina a o je asociativna binarna operécia na G.
Potom G je grupa prave vtedy, ked pre Tubovolné a,b € G maju rovnice

aox=b

yoa=>=

riesenie v G (inymi slovami, pre fubovolné a,b € G existuji z,y € G, ktoré splhaju tieto dve
rovnosti.)

Uloha 3.2.14*. Nech G je kone¢nd mnozina a o je binirna opericia na G taka, ze plati
asociativny zakon a zadkony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

Uloha 3.2.15*. Dokazte, ze v kone¢nej grupe, ktora mé parny podet prvkov, existuje prvok
rozny od neutralneho prvku taky, ze aoa = e.

Uloha 3.2.16. Nech (G, *) je grupa a a € G. Potom pre Iubovolné n € N definujeme
matematickou indukciou prvok a™ nasledovne:
a’ =e
a™tl =a” xa.
(Je to presne to, ¢o by sme intuitivne chapali pod zépisom g *xa*...xa.)
—_————

n-krat

Tato definiciu mozeme rozsirit aj na zdporné &isla tak, ze pre n € N polozime a™" =

(a=1)™. Tym je a™ definované pre Tubovolné a € G a n € Z. (Vsimnite si, Ze to koresponduje
s oznagenim a !, ktoré pouzivame pre inverzny prvok.)
Dokézte, Ze pre Iubovolné a,b € G a m,n € Z plati:
a) ™t = a™ x a",
c) ak axb=bx*a, tak a” xb"™ = (a*xb)",

Uloha 3.2.17. Nech koneéna mnozina G = {e,ay,...,a,} tvori s operdciou * komutativnu
grupu a e je jej neutralny prvok. Dokazte, Ze (aj * ag * - - * a,)? = e.

Uloha 3.2.18. Nech * je binarna operacia na mnozine A, také, Ze pre kazdé a, b, c € A plati
ax (bxc) = (axc)xba* mi neutrdlny prvok. Dokazte, Ze operacia * je komutativna a
asociativna.

Uloha 3.2.19. Nech (G, o) je grupa. Dokézte, 7e ak z oz = x, tak = = e.

Uloha 3.2.20. Zistite, ¢i (R* x R,0), kde pre kazdé (a,b), (c,d) € RT x R (a,b)0(c,d) =
(2ac,b + d) je grupa.

| [af[blc]d]

Uloha 3.2.21. Dopliite nasledujicu tabulku d |tak aby ste dostali grupu.

oo




8 Polia

Uloha 3.2.22. Ak pre kazdy prvok = grupy (G,0) plati x o x = e, tak tato grupa je komu-
tativna.

Uloha 3.2.23. Nech = je asociativna binirna operacia na mnozine M, ktord mé neutralny
prvok e. Ak pre nejaké x € M plati  * x = x a ku x existuje lavy inverzny prvok, tak = = e.

Uloha 3.2.24*. Nech * je binirna operacia na mnozine G, ktora je asociativna, ma lavy
neutrdlny prvok a ku kazdému prvku existuje lavy inverzny prvok. Dokazte, ze potom (G, *)
je grupa.

3.3 Polia
Uloha 3.3.1. Dokézte ekvivalenciu definicie 3.3.1 a 3.3.3.

Uloha 3.3.2. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvyklym sé¢itovanim a nasobenim
pole?
a) F={a+ib;a e R,beR,b >0}
b) F={a+ibja € Q,be Q}
c) F={a+ibjacZbeclZ}
d) F={a+b/5;a € Q,beQ}

) F={a+3ibjac Q,bcQ}

) F={a+ J50€QbeQ}
g*) F = {a+b¥5;a € Q,bc Q}

D

Uloha 3.3.3. V poli Zs vyratajte 271 @4, (-2)® 4,271 ©3a —-403 L
Uloha 3.3.4. V Z; vyratajte 23, 2714, 20 (4713, 4 o273, (1)’ 0 (4 ® 3712

Uloha 3.3.5. Nech m, n st celé é&isla, a, b, by, ...,b, st prvky pola F. V tlohach f) aZ j)
predpokladame, Ze a # 0. Dokézte:!
a)ymxa+nxa=(m+n)xa
b) mxa+mxb=mx (a+b)
m x (nxa)=(mn) X a
a.(n x b) =n x (a.b)
(m x a)(n x b) = (mn) x (a.b)
(mxa)™t=at

n o _ aern

a™.b™ = (a.b)™

=~

m

IS}

ELICRINS
'QX

j) a?* = (—a)?*
k) nx0=0
) 1n=1

Uloha 3.3.6. V Iubovolnom poli F' plati:

1Podtlohy by mali byt usporiadané tak, ze ak v dokaze niektorej z nich potrebujeme nejaké pomocné
tvrdenie, mame ho uz dokizané v niektorej z predchadzajucich casti tejto tlohy. Ak by sa Vam zdalo, ze
poradie nie je spravne, ozvite sa mi. Mozeme sa spolu pozriet na to, ¢i som sa pomylil alebo ¢i je dovodom
odlisného poradia to, ze sa to da dokazovat aj inak.
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a+b=a+c=>b=c
(a+b)(c+d) =ac+ ad+ bec+ bd
—(—a)=a
—-0=0
(a+b) = (—a) + (=)
(a —b)e = ac —be
1#£0
aa=1a=1Va=-1
a.(bi+...+b,) =abi+...+ab,

Uloha 3.3.7. Na mnoZine R* vsetkyjch kladnjch realnych ¢isel zadefinujme operacie @ a ®
tak, Ze t Dy = x.y a x ©y = x¥. Ktoré z axiém pola splha (R, @, ®)?

Uloha 3.3.8. Nech F je pole aa € F. Definujeme zobrazenie f,: F' — F tak, ze f,(b) = a+b.
Je f, bijekcia? Ak &no, ako vyzera zobrazenie f;'? Comu sa rovna f, o f5?
Dalej definujeme g,: F — F pre a # 0 tak, Ze g,(b) = a.b. Je to bijekcia?

Uloha 3.3.9. Nech na mnozine M = {0,1} st operacie + a - dané tabulkami

+]0 1 -0 1
ofo 1 00 0
1|10 1)1 1

Ukazte, ze (M, +) a (M \ {0}, ) st komutativne grupy a Ze plati distributivny zakon (a+b)c =
ac + be. Je (M, +, ) pole?

Uloha 3.3.10. Zistite, ¢i (R, +, ), kde + je obvyklé s¢itovanie realnych ¢isel a pre kazdé
a,b € R axb= —2ab, je pole.

Uloha 3.3.11. Na R x R definujeme operécie + a - takto:

a) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b).(c,d) = (ac, bd),

b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) a (a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + be).
Je potom (R x R, +,+) pole?

Uloha 3.3.12*. Pre ktoré prvky a pola Z; ma rieSenie rovnica z? = a? Kolko je takjch
prvkov v poli Zigg?

Uloha 3.3.13*. Dokéazte, Ze:

a) V TubovoInom poli plati (a+b)™ = a™+(7) xa™ b+ () xa™ 202 +. . +(, ") ab™ 1 +b™.
(Stcet na pravej strane sa zvykne oznacovat takto: 3" () x a™*b*.)

b) V poli Z, plati: (a & b)? = a” & IP.

Uloha 3.3.14*. Pomocou tlohy 3.3.13 sa dokaZte matematickou indukciou vzhladom na a,

ze v Z, plati rovnost a? = a (pre Iubovolné a € Z,). (Toto je vlastne ind formuldcia malej
Fermatovej vety.)



Kapitola 4

Vektorové priestory

4.1 Vektorovy priestor

Uloha 4.1.1. Nech @ = (1,3,6), 5 = (2,1,5), ¥ = (4, —3,3). Vypoditajte 7@ — 35 — 27,
2d — 33 + 7 vo vektorovom priestore R3. [(-7,24,21), (0,0,0)]

Uloha 4.1.2. Ukéite, 7e F je vektorovy priestor nad F.

Uloha 4.1.3. Nech V je mnozZina vSetkych postupnosti realnych ¢isel. Pre postupnosti a =
(an)S2y a b = (by)52 definujeme a + b = (an + 0,)52; a c.a = (c.a,)5% 4. Overte, 7e V' s
tymito operaciami tvori vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 4.1.4. Nech M je neprazdna mnozina, F' je pole. Potom mnoZina vietkych zobrazeni
f+ M — F so s¢itovanim a nésobenim definovanym po bodoch (pozri priklad 4.1.4) tvori
vektorovy priestor nad polom F. (Ak sa VAm zd4 tato tloha prili§ zlozité, rieste ju iba pre
F=M=R)

Skuste si tiez uvedomit, Ze tymto spdsobom sme sti¢asne overili, Ze priestory F™ (priklad
4.1.3 a poznamka 4.1.5), FF (priklad 4.1.4 a poznamka 4.1.5) a postupnosti prvkov z F
(dloha 4.1.3) tvoria vektorové priestory. (Postupnosti mozeme chapat ako zobrazenia z N do
F. Usporiadané n-tice moézeme chépat ako zobrazenia z {1,2,...,n} do F.)

Uloha 4.1.5. Nech F je Tubovolné pole a nech @ je fubovolny prvok. Nech V = {a}. Na
V zavedieme operéciu séitovania ako & + @ = & a nédsobenie skaldrom c.@ = @ (pre kazdé
¢ € F). Dokéazte, ze V je vektorovy priestor nad polom F'.

Uloha 4.1.6. Overte, 7ze Zo X Zy so s¢itovanim a nasobenim skaldrom definovanym po
zlozkach tvori vektorovy priestor nad polom Zs.

Uloha 4.1.7. Nech F je pole, V = F". Definujeme (x1,...,2,) + (y1,...,yn) = (z1 +
Yy ooy Tn +Yn), (X1, .., Zpn) = (CT1,...,CTp) DL€ C,T1, ..., TnyY1,---,Yn € F. Potom V je
vektorovy priestor nad polom F.

Uloha 4.1.8. Kolko prvkov ma vektorovy priestor (Z3)"? Comu sa v tomto priestore rovna
a+a+ar
Uloha 4.1.9. Overte, 7e vietky zobrazenia f: (0,1) — R so s¢itovanim a nasobenim skalé-

rom definovanym po bodoch tvoria vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 4.1.10. Overte, %e R je vektorovy priestor nad Q, C je vektorovy priestor nad R, C
je vektorovy priestor nad Q. Je C vektorovy priestor nad Z?

10
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Uloha 4.1.11. Nech V je vektorovy priestor nad polom F, ¢, ¢y ...c, € F,
Dokézte, ze potom plati c(&1 +...d,) = cd1 + ...+ cdn, (1 + k)
Comu sa rovna (c1 + ...+ cx)(@1 +...4,)7

a,01,...,0, €V.
=c1ad+...+ cia.

Uloha 4.1.12. Dokazte, ze vo vektorovom priestore V nad polom F pre kazdé &, 5 ev,
c € F plati: .
a) ¢(d—f) =cd—cp

)

Uloha 4.1.13. Pre celé &slo n a vektor & definujeme n x & podobnjm spésobom, ako sme
definovali n x a pre prvok a nejakého pola F. Dokazte, Ze potom plati n x (c.@) = c.(n x &).

Uloha 4.1.14. Zistite, ¢&i R x R s operdciami + a - definovanymi tak, ze (a,b) + (c,d) =
(a + ¢,b+ d) pre lubovolné (a,b), (c,d) € R x R a r.(a,b) = (ra,2rb) pre lubovolné r € R, je
vektorovy priestor nad R.

4.2 Podpriestory

Uloha 4.2.1. Podrobne dokézte dosledok 4.2.9.

Uloha 4.2.2. Dokézte, Ze mnozina vetkych funkcii f: R — R, ktoré st tvaru a + bcosz +
csinx pre nejaké a, b, c € R tvoria vektorovy podpriestor priestoru vsetkych redlnych funkcii
RE.

Uloha 4.2.3. Ktoré z tychto mnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru R3?
a) M = {(x1,22,23) € R®;x1 € Z}

b) (1’1,1‘2,1‘3) € R3; X1 = 0}

c) M= {(xl,xg,x3)€R3 x1 =0V azy =0}

d) M = {(I1,$2, 3) € R3; ;311 + 4y = 1}

e) M = {(1’1,%2, 3) € R?; 3 Tx) — X0 = 0}

f) M = {(x1, 2, 3)€R x1 + T2 = 23}

g) M = {(z1,22,23) € R%; 21| = |22[}

h) M = {(I1,$2, )ERS 1+ T + 23 >0}
M

:{( 1)$25$3)€R 21 = —$2_x3}
(71,20, 73) € R3;x1 + x5 + 23 = 0}.

Uloha 4.2.4. Ktoré z tychto podmnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru realnych
funkcii RR?

a) funkcie f: R — R s vlastnostou 2f(0) = f(1)

b) nezdporné funkcie

¢) funkcie f: R — R s vlastnostou f(1) =1+ f(0)

d) funkcie f: R — R s vlastnostou (Vz € (0,1))f(z) = f(1 — x)

e) ohrani¢ené funkcie f: R - R

f) spojité funkcie f: R - R

h) funkcie f: R — R také, Ze existuje konecna xlingo fx)

i*) funkcie f: R — R také, Ze existuje konefna alebo nekoneéna lim f(z).
T—00
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12 Linearna kombinAcia, linearna nezavislost

Uloha 4.2.5. Overte, ¢

a) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami,

b) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami stupiia najviac n,

¢) mnozina vSetkych polynémov péarneho stupiia,

d) mnozina vSetkych polynémov stupiia prave n

su vektorové priestory. S¢itovanie a nasobenie skalarom definujeme rovnako ako pre redlne
funkcie.

4.3 Linearna kombinAcia, lineArna nezavislost

4.3.1 Linearna kombinacia a linearny obal

4.3.2 Linearna nezavislost

Uloha 4.3.1. Dokaste, 7e vektory di,...,d, € V, kde n > 2, st linedrne zavislé prave
vtedy, ked niektory z nich je linedrnou kombinéaciou nasledujtcich.

Uloha 4.3.2. Nech a 5 s s lubovolné vektory z vektorového priestoru V nad polom R.
Potom (@, 8, 7] = [07+5,07 B,4).

Uloha 4.3.3. Nech M = {(z,y,2) € R3;2x + 3y + 52 = 0}. Ukaite, ze M je vektorovy
podpriestor R® a najdite vektory, ktoré ho generuji.

Uloha 4.3.4. P, ozna¢me mnozinu vietkych polynémov stupiia najviac n s realnymi ko-
eficientami. P,, je podpriestor vektorového priestoru vsetkych zobrazeni f: R — R. Plati
P,=1[1,x,...,2"]7

Uloha 4.3.5. Zistite, ¢i dané vektory st linearne zavislé v prislusnom vektorovom priestore:
a) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5) v R?,

b) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5), (1,127,3) v R3,

c) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z}
d) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3.

Uloha 4.3.6. Zistite, ¢i st nasledujice funkcie linedrne zavislé vo vektorovom priestore
vSetkych funkcii z R do R:

a) x + 1, 2%, 23,

b) 1, z + a, 2® + bx + ¢ (a, b, c mdzu byt lubovolné reélne ¢isla),

c*) 1, cosz, COSQ(%),

d) z, z(x — 1), x(z — 1)(x — 2),

e) 1, cosz, cos2zx.

Uloha 4.3.7. Ak a a, ﬂ, 7 su linedrne nezavislé vo vektorovom priestore V' nad polom R, tak
aj a4+ 6, a—+ 7, 6 + 4 s linedrne nezavislé. (Platilo by to aj vo vektorovom priestore nad
polom Z57)

Uloha 4.3.8. Mnozina {a} je linedrne nezavisla prave vtedy, ked @ # 0. Dva vektory &, E
st linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je nisobkom druhého (t.j. existuje ¢ € F
tak, Ze c.ad = E), alebo jeden z nich je 0.

Ak vektory @, E st linedrne nezavislé, tak a, 5 ,7 st linedrne zavislé prave vtedy, ked ¥ je
linearna kombinécia vektorov &, 5.

Uloha 4.3.9*. Overte, Ze R je vektorovy priestor nad polom Q. Dokézte, Ze v tomto priestore
sual, V2 a /3 linedrne nezévislé.

12



KAPITOLA 4. VEKTOROVE PRIESTORY 13

Uloha 4.3.10. Nech @, 5 ,7 st TubovoIné vektory. Zistite, ¢i su tieto systémy vektorov line-
arne Z_z:a,vislé:_’ . . . . .

a) a,B,d+p,7,b) dp,0,c) a,d,p,5,d d+p+75,d+8,d+7,6+7.

Uloha 4.3.11. Néjdite 4 vektory v R? tak, aby kazdé dva z nich boli linearne nezéavislé.

Uloha 4.3.12. Nech vektory @1, ..., @, si linedrne nezavislé vektory v nejakom vektorovom
priestore nad polom R. St aj vektory &y, @1 +2ds, ..., 01 +2d5+. ..+ nd, linedrne nezavislé?

4.4 Baza a dimenzia

Uloha 4.4.1. Viete povedat, na ktorom mieste predchadzajticeho dékazu sme vyuzili, ze V
je koneénorozmerny?

Uloha 4.4.2. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v R3:
a) (17273)7 (1,'273)7 (172,'3)

b) (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1)

¢) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1).

Uloha 4.4.3. Zistite, ¢ dané vektory tvoria bazu v Z3:
a) (1,2,3), (2,3,4), (0,3,1)
b) (1,0,0), (0,1,2), (2,1,3)
c) (0,1,2), (3,0,1), (1,0,2).

Uloha 4.4.4. P, ozna¢me priestor vietkych polynémov stupiia najviac n. Overte, ze d(P,) =
n+lazel,z—1,...(x —1)" je baza tohoto priestoru.

Uloha 4.4.5. Uréte dimenziu priestoru [d, E, 4], ak @ = (1,3,2,1), 5 = (4,9,5,4) a ¥ =
(3,7,4,3).

Uloha 4.4.6. Ak sa to da, dopliite dané vektory na bazu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,1,2), (2,1,3) v R3,

b) 22 — 1,22 + 1 v priestore polynémov stupiia najviac 3,

c) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z2.

Uloha 4.4.7. Ak kazdy z vektorov 51, ceey Ek je linedrnou kombinaciou vektorov ay, . . . , @m,
tak ([, .., By]) < ([, ., dm]):

Uloha 4.4.8. Overte, ze mnozina S = {f: R — R : (Ja,b € R)(Vx € R)f(x) = ax + b} je
podpriestor priestoru vSetkych funkcii z R do R. Néjdite funkcie g, h € S také, ze S = [g, h].

Uloha 4.4.9. Zistite, ¢i S = {f: R — R; f(z) = az® + bx + ¢,a,b,c € R} je vektorovy
podpriestor priestoru realnych funkcii. Ak &no, najdite, g1, g2, 93 € S také, ze S = [g1, 92, 93]

Uloha 4.4.10. Najdite bazu pre kazdy vektorovy podpriestor z tlohy 4.2.3.

4.5 Linearne a direktné sucty podpriestorov

Uloha 4.5.1. Zistite! d(U), d(V), d(U + V), d(U N V), bazu U + V a bézu U NV
a) v R? pre U = [(2,5)], V = [(1, 3)]

ITato tilohu budeme riesif neskor, ked sa (v ¢asti 5.2) naué¢ime jednoduchy spdsob ako najst dimenziu a
bazu daného podpriestoru R". Zaradil som ju vSak sem, pretoze suvisi s témou tejto podkapitoly.
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14 Linearne a direktné sii¢ty podpriestorov

b) v R3 pre U = [(1,2,3),(-1,2,3)], V = [(2,1,4), (-2, 1,4)]

¢) v R* pre U = [(1,0,1,0),(1,0,0,1)], V = [(1,1,1,0),(1,0,1,1)]

d) v R* pre U = [(1,2,3,4),(1,1,1,1),(4,3,2,1)], V = [(1,1,0,0), (0,0,1, 1), (1,0,0, 0)].
[3)1,1’270; b)2727371 C)2727371; ) ) 74)1}

Uloha 4.5.2. Nech T = [(1,3,2), (2,1, 3), (3,4, 0)] je podpriestor (Zs)?3. Existuje podpriestor
S taky, ze (Z5)® = T @ S? Ak ano, najdite ho! Je tento podpriestor jednoznac¢ne urcéeny?

Uloha 4.5.3. Nech S # T st dva podpriestory vektorového priestoru F2 nad polom F a
d(S) =2, d(T) = 2. Dokézte, ze d(SNT) > 1.

Uloha 4.5.4. Dokézte, 7e ak €1, . . ., €, je baza vektorového priestoru V, tak V = [61]®... D
(€.

14



Kapitola 5

Linearne zobrazenia a matice

5.1 Matice

Uloha 5.1.1. Overte, Ze matice typu m x n nad polom F (spolu so s¢itovanim matic a
nasobenim matice skaldrom) tvoria vektorovy priestor nad F'.

Uloha 5.1.2. Dokazte, 7e diagonalne matice tvoria podpriestor vektorového priestoru viet-
kych matic typu n x n.

Uloha 5.1.3. Nech matice A a B st rovnakého typu. Dokézte, ze potom (A+B)T = AT+ BT
a (AT)T = A. Comu sa rovné (c1 A + c2B)1?

Uloha 5.1.4. Dokézte, Ze

a) mnozina vSetkych symetrickych matic typun x n a

b) mnozina vSetkych antisymetrickych matic typu n x n

tvoria podpriestory vektorového priestoru vSetkych matic typu n x n. Je vektorovy priestor
matic typu n x n direktny stcet tychto podpriestorov?

Uloha 5.1.5. Dokaste, 7e kazda §tvorcova matica sa da napisat ako stcet symetrickej a
antisymetrickej matice. Je vektorovy priestor vsetkych matic typu n x n direktnym stctom
priestorov z tlohy 5.1.4.

5.2 Riadkova ekvivalencia a hodnost matice

Uloha 5.2.1. Najdite redukované trojuholnikové matice riadkovo ekvivalentné s nasleduji-
cimi maticami a) nad polom R b) nad polom Z5

(i) (41 (i)

341 411 1123

Uloha 5.2.2. Ak sa to da, doplitte dané vektory na bazu vektorového priestoru (Zs)*:
a) (1,2,0,0), (3,4,0,1)

b) (1,2,3,4), (1,1,1,1), (3,2,1,0)

C) (2737471)7 (3727471)7 (0727372)
d) (1,3,1,4,), (3,10,4,3), (2,3,1,1)

Uloha 5.2.3. Zistite, ¢i nasledujtce matice tvoria bazu vektorového priestoru vietkych matic
typu 2 x 2 nad polom R:

a) (51), (38), (¥2),(33) D) (33),(13),(31).(55)

15



16 Linearne zobrazenia

Uloha 5.2.4. Zistite, ktoré z danych vektorov patria do podpriestoru [(1,4,1,0),(2,3,-2,-3),
(0,2,—5,—6)] priestoru R*: a) (4,11,-3,-3), b)(1,0,11,12), ¢) (3,0,4,1), d) (1,-1,2,-2).

vo vektorovom priestore R* nad polom R, ak

Uloha 5.2.5. Zistite, & [ﬂl,ﬁg] [71, Y2, Vs3]
1,0,1), f1 = (1,1,5,1) a By = (—1,1,6,—2).

’71 - (17 1557 1)7 - (150725 1)7 V3 = (
Uloha 5.2.6. Zistite hodnosti matilco 0
10-12 3 913 _924 13 5 —1
(%3123*8) 00 30 1 oL (472517) 2-1-3 4
00230 0000 7 00 .1 2-11 8 2 2 o

Uloha 5.2.7. Upravte danti maticu nad polom R na redukovany trojuholnikovy tvar a uréte
hodnost matice

43—
3-1325 1305 0 —1
G733 (32ih) (Geimnn) (45
33 —d-d 75141 391150 —1 a3l
Uloha 5.2.8. Uréte hodnost danej matice v zavislosti od parametra ¢ € R
1 ¢ —-12 3 2 ¢ 2 2c¢+1 0 2c¢+1 0
A= (2 -1 ¢ 5) (1 -13 7c> (2 c—1 2c> (4 c—1 2c)
110 —-61 2301 c ¢ c¢ c ¢ ¢
Uloha 5.2.9. Zistite, ¢ priestor [(2,4,4,2,4),(3,1,1,2,2),(4,3,3,2,0)] je podpriestor priestoru
[(1,1,0,1,4),(2,1,3,3,1),(3,2,1,1,3)] a) nad Q, b) nad Zs, c) nad Zr.
Uloha 5.2.10. Zistite, ktoré z danych matic st navzajom riadkovo ekvivalentné:
(231) (131) (031) (301) (101) (321)
433)(243)(203)(032)(0o11) (421
124)\312/\112/\103/\213/\101

Uloha 5.2

11. Najdite bazu daného podprlestoru a urcite jeho dimenziu:
a) [( y 4y 5_1) (07 5271)5(170517_1)7( ) a 67 3))( ) 57170)]VR47

1,1,0 1
b) [(172a270a1)7(1a270a172)a(172a727 ,O)] VRS
C) [(1’ 27 2)07 1)’ (172)07 1) 2)7 (1) 27 37 1)0 ] v Zg
d) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1,0)] v Z3

Uloha 5.2.12. Zistite, pre aké hodnoty parametra ¢ st dané vektory linedrne zévislé
a) (71, 07 71)7 (2a ]-7 2)7 (1a ]-7 C) v RS;

b) (1,1,3), (2,1,2), (c,0, —c) v R?;

c) (2,0,-1), (3,2,0), (1,-2,¢) v R3.

Uloha 5.2.13*. Ur¢ite hodnost matice:

1 a1 a% ... a?
1 a2 ag ..oay
1 an, a2 ... ao
2 3
1ant1 agyy - apy
ak viete, Ze a1, ..., an+1 SU navzijom rozne redlne &isla (t.j. a; # a; pre vsetky i # 7).

5.3 Linearne zobrazenia

Uloha 5.3.1. Néjdite maticu linearneho zobrazenia f: R? — R?, pre ktoré plati:
a) f(2,0,3)=(1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,—-2,1), f(3,1,2) = (1,-1,1,-1),

b) f(2,0,3) = (1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,—-2,1), f(2,-1,4) = (-1,1,-1,2),

C) f(270a3) = (1a 27 7]-7 1)7 f(4a 175) = (475a 72; 1)7 f(2a 71a4) = (1a 71; ]-7 71)
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KAPITOLA 5. LINEARNE ZOBRAZENIA A MATICE 17

Uloha 5.3.2. Najdite maticu linearneho zobrazenia f: (Z7)? — (Z7)? a napiste jeho predpis.
a) f(1,1) =(0,1), f(6,1) = (3,2)
b) f(2,3) = (1,0), f(3,2) = (6,1)

Uloha 5.3.3. Najdite maticu linearneho zobrazenia f: R* — R* takého, Ze:

a’) f(172’37 1) = (1’371’0)7 f(271’370) = (071’37 1)7 f(3’271’0) = (170’370)7 f(2’273’4) =
(3,1,0,4)

b) f(1,2,3,4) = (0,0,0,0), f(2,1,3,1) = (1,0,3,1), £(0,1,2,0) = (2,0,1,0), f(1,0,3,1) =
(2,1,3,1)

C) f(oﬂ ]‘7 1’ ]') = (170’07 0)7 f(1’07 1’ ]') = (07 1’07 0)7 f(lﬂ ]‘70’ ]') = (07 0’ ]‘70)7 f(lﬂ ]‘7 1’0) =
(0’07 0’1)

Uloha 5.3.4. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F. Dokézte, Ze zobrazenie
iV - W je linedrne prave vtedy, ked pre kazdé 0'2,5 € V a pre kazdé ¢,d € F plati
fled +dB) = cf (@) + df (B)-

Uloha 5.3.5. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linearne
zobrazenie. Ak @&j,...,d, st linedrne zavislé vektory, tak aj f(di1),..., f(&,) st linedrne
zévislé vektory.

Uloha 5.3.6. Nech f: V — W je linearne zobrazenie z vektorového priestoru V' do vekto-
rového priestoru W nad polom F. Dokazte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V, tak f[S] = {f(&); & € S} je podpriestor vek-
torového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~1(T) = {@ € V : f(@) € T} je pod-
priestor vektorového priestoru V.

5.4 SU¢in matic

Uloha 5.4.1. Dokézte:
a) (AB)T = BT AT
b) Ak A je symetrickd matica, tak aj A™ pre kazdé n € N je symetrickd matica.

Uloha 5.4.2. Vypoéitajte A2 +2AB+ B2, A2+2BA+ B?, A’ + AB+ BA+ B2, (A+ B)?,
ak A= (g1) B=(37)
1 2 3
Uloha 5.4.3. Vyratajte E.A a A.E pre A = ( 10 —1) aa) B = ((1> 1 (1)) b) E = (5 2 8)
“1-21 001 001
10 -3
c) E = (§ (?) é) d) E= (85 0 ) Vedeli by ste nijst riadkovii/stipcovii operéciu, pomocou
ktorej dostaneme z matice A maticu E.A resp. A.E? (Viac sa o suvise nasobenia matic a
elementarnych riadkovych/ stipcovych operécii mézete dozvedief v podkapitole 5.6).

Uloha 5.4.4. Pre stvorcovti maticu C typu n x n budeme vyraz Tr(C) = >__, ¢y, nazyvat
stopa matice C.

Ukézte, ze ak A, B st matice typu n x n nad polom F, tak platia rovnosti Tr(A) = Tr(A)T
a Tr(AB) = Tr(BA).

Zistite, ¢i pre lubovolné matice A, B, C typu n x n platia vztahy Tr(ABC) = Tr(CBA)
a Tr(ABC) = Tr(ACB). (Svoje tvrdenie zddvodnite!) Ak niektory z tychto vztahov neplati,
bude platit za dodato¢ného predpokladu, matica A je symetrick4?

Uloha 5.4.5. Nech C' = AB, kde A, B sti matice. Musi potom platit Vo C V4?7 Musi platif
Ve € Vp? Musti platit Va4 C Vi, Vg C Ve? (Svoje tvrdenie zdovodnite, t.j. dokézte, alebo
najdite kontrapriklad.)
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18 Inverzni matica

Uloha 5.4.6. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokazte, Ze
h(AB) < h(A). Dokazte, ze ak n = k a B je reguldrna, tak h(AB) = h(A).

Uloha 5.4.7. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokazte, Ze
h(AB) < h(B). Dokézte, ze ak m =n a A je reguldrna, tak h(AB) = h(B).
5.5 Inverzna matica

Uloha 5.5.1. Néjdite inverznt maticu k danym maticiam nad R:

(i é)(%ié 88%)(88%)(6?%)(3%%) 0 2 V8 ) Vgsledk
121/ \312 101/ \2-13/\101 01 V3 yeeRy:

00 1
11 0
IEER
-1 -1
Uloha 5.5.2. Nech f: (Z5)* — (Zs)* je linedrne zobrazenie také, ze f(1,2,3,1) =

)(
1
3 -1
(2’ 071’0)7
£(0,2,3,1) = (1,2,0,3), f(1,0,3,4) = (3,2,1,0), f(4,1,3,2) = (2,3,1,1). Najdite maticu
zobrazenia f~1.

|

|
[N

|

1
1

BRI Do

o
N
N
Neo N|—
NN
[N |
[N
=W

Uloha 5.5.3. Zistite, ¢ (é (1) ?) je reguldrna a) nad Zs b) nad Zs, ak dno, ndjdite inverzni.

Uloha 5.5.4*. Vypoditajte A~ B a B~ A. Sktste to urobif bez vypoctu A~! resp. B~1.
A=(%83) B= (5 i -11)
112 0-1 2

Ako skusku spréavnosti mozete vyskasat, ¢i po vyndsobeni vysledku zlava maticou A (resp.
B) dostanete maticu B (resp. A).

5.6 Elementarne riadkové operacie a sii¢in matic

5.7 Sustavy linearnych rovnic

5.7.1 Homogénne sustavy linearnych rovnic
5.7.2 Gaussova eliminaéna metéda

5.7.3 Frobeniova veta
Uloha 5.7.1. Néjdite vietky riesenia danjch ststav rovnic nad polom R:

r1 —x2 +2x3 —3xy4 =1 T1twy =1
r1t+r2t+xs =4
T2 —T3 +xry =-3
_ To + T3+ x4 = —3
T1 1372 —3z4 1 T3+ T4 +T5 =2
_ 3 4 5 =
—Try +3x3 x4 =3 vt ze =1
3r1 —2x9 +bx3 x4 = 201 +Tx9 +3x3 +x4 =5
201 —3x2 +x3 +dry = -3 r1 +3x2 +x3 +dxry =
xr1  +2x9 —4z, = -3 r1 +bxre —9x3 +8xry =1
X1 —r9 —4r3 494 =22 5r1 +2x0 +4x3 +dxry =12
2x =5y +3z +t =5 r +2y +42z =3t =0
3z =7y +3z -t =-1 3z +5y +6z -4t =
5z —9y +6z +2t =7 dr +by -2z 43t =0
4 —6y +3z +t =38 3x +8y +24z -—19t 0
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KAPITOLA 5. LINEARNE ZOBRAZENIA A MATICE 19

Uloha 5.7.2. Rieste v Zs ststavu uréent maticou:
11031 31221
12402 44210
213413 01241
30444 21123

Uloha 5.7.3. Rielét% v |sf%stauvu uréend maticou:

3 -2 1 |11 12-3]1 1-21 |0 14
(11—37) i’fol 21|72 (—13—2|3)(41—1|2)(1—3

11 —4 —3 | 10 2171}77 0 5-5|4 12 410 2 1

Riesenie: a) nem4 riesenie, b) (1,2,3) ¢) (t — 2,t +2,1),d) (32, £, -2), e) (¢, 2¢,1)

Uloha 5.7.4. Rle Zr stustavu urcent maticou:

Ste v
10115 101]0 21414 12131
01116 21031 13315 21232
312310 31115 415116 31111
03614 01236 23142 06533

Uloha 5.7.5. Mozete si vymyslief kopec vlastnych ststav. Staci najprv zvolit riesenie, koefi-
cienty a dorédtaf pravé strany. Skiste vymyslief aj také ststavy, ktoré nemaji rieSenie alebo
maju viac nez jedno riesenie.

241112 12324
33321 231113
14211 43132
4203]2 34321
R
1

o::»—lo::»—A(-D

Uloha 5.7.6. N4jdite realne ¢isla a, b, ¢ tak, aby graf funkcie f(x) = az?+ bx + ¢ prechadzal
bodmi (1,2), (-1,6) a (2,3).

g

Uloha 5.7.7*. O stistave n rovnic o n nezndmych nad polom R vieme, Ze jej koeficienty
12 3|4

tvoria aritmetickd postupnost (ako napriklad pre maticu [ 5 6 7 | 8 |) a Ze tato ststava m4a
91011 | 12

jediné riesenie. Najdite rieSenie stustavy.

5.8 Jadro a obraz linearneho zobrazenia

Uloha 5.8.1. Najdite bazu obrazu a bazu jadra linedrneho zobrazenia f: (Z5)* — (Zs)*
s danou maticou. V ktorych pripadoch je toto zobrazenie surjektivne a v ktorych injektivne?

3122 2411 1234
4321 3332 2314
0124 1421 4321
2012 4203 3412

Uloha 5.8.2. Najdite linedrne zobrazenie (ak také existuje), ktoré je prosté a spliia pod-
mienky:

a) f(1,0,1)=(2,2,1), f(1,-1,1) =(1,2,-2), f(0,1,—2) = (0,—1,2),
b) f(1,0,1) = (2,2,1), f(1,-1,1)=(1,2,-2), f(1,1,1) = (3,2,4),
c) f(1,0,1) = (2,2,1), f(0,-1,2) = (0,1,1), f(1,1,-1)=(2,3,2)

ak také existuje), pre ktoré: f(3,2,3) =

Uloha 5.8.3. Najdite linedrne zobrazenie f: R? — R
3,0). Urcte bazu a dimenziu jeho jadra a

t
(5,-3,-2), f(0,2,1) = (2,0,-2), £(3,0,3) = (3,—
obrazu.

Uloha 5.8.4. Nech f: V — V je linearne zobrazenie. Ako f2 budeme oznacovat f o f.
Dokézte

(a) Ker f2 D Ker f,
(b) Im f? C Im f,
(c) f2=0< Kerf D Imf.

~—

5.9 Hodnost transponovanej matice
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Kapitola 6

Determinanty

6.1 Motivacia
6.2 Definicia determinantu

6.3 Vypocet determinantov

6.3.1 Laplaceov rozvoj

6.3.2 Vypocet pomocou riadkovych a stlpcovych operacii

6.4 Determinant sucinu matic

6.5 Vyuzitie determinantov

6.5.1 Vypocet inverznej matice

6.5.2 Cramerovo pravidlo

-2 3 —3-1||-23 —2-1| =23 —1-1
Uloha 6.5.1. Vypocitajte determinanty: | § 72 3 2 122 ]
T -1-1-2/l0 1 1 -1llo 1 —1-1

Ak existuje inverzna matica, aky bude jej determinant. Vysledky (bez zaruky): 0,8,8.

. 3401 1141 1211

Uloha 6.5.2. Vyrieste v Zs pomocou Cramerovho pravidla: (1 12| 1) (0 122 (0 11] 1)
1]0 1033 2132

Uloha 6.5.3. Pomocou Cramerovho pravidla rieste:
xr1 +dxre +4x3 +3x4 =1 r1 +2x9 4x3 =1
201 —x9 23 —x4 =0 201 4192 —x23 =0
(Navod: Skuste zvolit x3, x4 za parametre.)

Uloha 6.5.4. Uréte determinanty danych matic. Viete na zéklade vysledku uré¢it ich hod-

nost?
I 2c¢c-1 1 1lc—1] |2cH+1 0
c—21 0 c—21 0 2 c—1 2¢
¢c 1 0 01 ¢ 11 1

Uloha 6.5.5. Najdite inverznti maticu k maticiam z tilohy 5.5.1 pomocou determinantu.
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KAPITOLA 6. DETERMINANTY 21

Uloha 6.5.6. Vyp0c1tajte inverznil maticu:
1110 111
1101 1334
1011 149 1
0111 1827 —1
1 a af .. a?
as ag ... ay
Uloha 6.5.7*. |: : : - : |=?
1 an ai —.oan
lant: ai+1 e G
[Vysledok by mal byt IT  (a; — @), t.j. sGéin vyrazov tvaru a; — a; pre vietky i < j.]
1<i<j<n+1
21 0 0 .0
12 1 0 .0
01 2 10
Uloha 6.5.8*. D, =|.. . . . |=?
0.0 0 1 21
0. 0 0 12
at+b ab O 0 0
1 a+b ab 0
0 1 a+bd ab .. 0
Uloha 6.5.9*. D, =| . . . . . =7
(-) 0. 1. aJ.rb ab
0 .. 0 0 1 a+b
nl1..1
Uloha 6.5.10*. D, = |1 » 1 11 =?
i1
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Dodatok A

Delenie so zvyskom

22



Dodatok B

Komplexné éisla

B.1 Definicia komplexnych c¢isel, algebraicky tvar kom-
plexného cisla

Uloha B.1.1. Overte, ze plati (pre lubovolné z, 21, zo € C)

z je realne

z je rydzoimaginarne

B.2 Geometricka interpretacia komplexnych ¢éisel, goni-
ometricky tvar, Moivrova veta

B.3 Riesenie rovnic v komplexnych ¢islach

B.3.1 Kvadratické rovnice s realnymi koeficientmi

B.3.2 Binomické rovnice

B.4 Zopar dalsich veci stuvisiacich s komplexnymi ¢is-
lami

Uloha B.4.1. Vypocitajte

a) (3+2i)+(2—4) b) (1+i)+(1—14) c) (1+3i)+ (V3+1)
d) (3+2i).(2—4) e (1+4).(1—4) ) (1+3i).(vV3+1)
e) 3+2i)—(2—i) f)(1+i)—(1—i) g) (1+3i)—(V3+1i)
h) 3+20)/(2—i) 1) (1+)/(1—3) ) A+V3)/(V3+1)

Uloha B.4.2. Overte vypoétom, 7e pri oboch uzatvorkovaniach vyrazu (14 2i)(1 —1i)(2 — 1)
dostaneme ten isty vysledok.
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24 Zopar dalsich veci stivisiacich s komplexnymi &islami

Uloha B.4.3. Overte, Ze pre s¢itovanie a nasobenie komplexnych ¢isel plati distributivnost.

Uloha B.4.4. Overte, ze pre komplexné ¢isla plati trojuholnikova nerovnost |z; + zo| <
|z1| + |22]. Co predstavuje tato nerovnost geometricky?

Uloha B.4.5. Vieme, Ze na realnej osi predstavujii riesenia nerovnice |z — a| < r interval
(a —r,a+7) (pre a,r € R ar > 0). Aky geometricky tGtvar v komplexnej rovine tvoria
komplexné ¢isla vyhovujice podmienke:

a) |z — zo| <,

) |2 — 2| =,

a) |z — zo| <,

kde zp je dané komplexné ¢islo a r je dané kladné realne ¢islo?

Uloha B.4.6*. Ak 21,25 € Car € R, r > 0, aky geometricky ttvar tvoria body zodpove-
dajice komplexnym ¢islam s vlastnostou |z — z1| + |z — 22| = 7?7 Nadrtnite ho pre 21 =0 a
29 =3+ 21.

Uloha B.4.7. N&jdite goniometricky tvar danych komplexnych ¢isel:

a)1—i;b) V3+ijc) —i;d) 2414 e) (1+4)(1— 1)

Uloha B.4.8. Vyrieste rovnice:

a) 2?2 —4r+13=0b) 422 +42+2=0c) 22— 62 +13=0d) 22+22+50 =0e) 22 +2+1=10

Uloha B.4.9. Vyrieste rovnice:

a) 22 =180 14 35p) 6 =) 2 +ivB=-1;d) 2t =1+

Uloha B.4.10. Vyrieste rovnice:
a) 2 —(14+2)z—-3+i=0b)a?—-22+1-2i =0c) 22— (4+3i)z+1+5i =04d)
22 -3(1+d)z+5i=0e) 2+ (1 +i)z—4i=0

Uloha B.4.11. Rieste rovnice:
a) 23 —iz? +42—4i=0b) 2t +22+1=0¢) 2° — (3 +2i)2? + 2(1 + 3i)r —4i = 0 d)
23— 222 —x+2i=0

Uloha B.4.12. Rieste ststavy (mozete napr. pouzit Gaussovu elimina¢ni metédu, vyratat
inverzni maticu, pouzit Cramerovo pravidlo):

144 1—i | 1 1+i —i | 0 i 110 —14i 2—i | 144
1 -1 14 i —1]1 11—i| 2 —142i 3—2i | 1—i

A\ 6 )
Uloha B.4.13. Najdite vietky = € R, pre ktoré plati (}j—;) = 3440

24



