Cvicenie 3 - homomorfizmy, izomorfizmy

Na pripomenutie: Homomorfizmus f: (G, o) — (H, *)

f(g1092) = f(g1) * f(g2)

Bijektivny homomorfizmus voldme izomorfizmus (injektivny homomorfizmus
voldme monomorfizmus, surjektivny monomorfizmus voldme epimorfizmus).

Ak existuje epimorfizmus f: (G,*) — (H,o), tak hovorime, ze grupa H je
homomorfnym obrazom grupy G.

Uloha 1. Zistite, ¢ st grupy G a H izomorfné: a) G = (R\ {0}, ) x (R\ {0}, ),
H = (C\{0},-)

b) G = (Zﬁ’@)a H= (Z2 X Z37@)

c) G = (R\{0},-), H=(Q\{0},-)

d) G=(Z x Zs,+), H=(Z,+) (S¢itovanie v Z X Zy chidpeme tak, Ze na prvej
suradnici pouzivame obvyklé séitovanie a na druhej s¢itujeme modulo 2, t.j. tak
ako sme definovali priamy sGéin grup.)

Uloha 2. Zistite, ¢i st grupy G a H izomorfné a ¢ je grupa H homomorfnym
obrazom grupy G. Svoju odpoved zddvodnite!
a) G = (R, +) x (R,+), H = (C,+)

b) G =(Q,+), H = (R, +)
c)G=(Q,+), H=(Q",)

d) G = (C\{0},-), H = (R\{0},")
e) G=(Q+), H=(Q\{0},")

Uloha 3. Zistite, ¢ st grupy G a H izomorfné a & je niektora z nich homo-
morfnym obrazom druhej. Svoju odpoved zdovodnite!

a) G=(R,+), H=(R",")

b) G = (R\{0},-), H = (R",")

C) G = (Z4,@), H = (ZQ X ZQ,@)

Uloha 4. N4jdite izomorfizmus medzi (C\{0},) a (G,-), kde G = {( %, %) ;a,b €
R, (a,b) # (0,0)}; operdcia na G je obvyklé ndsobenie matic. (O (G,-) vieme

z minulého cvidenia, Ze je to grupa. Vedeli by sme zdovodnif, Ze je to grupa,

s pouZitim izomorfizmu najdeného v tejto tlohe. Alebo obratene, ak vieme, Ze

G je grupa, mohli by sme tento fakt pouZif spolu s existenciou izomorfizmu na

zdovodnenie toho, ze (C\ {0},-) je grupa?)

Uloha 5. Nech (G, o) je grupa. Je zobrazenie g — g~ ! izomorfizmus z G na G?

Ak nie, vedeli by ste definovat bindrnu operéciu x na G, tak, aby toto zobrazenie
bol izomorfizmus grip (G, o) a (G, *)? Je uvedené zobrazenie izomorfizmom, ak
G je komutativna?

Uloha 6. Nech f: G — H je homomorfizmus griip. Dokazte:
a) Zobrazenie f je surjektivne préve vtedy, ked Im f = H.
b) Zobrazenie g je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {e}.



