Cvicenie 8 — Okruhy, idealy, faktorizacia

Na pripomenutie: Veta o izomorfizme plati pre okruhy v rovnakom zneni ako
pre grupy (iba normaélne podgrupy sa nahradia idedlmi). T.j. ak f: Ry — Rs je
surjektivny okruhovy homomorfizmus, tak Ker f je idedl a R;/Ker f = Im f.
Ak R je komutativny okruh s jednotkou a I je ideal v R, tak:

e R/I je pole préave vtedy, ked I je maximélny ideal.

e R/I je oborom integrity prave vtedy, ked I je vlastny prvoidedl.

e Kazdy maximalny idedl je prvoideal.

Uloha 1. Nech F je pole a I # (). Nech Dokazte, Zze v okruhu F! je kazdy ideal
tvaru M, = {f € FL; f(p) = 0}, kde p je nejaky prvok z I, maximalny. (Hint:
Je faktorovy okruh polom?)

Uloha 2. Ak pre kazdé n € N je I,, ideal v okruhu R a navyse plati I,, C 1,1,
tak aj zjednotenie | J;=, I; je idedl v R.

Uloha 3. Okruh R sa vola boolovsky okruh, ak pre kazdé a € R plati a® = a.
Dokézte, ze kazdy boolovsky okruh je komutativny. (Boolovskym okruhom je
napriklad okruh (P(X), A,N) z minulého cvi¢enia.)

Uloha 4. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Dokéazte, Ze v iom plati

binomicka veta .
n
a+b)" = x akpnk,
@ =3 (})

Uloha 5. Nech R je lubovolny komutativny okruh s jednotkou a a € R. Po-
tom mnozina {ax;x € R} je idedl v R, ktory obsahuje prvok a. Tento ideal
oznacujeme (a) a takéto idedly nazyvame hlavné.

Uloha 6. Zistite, s akymi okruhmi st izomorfné okruhy Zgo/(15), Zeo/(20),
Zeo/(12).

Uloha 7. Zistite, ¢i dané idealy v okruhu Z[i] = {a + bi;a,b € Z} (s obvyklym
s¢itovanim a nésobenim komplexnjch ¢isel) st maximaélne idedly/prvoidedly.
a) (14+1i) ={(1+1i)z2€C}

b) (2) = {22;2 € C}

) (2+4) ={(2+1i)z2ze€C}

Uloha 8. Ak Iy, I, st idedly v okruhu (R, +, ), tak aj
a) 1+ Ir={a+bjacl,be I} jeidedl v R.
b) I.1I5 = {a1b1 4+ -4 apby;n €N,a;,b; € R} je idedl v R.

Uloha 9. Nech (G, ) je cyklickd grupa, a je jej generator, t.j. G = [a]. Ak
definujeme operéciu - ako a* - a! = a*! (pre Tubovolné k,l € Z), tak (G, *,")
je okruh. Viete povedat (v zavislosti od rddu generatora a) s akym okruhom je

tento okruh izomorfny?



