Priklady na polynémy II

Ulohy z tohoto cvienia by mali zahffiaf uz vietky zostavajtce typy tloh o po-
lynémoch, aké by sa mohli vyskytnit na pisomke.

Prvok ¢ € F sa nazyva koretiom polynému F[z], ak f(c) =0 (po dosadeni ¢
do polynému dostaneme 0.) Ak pracujeme s polynémami z F[z], tak ako korene
mozeme uvazovat aj prvky z nejakého nadpola Fy 2 F. (Lebo F[z] C Fi[z] —
ak st vSetky koeficienty z F, tak sti¢asne patria aj do nadpola Fj.)

Na minulom cvi¢eni sme videli, Ze ¢ je korenn f(z) prave vtedy, ked f(x) =
9(@)(@—0) (t]. ked z—c | f(x)). Ak plati f(z) = g(z) (r—)* (6. (x—c)* | (2)),
hovorime, Ze ¢ je k-nasobny koren f(x).

Ireducibilné prvky okruhu F[z] sa nazyvaju ireducibilné polyndmy. Kazdy
polyném f(z) = apz™ + an_12""1 + .-+ + ap sa da jednoznaéne rozlozit ako
f(x) = app1(x)...pa(x), kde p; ...p, st ireducibilné normované (=vedici ko-
eficient je 1) polyndmy. (Rozklad na ireducibilné polynémy nidm méze pomdoct
pri zistovani, ¢ je jeden polyném delitelny druhym, ako aj pri hladani najvic-
sieho spolo¢ného delitela.)

Kazdy polyném stupiia 1 je ireducibilny. V pripade, Ze f(x) ma rozklad na
polynémy stupna 1, hovorime o rozklade na koreriové cinitele

f@)=an(x —x1)(x —22) ... (T — T)

(prvky 1 ...z, st prave korene polynému f.)
V Clz] st jediné ireducibilné polynémy polynémy stupitia 1 — kazdy polyném
sa da nad C rozlozif na koretiové ¢initele.
V Rlz] mozu existovat ireducibilné polynému stupna 2, kazdy polyném
f(z) € Rlz] stuptia 3 m4 vSak redlny koreri.
n n
Formdina derivdcia polynému f(z) = 3 apz® je polyném Df(z) = > kapa®~!.
k=0 k=1
Pre polynémy z F[z], kde F je pole nekonecnej charakteristiky (napriklad C, R,
Q), plati: Polyném f nemd nésobné korene prave vtedy, ked (f(z), Df(x)) = 1.
Lubovolny polyném f(x) € F[z] sa pre dané ¢ € F d& vyjadrit v tvare b, (x—
)™+ -+ bi(x — ¢) + by, koeficienty b; st polynémom f prvkom ¢ jednoznacéne
urc¢ené. V pripade, Ze F' je pole nekoneénej charakteristiky (vysvetlime si na
cvi¢eni — zatial Vam staci vediet, Ze polia R, C, Q tuto vlastnost maja), tak
by = % (Taylorov rozvoj polynému — rovnaky tvar ako Taylorov rozvoj,
ktory poznate z analyzy.)

Uloha 1. Dokézte, ze ak ¢ = % € Q je koreni polynému f(z) = a,z™ +
ap—12"" 1+ +ag € Z]x] s celo¢iselnymi koeficientami, tak p | ap a q | ay,.

Uloha 2. Najdite vSetky racionalne korene danych polynémov (s pomocou
Hornerovej schémy a tvrdenia dokdzaného v predchadzajicej ilohe). Ak4 je ich
nasobnost?

a) f(x) =42t — 722 -5z — 1

b) f(z) = 242° + 102* — 23 — 1922 — 52 + 6

c) f(z) = 6z* +192% — 722 — 262 + 12



Uloha 3. Vypocitajte d(z) = ged(f(x),g(z)) a vyjadrite ho v tvare d(z) =

u(@)f (@) + v(w)g(z)

a) f(x) = 32° + 52t — 162° — 622 — 5w — 6, g(x) = 3o? — 42® — 22 — 2 — 2;
b) f(z) = 4a* — 223 — 162% + 52 + 9, g(z )*2x37x275:17+4;

) f(z) =a2* +62% +92% — 22— 9, g(x) = 23 + 42% + 22 - T;

d) f(x) =2 — 1, glx) = a® — 1

(Vysledky: a) u(z) = —32? + sz + 5, v(z) = 22® + 22 — 30— 3, d(z) =2+ 2
b) u(z) = — 251, v(z) = 2223 d(z) =z — 1

) d(z) =1, u(z) = 1/30(22% + 5z — 1), v(z) = —1/30(223 + 922 + Tx + 3))

Uloha 4. Dokézte, ze 2 + x + 1 | #3™ + 237! + 237+2 (v F[x] pre Tubovolné
pole F).

Uloha 5. Dokézte, ze 2 +x + 1 | 23™ + 237+ + 23942 v C[z]. (Vyuzite to, ¢o
viete o koretioch tychto polynémov.)

leoha 6. Rozlozit na korefiové ¢initele (nad C):

a) 2 — 622 + 11z — 6
b)a: +4,

c) xt + 423 + 422 + 1,
d)x — 1022 41,

xt — 423 + 4z — 1.

e)
Uloha 7. Rozlozif na st¢in ireducibilngch polynémov nad R:
a) 2% +4
b) 25 + 27

) xt + a3 + 42 + 1
d*) x?" — 22" + 2
e*) 24 —ax? + 1 pre a € (—2,2)

) 22" + 2" + 1.

Uloha 8. Dokazte: Ak a + bi je koreii polynému f(x) € Rlx] a b # 0, tak
22 — 2ax +a® + b2 | f(z).

Uloha 9. Néjdite vietky ireducibilné polynémy nad Zy stupiiov 2,3,4.

Uloha 10. N4jdite rozklad f(x) na ireducibilné polynémy v F[z].
a) f(z) =42t + 323 + 422 + 42 + 6, F = Zs

b) f(a:) = ],‘4 - 1, F = le

C) f(l‘) = CC4 — 1, F = Zlg

Uloha 11*. Nech f(x) € Z[z] je polyném s celo¢iselnymi koeficientami. Do-
kézte, Ze ak a + by/3 je koreni f(x), tak aj a — bv/3 je korenr f(x). Dokazte, Ze
podobné tvrdenie plati, ak ¢ nahradime Iubovolnym prirodzenym ¢islom, ktoré
nie je druhou mocninou prirodzeného d¢isla.

Uloha 12. Dokézte, Ze polyném f(z) = 1+ x + % + g—? + .+ %,L nema
viacnasobny korefi.



