Zadania prémiovych uloh

1. Nech o je binarna operacia na G také, ze:
a) o je asociativna
b) o mé lavy neutrdlny prvok e, teda existuje e € G taky, Ze e oa = a pre
kazdé a € G
¢) Kazdy prvok mé lavy inverzny prvok, t.j. ku kazdému a € G existuje
b € G také, ze ba = e (kde e oznacuje lavy neutrdlny prvok).
Dokazte, ze (G, o) je grupa. Ukazte na priklade, Ze mnozina s asociativnou
bindrnou operaciou, ktord mé lavy neutrdlny a pravy inverzny prvok este
nemusi byt grupa.

2. Ak * je asociativna bindrna operécia na G, tak hovorime, 7e (G, *) je po-
logrupa. Dokazte, ze konecna pologrupa, v ktorej platia zakony o krateni,
je grupa. Plati to aj pre nekoneéné pologrupy? (Dokézte alebo najdite
kontrapriklad.)

3. Nech G je grupa. Pre podmnoziny A, B C G oznac¢ime AB = {ab;a €
A,b e B}.
a) Nech A a B su podgrupy G. Dokazte, ze AB je podgrupa G prave
vtedy, ked AB = BA.
b) Najdite priklad grupy G a jej podgrip A a B takych, ze AB nie je
podgrupa G.
¢) Ak A, B st koneéné podgrupy G, tak |AB|.|AN B| = |A|.|B|.
d) Nech A, B, C st podgrupy také, ze A C C C AB. Dokézte C =
(AB)N (AC) = A(BNCO).

4. Dokazte, ze grupa A4 parnych permutacii 4-prvkovej mnoziny nema ziadnu
6-prvkova podgrupu. (Kontrapriklad ukazujtci, Ze neplati obratenie Lag-
rangeovej vety.)

5. Nech G je grupa.
a) Pre normalnu podgrupu H definujme relaciu R ako aRb < a~'b € H.
Dokézte, ze tato reldcia je kongruencia (definicia je v pozndmkach k pred-
naske). Dokazte, ze rozklad zodpovedajuci relacii R je prave rozklad G
podla podgrupy H.
b) Dokazte, ze ak R je kongruencia na G, tak [e]r je normélna podg-
rupa G. Navyse, rozklad urceny relaciou ekvivalencie R je prave rozklad
G podTa tejto podgrupy.
c) Overte, Ze priradenia medzi normalnymi podgrupami G a kongruen-
ciami na G z predchédzajuicich ¢asti tlohy st navzajom inverzné.

6. Nech G je grupa. Dva prvky = a y nazveme konjugované, ak existuje prvok
a € G taky, ze y = axa~'. V tejto tlohe budeme oznacovat, Ze = a y st
konjugované, ako x ~ y.

a) Dokéazte, ze relacia ~ (reldcia konjugovanosti) je relacia ekvivalencie na
mnozine G. Triedy tejto relacie ekvivalencie budeme volat triedy konju-
gécie.
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b) Dokéazte, ze podgrupa grupy G je normélna prave vtedy, ked je zjedno-
tenim niektorych tried konjugécie.

¢) Tvoria prvky, pre ktoré je trieda konjugécie jednoprvkova, podgrupu
grupy G? Je to norméalna podgrupa?

Budeme pracovat v grupe (S, o) vSetkych permutécii mnoziny {1,2,...,n}.
Hovorime, ze permutécie ¢, 1 maju rovnaky cyklovy typ, ak obe sa
daji zapisat ako sucin disjunktnych cyklov tak, Ze v oboch rozkladoch
st dizky cyklov presne rovnaké. T.j. vieme ich zapisat oak ¢ = o109 ... 0%,
at = ajoh...0}, kde 0; aj o st cykly a majt rovnaki dizku. (Napriklad
(12)(345) a (14)(235) maju rovnaky cyklovy typ.)

Dokazte, ze ¢, € S, maja rovnaky cyklovy typ prave vtedy, ak existuje
permutacia 7 € S, taka, ze 77! = . (V terminolégie z predoslej tlohy
to vieme povedaf tak, Ze ¢ a 1 st kongujované v grupe S,,.)

a) Dokazte, Ze v okruhu C(0, 1) je kazdy idedl tvaru M, = {f € C(0,1); f(p) =
0} pre p € (0,1) maximalny.

b) Dokézte, ze vSetky maximélne idedly v C'(0,1) maja takyto tvar.

Nech f(z) € Z|z] a plati f(a) = f(b) = f(c) = f(d) =55 a, b, ¢, d st
navzajom rozne celé ¢isla. Preco neexistuje k € Z také, ze f(k) = 87

Nech (R, +,-) je okruh s jednotkou. Ak existuje inverzny prvok vzhladom
na operaciu - k 1 — ab, tak existuje aj inverzny prvok k 1 — ba.



