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Sústavy lineárnych rovníc

De�nícia
Sústavou lineárnych rovníc rozumieme systém rovníc tvaru

a11x1 + a12x2+ . . .+ a1nxn = c1

a21x1 + a22x2+ . . .+ a2nxn = c2

. . .

am1x1 + am2x2+ . . .+ amnxn = cm

(1)

kde aij , ci ∈ F pre v²etky prípustné hodnoty indexov i a j .
Rie²enie sústavy lineárnych rovníc je n-tica (x1, . . . , xn) ktorá sp¨¬a
v²etky uvedené rovnice. Ak existuje aspo¬ jedno rie²enie sústavy
lineárnych rovníc, hovoríme, ºe táto sústava je rie²ite©ná. Skaláry
c1, . . . , cn nazývame pravé strany, aij sú koe�cienty a xi sú
neznáme.
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De�nícia
Maticu

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


nazývame matica sústavy (1).
Maticu

A′ =


a11 a12 . . . a1n c1
a21 a22 . . . a2n c2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn cm


nazývame roz²írená matica sústavy (1).
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Maticový zápis sústavy

A~xT = ~cT


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn



x1
x2
...
xn

 =


c1
c2
...
cm


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Veta
Ak roz²írené matice dvoch sústav lineárnych rovníc sú riadkovo

ekvivalentné, tak tieto dve sústavy majú rovnakú mnoºinu rie²ení.
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homogénna sústava = pravé strany sú nulové

Veta
Mnoºina v²etkých rie²ení homogénnej sústavy lineárnych rovníc

tvorí podpriestor priestoru F n.
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Homogénne sústavy lineárnych rovníc

x1 + c1,r+1xr+1 + c1,r+2xr+2+ . . .+ c1,nxn = 0

x2 + c2,r+1xr+1 + c2,r+2xr+2+ . . .+ c2,nxn = 0

. . .

xr + cr ,r+1xr+1 + cr ,r+2xr+2+ . . .+ cr ,nxn = 0

(2)

~γr+1 = (−c1,r+1,−c2,r+1, . . . ,−cr ,r+1, 1, 0, . . . , 0),

~γr+2 = (−c1,r+2,−c2,r+2, . . . ,−cr ,r+2, 0, 1, . . . , 0),

. . .

~γn = (−c1,n,−c2,n, . . . ,−cr ,n, 0, . . . , 0, 1).

(3)
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Veta
Vektory ~γr+1, ~γr+2, . . . , ~γn tvoria bázu priestoru rie²ení homogénnej

sústavy (2).

Dôsledok
Nech A je matica typu m × n a S je priestor rie²ení homogénnej

sústavy lineárnych rovníc s maticou A. Potom

d(S) = n − h(A).

Dôsledok
Homogénna sústava lineárnych rovníc s n neznámymi, ktorej matica

má hodnos´ n, má len triviálne rie²enie.
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Príklad(
1 1 1 | 0
1 0 1 | 0
0 1 1 | 0

)
∼
(

1 0 1 | 0
0 1 0 | 0
0 1 1 | 0

)
∼
(

1 0 1 | 0
0 1 0 | 0
0 0 1 | 0

)
∼
(

1 0 0 | 0
0 1 0 | 0
0 0 1 | 0

)
x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0.

Príklad
( 1 1 1
1 0 1

) ∼ ( 1 0 1
0 1 0

)
{(t, 0,−t); t ∈ R} = [(1, 0,−1)]
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Podpriestor rie²ení

Veta
Kaºdý podpriestor priestoru F n je mnoºinou rie²ení nejakého

homogénneho systému lineárnych rovníc.
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Príklad

x1 −2x2 +3x3 −4x4 = 4
x2 −x3 +x4 = −3

x1 +3x2 −3x4 = 1
−7x2 +3x3 +x4 = 3

 1 −2 3 −4 | 4

0 1 −1 1 | −3
1 3 0 −3 | 1

0 −7 3 1 | −3

∼ . . .∼
 1 0 0 0 | −8

0 1 0 −1 | 3

0 0 1 −2 | 6

0 0 0 0 | 0


x4 = t ⇒ x1 = −8, x2 = t + 3, x3 = 2t + 6.
Mnoºina v²etkých rie²ení: {(−8, 3+ t, 6+ 2t, t); t ∈ R}.
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Veta
Pre kaºdú maticu A nad po©om F platí h(A) = h(AT ).

A = (~α1 . . . ~αn)
A~xT = ~0T ⇔ x1~α1 + · · ·+ xn~αn = ~0

Veta (Frobeniova)

Nehomogénna sústava lineárnych rovníc (1) je rie²ite©ná práve

vtedy, ke¤ matica sústavy a roz²írená matica sústavy majú rovnakú

hodnos´, t.j.

h(A) = h(A′).
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Rie²enia homogénnej a nehomogénnej sústavy

Veta
Nech ~α je rie²enie sústavy lineárnych rovníc

A.~αT = ~γT (N)

a S je podpriestor pozostávajúci zo v²etkých rie²ení homogénneho

systému

A.~αT = ~0T . (H)

Potom T = {~α+ ~β; ~β ∈ S} je mnoºina v²etkých rie²ení (N).
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De�nícia

De�nícia
Nech V a W sú vektorové priestory nad po©om F a f : V →W je
lineárne zobrazenie. Potom jadrom lineárneho zobrazenia f

nazývame mnoºinu

Ker f = {~α ∈ V ; f (~α) = ~0}

a obrazom lineárneho zobrazenia f nazývame mnoºinu

Im f = {f (~α); ~α ∈ V }.
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Jadro a obraz

Tvrdenie
Nech V a W sú vektorové priestory nad po©om F a f : V →W je

lineárne zobrazenie. Potom Ker f je vektorový podpriestor priestoru

V a Im f je vektorový podpriestor priestoru W .

V = [~α1, . . . , ~αn]⇒ Im f = [f (~α1), . . . , f (~αn)]

Tvrdenie
Nech V s W sú vektorové priestory nad po©om F a f : V →W je

lineárne zobrazenie.

Zobrazenie f je injektívne práve vtedy, ke¤ Ker f = {~0}.
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Tvrdenie
Nech V a W sú vektorové priestory nad po©om F a f : V →W je

lineárne zobrazenie.

Zobrazenie f je surjektívne práve vtedy, ke¤ Im f = W.

Dôsledok
Lineárne zobrazenie f : V →W je izomor�zmus práve vtedy, ke¤

Im f = W a Ker f = {~0}.
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Veta
Nech V a W sú kone£norozmerné vektorové priestory a f : V →W

je lineárne zobrazenie. Potom

d(V ) = d(Ker f ) + d(Im f ).
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