SKALARNY SUGIN GRAM-SCHMIDTOV ORTOGONALIZAGNY PROCES
o

[e]
(e]e} 00000000
0000
[e]e]e}
[e]
[e]
000

FEuklidovské vektorové priestory
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Zo strednej skoly

=

(@, ) = arby + axby.

(@, ) = |a]|B] cos e,

&l = /22 + 33 = V@ a).
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Definicia

Definicia
Nech (V,+,-) je vektorovy priestor nad polom R. Potom
zobrazenie g: V x V — R sa nazyva skaldrny sicin na V, ak pre
[ubovolné @, € VaceR plati

(i) g(a.5) = &(5,q), )
(i) g(d+5.7) = 8(d 7) + (7. 7).

(ii) g(cd, ) = cg(d, B),

(iv) ak @ # 0, tak g(@, @) > 0.
Vektorovy priestor V spolu so skalarnym sii€inom g nazyvame
euklidovskym vektorovym priestorom.
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Definicia

—.

udeme pouzivat oznacenie (@, 3).

T.j. g je symetrické (i), kladne definitné (iv), a bilinearne (ii) a (iii).
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Priklady
Priklad
R" s obvyklym scitovanim a skalarnym nasobkom
Pre vektory & = (a1,...,an) a = (b1,..., bn) definujeme

O_Z ,g Zakbk

V pripade R? alebo R? dostavame skalarny stcin ako ho poznate zo
strednej skoly.
Vlastnosti z definicie skalarneho sicinu sa overia pomerne
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Priklad
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Priklady

=

(d,B) = a1by + ay1by + axby + 2a2b

je skalarny sacin na R? .
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Priklady
Priklad
Vseobecnejsie:
by
- b2
g(Oé, ) = (31 an)C : )
b
n n
g(@, B)=>_> ajcb;.

i=1 j=1

Podmienka (i) plati ak C je symetricka.
Podmienky (ii) a (iii) st splnené pre lubovolna maticu.
S podmienkou (iv) je to komplikovanejsie.
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Priklady

Priklad
C(a, b) = mnozina vietkych spojitych funkcii f: (a, b) — R.

b
(Fg) = / F(x)g(x)dx
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Velkost vektora

Definicia
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Potom pre & € V
definujeme velkost vektora @ ako
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Velkost vektora

Tvrdenie
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Pre &, € V a c € R:

(i) |a \>0
|

) | < \&Hm (Schwarzova nerovnost)

(trOJuholmkova nerovnosf)

V' (v) nastane rovnost, ak & je nezdpornym ndsobkom [3.
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Schwarzova nerovnost

Schwarzova nerovnost pre priestor R” s obvyklym skalarnym
sicinom sa Casto pouziva pri dékaz réznych nerovnosti.
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Uhol vektorov

Definicia
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor.

Uhol dvoch nenulovych vektorov definujeme ako taky uhol, pre
ktory plati

\/1‘

QL

cong:< L,

|alls

V pripade, Ze niektory z vektorov je nulovy, polozime ¢ = 0.
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Ortogondlne vektory

Definicia
Vektory @, 3 € V nazveme kolmé (ortogonaine), ak (&, ) = 0.
O k-tici vektorov a1, ..., d, hovorime, Ze tieto vektory st

ortogonalne, ak lubovolné 2 z nich si ortogonalne, t.j. (d;,d;) =0
pre kazdé i £ j.

Tvrdenie
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Ak nenulové vektory
ai,...,0K si ortogondlne, tak si linedrne nezavislé
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Ortogondlny doplnok

Definicia
Nech V je euklidovsky priestor a M C V. Potom

M+ ={@ e V;(a,p) =0 pre vietky 3 € M}
sa nazyva ortogonalny doplnok mnoziny M.

Tvrdenie
Nech V je euklidovsky priestor a M C V. Potom M je vektorovy
priestor priestoru V.



SKALARNY SUGIN

Ortogondlny doplnok

Tvrdenie
Ak V je euklidovsky priestora M C N C V, tak

Nt C M-
Lema
Nech V' je euklidovsky priestor a d1,...,d, € V. Nech
S =[ai,...,dk| je podpriestor vygenerovany tymito vektormi.

Potom S+ = {dy,...,d,} .
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Ortogondlny doplnok
Tvrdenie

Ak V je euklidovsky priestor a S, T sii podpriestory V, tak

(S+T)-=s"nT-
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Ortonormdlna bdza

Definicia
Vektory a1, ...,Qd, sa nazyvaja ortonormalne, ak pre vsetky i plati
|@i] =1 a pre i # j plati

Definicia
Ak vektory dy,...,d, si ortonormalne a tvoria bazu vektorového
priestoru V/, tak tdto bazu nazyvame ortonormaina baza.

Priklad
é,...,& v priestore R” so standardnym skalarnym sacinom

(@,B) =S5y akby.
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Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Veta
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a di1, ..., Q, je biza
priestoru V. Potom existuje ortonormdina baza (1, . .., 3, priestoru

V.
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Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Y1 =y
o =da + 1M1
Y3 =03 + 11 + G

Vo =Cn+ CniY1 + C2Yo + ...+ Cn,nfl'?nfl

(Akt1,7i)

Ck+1,i = ——F= =
A <’7ia7f>



SKALARNY SUCIN GRAM-SCHMIDTOV ORTOGONALIZAGNY PROCES

[e]
0O0@00000
0000

[e]e]e}

000

Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Priklad

vV =][(1,0,1,0),(0,2,-1,1),(0,2,1,3)]

=(1,0,1,0)
1 1
Y- 2,——,1
2 = (2 27 )

41220
117 11°11° 11
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Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Priklad
- 1
=—(1,0,1,0
1 2( )
- V21 1
52 - 7(7727_771)
11°2 2

- 12 4 12 20\ 1
37T ava1 \ 110 11°11°11)  ayAl

—(—12,-4,12,20) =
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Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

f?l - 071 - (170707 _1)

1 1 1
’72:(0717071)+§(170503—1): < 1507)

2’ 2
oo (11,1
,73_ 37 37 73
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Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Priklad

|1r - 00D
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Ortogondlny doplnok

Veta
Nech S je podpriestor konecnorozmerného euklidovského priestoru

V. Potom [ubovolny vektor ¥ € V sa da jednoznacne vyjadrit ako
y=d+5,
kdede S afeSt.

Definicia
V situacii z predoslej vety sa vektor & nazyva ortogonalna projekcia
vektora 4 na podpriestor S.
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Ortogondlny doplnok

Désledok
Nech S, T si podpriestory kone¢norozmerného priestoru V. Potom:

i) V=SoSs+
(i) (SH)r =S
(iii) (SN T)t =St + T+,
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