Tento stibor bude obsahovat riesenie niektorjch tloh z prednasok. Cislovanie tloh je
totozné s textom prednésok.

Mnoziny a zobrazenia

Zobrazenia

Uloha 2.2.1: Predpokladajme, ze f: X — Y, g: Y — Z. Mame dokazaf, Ze ku kazdému
z € Z existuje y € Y také, ze g(y) = z. Z toho, Ze go f je surjekcia, vieme, Ze existuje zg € X
také, ze g o f(xo) = g(f(z0)) = z. Potom staci za y zobrat f(zo).

Ak g je surjekcia go f nemusi byt surjekcia (t.j. opa¢nd implikécia neplati). Kontrapriklad:
g =1idx a f je lubovolné zobrazenie z X do X, ktoré nie je surjektivne.

Ak g o f je surjekcia, f nemusi byt surjekcia. Kontrapriklad: f: R — R; f(z) = 1,
g: R—= {1}, g(x) = 1.

Uloha 2.2.4: Vo vietkych ¢astiach mame dokazaf ekvivalenciu nejakjch dvoch podmienok.
To sa Casto robi tak, ze ukazeme obe implikidcie A = B aj B = A. Tento postup pouZijeme
aj tu.

a) Predpokladajme, ze f je injekcia. Chceme ukazaf, Ze existuje g: Y — X také, ze
go f =idx. Pretoze X # (), existuje nejaky prvok mnoZiny X, ozna¢ime ho xg. Zobrazenie
g definujeme nasledovne: Ak y = f(z) pre nejaké z € X (inak povedané, ak y € f[X]),
tak polozime g(y) = z. (Zobrazenie f je injektivne, preto existuje jediné také x.) Ak také x
neexistuje, tak polozime g(y) = zo. Pri takto definovanom g skutoc¢ne plati g(f(z)) = z pre
vsetky x € X, teda go f =idx.

Predpokladajme, Ze existuje g také, ze g o f = idx. Potom dostaneme:
f(x1) = f(z2) = g(f(21)) = g(f(22)) = go f(x1) = go f(22) = 21 = 22,
¢o je ekvivalentné s tym, ze f je prosté.

b) Nech f je surjekcia. Chceme pre kazdé y € Y definovat g(y) tak, aby zobrazenie
g splitalo uvedené vlastnosti. Pretoze ku kazdému y € Y (podla definicie surjekcie) existuje
aspon jedno z s vlastnostou f(x) = y, zvolime nejaké také x za g(y). Potom skutocne plati
fla(y) =y.

Predpokladajme, Ze existuje g s vlastnostou f o g = idy. Potom f(g(y)) = vy, ¢ize
pre kazdé y existuje aspon jeden prvok z mnoziny X (konkrétne je to prvok g(y)), taky, ze
f(z) =y (t.j. = sa zobrazi na y). Teda f je surjektivne.

c) Ak g je inverzné k f, t.j. go f = idx a f og = idy, tak podla casti a) a b)
dostaneme, Ze f je stcCasne injekcia aj surjekcia, teda je to bijekcia.

Naopak, ak f je bijekcia (teda f je sti¢asne injekcia a surjekcia), tak z Casti a) a b)
vyplyva existencia zobrazeni g,h: Y — X s vlastnostami go f = idx a f o h = idy. Nam
staci ukazat, Ze v oboch pripadoch ide o to isté zobrazenie, t.j. ¢ = h (z toho uz priamo
vyplyva, Ze toto zobrazenie je inverzné k f). Skuto¢ne nasledujicim vypoctom dostaneme:
g=goidy =go(foh)=(gof)oh=rtidx oh=h.

Uloha 2.2.5: Mame overit, ¢ pre kazdé y € Y plati g(y) = h(y). Upravujme: g(y) @
9(f o h(®))) = g(F(h(y))) = (g0 £)(ny)) Z h(y). (V (1) sme vyuiili, ze foh = idy av (2)
sme vyuzili, Ze go f = idx.)

Uloha 2.2.8: Predpokladajme, 7e f: X =Y, g:Y - Z, h:Y — Z.
Najprv ukazme, ze ak f je surjekcia, tak plati implikdcia go f = ho f = g = h.
Mame dokéazat, ze pre vetky y € Y plati, g(y) = h(y). Nech y je Tubovolny prvok Y. Ku



y existuje xg € X také, ze f(x9) = y (lebo f je surjekcia). PouZitim rovnosti go f = ho f
potom dostaneme g(y) = g(f(z0)) = (9 )(z0) = (h o f)(z0) = h(F(z0)) = h(y).

Teraz predpokladdme platnost implikacie go f = ho f = g = h a chceme dokazat,
ze f je surjekcia. Postupujme nepriamo. Nech f nie je surjekcia. Teda existuje yo € Y, ktoré
nemd ziadny vzor v zobrazeni f. Zvolme si zobrazenia g,h: Y — {0,1} tak, Ze g(y) = 0 pre
vietky y € Y a h(y) =0 pre y # yo a h(y) = 1. Potom g # h, ale go f = ho f, teda uvedend
implikacia neplati.

Uloha 2.2.11%: Nech f: X - Y, ¢g: Y — Z.

a) Neplati. Kontrapriklad: f: {0,1} — {0}, f(z) = 0 pre z = 0,1, A = {0}, B = {1}. V
takomto pripade plati f[ANB] = f[0] =0 a f[A] N f[B] = {1}.

b) Plati. Mame dokézat, ze y € f[AN B] = y € f[A] N f[B].

y € fJANB] & 3x)(xr € ANBAf(z) =y) & (Ir)(xr € AN € BA f(z) =vy) =
(F)z € An f(z) =y A [(Go)z € BA f(z) =] & y € f14]0 f[B]

¢) Neplati. Rovnaky kontrapriklad ako v a).

d)Plati. z € f~1(ANB) & f(z) € ANB & f(z) € AVf(z) € B& [z € f~YA)Vve € f71(B)]
sazefHANfH(B)

e) Plati. Vyplyva to z d), ) Plati. Vyplyva z e).

g) Neplati. (Ako kontrapriklad staéi zobrat lubovolné zobrazenie, ktoré nie je surjektivne a
za A poloZif cely obor hodnot.)

hk) Platia.

i,j) Neplatia. Napriklad pre f: R — R, f(x) = sinz, A = (0,27) plati f~1(f[4]) = R.

Permutacie

Uloha 2.3.3: Matematickou indukciou dokézeme, ze plati " = (133 4) = id.
1° Pre n =0, n = 1 to staéi overit vypoctom.
90 sDS(nJrl) _ (p3n+3 _ 903 o c)0371 —ido s03n —_ s03n I:P id.

Grupy a polia

Grupy

Uloha 3.2.1:
a) Netvori grupu, lebo napriklad 2 nema v Z inverzny prvok vzhladom na ndsobenie. b)

Netvoria grupu, lebo 0 nemé inverzny prvok. c,d) St grupy. e) Nie. f,g,h,i) Ano. j) Nie. k)
Ano.

Uloha 3.2.2: Je to grupa. (Asociativnost vyplyva z asociativnosti skladania zobrazeni, ne-
utralny prvok je identickd permutécia (1 2 3), inverzny prvok je inverzna permutacia.) Nie je
komutativna. (Staéi si v8imnut, Ze tabulka grupovej operécie nie je symetrickd podla diago-
ndaly.) Tabulka vyzera takto (kvoli prehladnosti sme pouzili jednoriadkovy zapis permutécii

— vynechali sme prvy riadok, ktory je vzdy rovnaky):



(133) (13) (531) (533) (537) (513)
(133) | (133) (313) (531) (:133) (331) (513)
G 0 aiy dib (i) G
321 321 231 123 312 213 132
B[4 Gip G thn b G
I i a8 gy iy Uiy
312 312 132 213 321 123 231

Uloha 3.2.7: M; tvori s operaciou skladania zobrazeni grupu. Zlozenie dvoch bijekcii je opiif
bijekcia, teda o je bindrna operéacia na Mi. Asociativnost je splnend vdaka tomu, Ze skladanie
zobrazeni je asociativne. Neutralny prvok je idz. Inverzny prvok je inverzné zobrazenie, vieme,
ze ku kazdej bijekcii inverzné zobrazenie existuje.

Ms: V tomto pripade je jediny problém overit, ¢ o je bindrna operdcia na Ms, Cize ¢i
zlozenie dvoch takychto zobrazeni je opiit z Ms. Nech g, f € My, dokdzeme, ze aj go f € M.
Ozna¢me Ay = {z € Z:g(z) =z} a Ay ={z € Z: f(z) = z}. Ak pre z plati f(z) € A,
az € Ay, tak g(f(2)) = f(2) = 2. Podmienka g(f(z)) # z moze byt teda splnend iba pre
z ¢ Ay (tych je konecne vela, lebo f € M) alebo f(z) ¢ A, (takych f(z) je konecne vela
a kedze f je bijekcia, aj podet z, ktoré spliiaji tito podmienku bude rovnaky). Teda iba
pre konecne vela z sa g(f(z)) # z, ¢o znamend, ze g o f € Ms. (Asociativnost, existencia
neutrélneho a inverzného prvku sa overi podobne ako v prvom pripade.)

Zobrazenia g(z) = z+1, f(z) = z—1 patria do mnoziny M3, ale go f = id do nej nepatri.
Teda o nie je binarna operacia na Ms.

Polia

Uloha 3.3.2: Vsetky tlohy sa riesia velmi podobne, podrobnejsie rozoberieme len jednu z
nich.
a) Nie, lebo ¢ nemd inverzny prvok vzhladom na séitanie (—i ¢ F).
b) Ano. Inverzny prvok k a + ib je ﬁ = ajib . Z:Zg = ;;j;; = o4
¢) Nie. Napriklad 2 nem4 inverzny prvok vzhladom na nésobenie.
d) Je zrejmé, Ze + je bindrna operéacia na M (sucet dvoch ¢isel z M patri do M). Overme to
aj pre sucin: ak a,b,c,d € Q, tak (a + bv/5)(c + dv/5) = (ac + 5bd) + (bc + ad)v/5. Pretoze
¢isla ac + 5bd, bc + ad st racionalne, aj sucin patri do M. Neutralny prvok operacie + je 0,
neutralny prvok operécie - je 1, 0 aj 1 st prvky z mnoziny M. Komutativnost, asociativnost
aj distributivne zdkony sa prenest z pola redlnych ¢isel (pretoze prvky z M sa reédlne ¢isla
a séitujeme aj nasobime ich rovnako ako redlne ¢isla). Opacény prvok k prvku a + b5 je
—a — b\/5.

Jedina problematicka ¢ast tlohy je zistit, ¢ a + byv/5, ma v M inverzny prvok, t.j. &
€ M. (Predpokladame, Ze a + by/5 # 0, ¢o znamena, 7e aspon jedno z &isel a, b je

b
—lggr € F

1
a+bV5
nenulové.) PouZijeme nasledovnt tpravu (odstranime odmocninu v menovateli):

1 1 afb\/giafb\/gi a b NG

e+ bv5 atb/s a—bv/s a_5b2  a _5b2 a2 5p2

Treba si uvedomit, Ze v tychto Gpravach sme nemali v menovateli nulu, pretoze pre racionalne
v/ ANv 2 o v a b . e v 1
¢isla nemdze platit a = bv/5. Kedze % € Q, 75 € Q, zistili sme, Ze ok € M.

e,f) Je pole.
g*) Nie je to pole. Postupujme sporom - predpokladajme, Ze F' je pole. Potom /25 € F, lebo
je to inverzny prvok k ‘BVTE Cize existujt a,b € Q tak, ze plati /25 = a + b¥/5. Vynasobme



tito rovnicu \3/5 a upravujme:

5=av/5+bv25 =aV/5+ bla+bv5) = (a+b*)V5+ab
5—ab=(a+b*)V5

Na lavej strane je racionélne ¢éislo. Aby sme dostali racionélne ¢islo aj na pravej strane tejto
rovnice, musi platit a 4+ > = 0. Potom sa aj lava strana rovna nule, ¢ize 5 = ab. RieSenim
tychto dvoch rovnic dostaneme, 7e b = —+/5, a = — /25, ¢o nie st racionalne &sla.

.....

indukciou. Pri niektorych je uzito¢né pouzit niektory zo vztahov dokézanych v predchidza-
jucich castiach tlohy.

Méame vlastne overit, ze m x (m x a)~! je inverzny prvok k a, teda potrebujeme zistit, ¢i
plati (mx(mxa)~1).a = 1. Z definicie inverzného prvku vieme e plati (m x a).(mxa)~! = 1.
Podlad) pren = 1ab = (mxa)~! dostaneme, ze 1 = (mxa).(mxa)~! = mx(a.(mxa)™1) =
m x ((m x a)~t.a). Opit pouzitim d) (tentokrat v tlohe a vystupuje (m x a)"t,n=1ab
nahradime a-¢kom) dostaneme 1 = (m x (m x a)~!).a, ¢o sme chceli dok4zat.

Uloha 3.3.9: Operacia + je vlastne s¢itanie modulo 2 na Z, (teda operéacia @), o (Za, ®)
sme uz dokézali, Ze je to grupa. M \ {1} je jednoprvkova mnoZina, pre bindrnu operaciu na
jednoprvkovej mnozine sa vlastnosti grupy overia lahko, pretoze vysledok fubovolnej operécie
musi byt vzdy ten isty prvok 1.

Vsimnime si, Ze operacia - je definované tak, Ze plati a.b = a pre lubovolné dva prvky a,
b. Z toho dostavame, 7Ze (a +b).c=a+b aj ac+bc=a+b.

Z vlastnosti pola neplati distributivny zdkon a(b + ¢) = ab + ac, napriklad pre a = 1,
b=0, c=0 dostaneme 1.(0+0)=1.0=1a10+1.0=14+1=0.

Vektorové priestory

Uloha 4.1.4: Ozna¢me mnozinu vietkjch zobrazeni z M do F ako V. Stcet a nasobenie
skalarom sme definovali tak, ze pre kazdé x € F plati:

(f+9)(x) = f(z) + g(x)

(c.f)(x) = c.f(x)

(i) (V,+) je abelovské grupa. Asociativnost: Mame overit, éi (f +¢g) +h = f + (g + h).
Rovnost zobrazeni overujeme tak, Ze overime, ¢i sa v kazdom bode rovnaju ich funkéné
hodnoty.

((f +9)+ h)(x) = (f +9)(x) + h(z) = f(z) + g(x) + h(z)
(f +(g+h)(x) = f(z) + (g + h)(2) = f(z) + g(z) + h(z)
Komutativnost: (f +g)(x) = f(z) + g(x) = g(x) + f(x) = (9 + [)(x).

Neutréalny prvok je konsStatné zobrazenie, ktoré kazdému z priradi 0. (0 + f(z) = f(x) +0 =
7))

Opaény prvok ku f je zobrazenie uréené predpisom g(x) = — f(x).

(i): (e.(f +9))(@) = e(f + 9)(@) = e.(f(2) + g(x)) = cf(z) + cg(2), (e.f + c.g)(z) =
(c.f)(x) + (c.9)(x) = c.f(x) + c.g(x). Aj (i), (iv), (v) by sa overili rovnakym spdsobom.

Uloha 4.1.6: S¢itanie a nisobenie v Zs budeme v tomto priklade oznacovaf len + a -, nie
@ a © ako doteraz (kvoli struénosti a prehladdnosti).



(i) Z2 x Zs je abelovska grupa: komutativnost a asociativnost je zrejm4, neutrdlny prvok
je 0 = (0,0), inverzny prvok ku & = (a1, a2) je —&@ = (—ay, —az).

Vsimnime si, Ze pre nasobenie skalarom Iubovolného vektora & zo Zs X Zs v tomto pripade
plati 0.6 = 0, 1.a = @. (Iné skalary ako 0 a 1 v poli Zs nie st.) Dalej vyuZijeme to, 7e v Zg X Zs
pre kazdy vektor plati @+ & = 0. (Plati to preto, ze (a1, az2) + (a1,az2) = (a1 + a1,a2 + a2) =
(0,0).) R R

(ii) Ak ¢ = 0, na oboch stranach rovnosti dostaneme 0. Pre c =1 je 1.(& + ) =
1L.a+ 1.3

(iii) Mo6zu nastat tieto moznosti:
c=¢ =0:(c+)@=00=0,ca+cdda=04+0=0
c=c =1 (c+d)da=(1+1)ad=0a=0,cd+dd=1ad+1d=a+a=0
c=0,d=1l(c+d)d=1lad=a,ca+dd=a
¢ =1, ¢ =0: Vdaka komutativnosti je tento pripade vlastne rovnaky, ako predchadzajuci.

(iv) Ak niektory zo skaldrov ¢ a ¢’ je 0, na oboch stranich vyjde 0. Ak ¢ = ¢ =1,
dostaneme (1.1)a = 1.4 = 1.(1.4).

+6=

Q

Podpriestory

Uloha 4.2.3: Na zaklade kritéria vektorového podpriestoru sa lahko overi, ze v pripadoch
b), e), f), i) aj) ide o Vektorové podpriestory. Ostatné pripady nie st vektorové podpriestory:

a) (1,1,1) € M, ale 3(1,1,1) = (3, 3,3) ¢ M,

¢) (0.1,0), (1,0,0) € M, ale (0,1,0) + (1,0,0) = (1,1,0) ¢ M,
d) (3,-2,0) € M, 2.(3,-2,0) = (6,—4,0) ¢ M,

¢) (1,1,0), (1,—1,0) € M, ale(110)+( ~1,0) = (2,0,0) ¢ M,
h) (1,1,1) e M, (-1).(1,1,1) = (-1,-1,-1) ¢ M,

Uloha 4.2.5: Budeme vyuzivat to, Ze dva polynémy p(z) = a; + asx + ...+ a,z" a q(z) =
b1 + box + ... + bpx™ (an # 0, by, # 0) sa rovnaji prave vtedy, ked maji rovnaky stupeii
(t.j. m = n) a stiéasne maju rovnaké koeficienty (pre kazdé i = 1,...,n plati a; = b;.)

KedZe ide o podmnoziny priestoru vSetkych realnych funkcii, staci overit, ¢ plati kritérium
vektorového podpriestoru.

a) Nech p(z) = a; + asx + ... + axz® a q(z) = by + baz + ... + b, @™ st Tubovolné dva
polynémy. Predpokladajme, ze m < k. Potom aj cp(z) + dg(x) = (cay + dby) + (caz + dbo)x +

o (Cam 4+ dby) 2™ + cam 1™ .+ capa® je polyném. Zistili sme, Ze je to vektorovy
podpriestor.

b) Je to vektorovy podpriestor. Sta¢i si vSimnaf, Ze v predchddzajicom odvodeni, ak
oba polynémy mali stupeti mensi alebo rovny n (t.j. k,m < n), bol aj stupeii polynému
ep(x) + dg(z) najviac n.

c) Nie je to vektorovy podpriestor. Napriklad polynémy p(z) = 22 + x a g(x) = 22 patria
do tejto mnoziny, ale p(z) — ¢(z) = x uz do nej nepatri.

d) Nie je to vektorovy podpriestor. p(z) = 2" + = a q(z) = 2" sem patria, ale p(z) — q(z)
sem nepatri.



Lineadrna kombinacia a linearna nezavislost

Linearna kombinacia a linearny obal

Uloha 4.3.5c: Mame zistif, & existuju ¢isla a,b,c € Zs také, Ze a(1,3,4) + b(2,1,3) +
¢(3,1,4) = (0,0, 0). Dostaneme vlastne sustavu rovnic, treba si uvedomit, Ze vSetky ndsobenia
a sCitanie v tejto sustave rovnic sa robia v poli Zs, inak ju riesime dost podobne ako v R.

a+2b+3c=0
3a+b+c=0 /+2.prvy riadok
4a + 3b+4c =0 /+1.prvy riadok

a+2b+3c=0

2c=0 = ¢=0 - dosadim do 1.riadku
2c=0
a+2b=0
a=—-2b=3b

RieSenim nasej ststavy, je kazd4 trojica tvaru (3b,b,0), kde b € Zs, napriklad a = 3, b = 1,
¢ = 0. Dané vektory st linedrne zavislé v Z3.

Uloha 4.3.6: a) c(x + 1) + cox? + 322 = ¢1 + 12 + c22? + c322. Polyném sa rovné nule
prave vtedy, ked vSetky jeho koeficienty st nulové, ¢ize dostaneme, ze ¢; = ca = ¢z = 0. Dané
funkcie su linedrne nezavislé.

b) Ak c1 + ca(z+a) +c3(z? + bx +¢) = c32% + (ca + c3b)x + (c1 + caa + czc) = 0, tak c3 = 0,
ca+3.c3=co+3.0=co =0, c; +coa+ csc = c; = 0. Zistili sme, Ze dané funkcie sii linedrne
nezéavislé.

c*) cosz = cos (2.2) = cos? £ — sin2§ =
sme, ze tieto funkcie s linearne zavislé.
d) Ak plati, ze c1z + cox(x — 1) 4+ esz(x — 1)(x — 2) je nulovd funkcia, tak po dosadeni Iubo-
volného ¢isla za x musi byt vysledok nulovy. Sktisme dosadit x = 1,2, 3. Dostaneme c¢; = 0,

2cos® £ — 1, ¢ize 14 cosx — 2cos® £ = 0. Zistili

c1 4 2co =0, 3¢y + 6¢o + 6¢3 = 0. Z druhej rovnice mame, ze cy = 7%1 = 0. Z tretej rovnosti
vyjde po tprave, ze c3 = —cz — 5 = 0. Zistili sme, Ze zadané funkcie st linedrne nezéavislé.

Iny sposob riesenia: kazdy polyném roznasobit a pouzit cvienie b).
e) Ozna¢me f(x) = 1, g(x) = cosz a h(z) = cos2x. Ak by pre nejaké redlne ¢isla cq, co, c3
platilo ¢1 f 4+ c2g + c3h = 0, tak by muselo pre kazdé redlne ¢islo x platit ¢1 f(x) + cag(x) +
czh(z) = 0. Ked za = dosadime postupne hodnoty 0, 5 a 7, dostaneme trojice hodnot
(f(x),g(x), h(z)) po rade &4 = (1,1,1), d2 = (1,0,—1) a a3 = (1,—1,1). Ak by funkcie
7, g, h boli linedrne zavislé, tak by boli linedrne zavislé aj tieto vektory. Lahko vSak overime,
ze vektory a1, @z, a3 su linedrne nezavislé.

Baza a dimenzia

Uloha 4.4.6: Staci vhodne vybrat niektoré vektory zo standardnej bazy (v pripade priestoru
F,) alebo z bazy 1,z, ..., 2™ (pre polynémy), tak aby spolu s danymi vektormi tvorili linedrne
nezavisly systém vektorov.

a) (1,1,2), (2,3,1), (1,0,0) st linedrne nezavislé - staci to overit pomocou stistavy rovnic.



b) Polynémy 2 — 1, 2% + 1, z, 2> st linearne nezavislé. Z predpokladu a(z? — 1) + b(x? +
1) +cx +dx® = (a —b) + cx + (a + b)z? + dz® dostaneme stistavu rovnic a —b =0, a +b =0,
c=0, d=0, ktord mé jediné rieSenie a =b=c=d = 0.

¢) Napriklad (1,2,3,0), (3,4,1,2), (1,0,0,0), (0,1,0,0) st linedrne nezavislé. Opit sa to dé
overif rieSenim stistavy, neskor sa to nauéime robit jednoduchsie.

Linearne a direktné suc¢ty podpriestorov

Uloha 4.5.1d: Standardnym sposobom (pomocou riadkovych tiprav matice zostavenej z da-
nych vektorov) ndjdeme bazy U = [(1,1,1,1),(0,1,2,3)]aV =[(1,0,0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,1)].
Pri hladan{ bazy U + V vytvorime maticu zo vSetkych vektorov patriacich do tychto 2 baz
a zistime, ze U + V = R* = [(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)]. Tym sme nasli aj
dimenzie priestorov U, V a U + V. Podla vzorca d(U) +d(V) = d(U+ V) +d(UNV) vidime,
zZedUNV)=1.

V tomto pripade sa d4 uhadnut, ze vektor, ktory patri do oboch priestorov je (1,1,1,1,) =
(1,1,0,0) + (0,0,1,1). Vypoctom to zistime tak, ze hlfaddme vektory, ktoré sa daji vyjadrit
ako linearna kombinacia vektorov z bazy U a stcasne ako linedrna kombinécia vektorov z
bazy priestoru V. Teda by sme cheeli aby platilo a(1,1,1,1) 4+ 5(0,1,2,3) = ¢(1,0,0,0) +
d(0,1,0,0) + ¢(0,0,1,1), ¢o je ekvivalentné so ststavou rovnic ¢ —a = 0,d —a —b = 0,
e—a—2b =0, e—a—3b = 0. RieSenim ststavy dostaneme a = ¢ = d = e, b = 0.
Ak zvolime za d = 1, tak hladany vektor je 1.(1,1,1,1) + 0.(0,1,2,3) = (1,1,1,1) Preto
unv=[1,1,1,1)].

Linearne zobrazenia a matice

Riadkova ekvivalencia a hodnost matice

Uloha 5.2.7: Rada: Pri praci so zlomkami sa lahsie pomylim, ako ked tam méam len celé
disla. Preto, ked sa d& vybrat z viacerych moZnosti, ako postupovat v dalsich tipravach, sna-
Zim sa vybrat si takl, kde nebudi zlomky, resp. ak nakoniec budem musief pouzit zlomky,

snazim sa ich dostat ¢o najneskor.
1-2-2 2\ (1) /1-2-272\(2) /1-2-22\(@3) /22 -1-1\@ /11 0 0\(@G) /11 0 0\ (6
(2 2 —1—1) ~ (2 2 —1_1) ~ (2 2 —1—1) ~ (1_2—2 2 ) ~ (1—2—2 2 ) o (0—3—2 2 ) ~

33 —4-4 55 —5—5 11 —1-1 11 -1-1 11 —-1-1 00 —1-1

110 0

(35302)<z>(3;8°4)<3><010%><z>(

001 1 001 1 001 1 13
(1) 3.r+=2.r (Tymto zdpisom sa mysli to, tretiemu riadku sa pripoéita druhy) (2)
3.r*x=1/5 (3) 1.r<>2.r (4) 1.r-=3.r (5) 2.r-=1.r, 3.r-=1.r (6) 2.r*=-1 3.r*=-1 (7)
2.r-=2*3.r (8) 2.r*=% (9) 1.r-=2.r

Hodnost matice je 3.

ol

100
010
001
ze k

Uloha 5.2.8: Rada: Parametre mi spoésobujt problémy = ¢m viac z nich sa viem nejako
sikovne zbavit, tym lepsie. Ak delim vyrazom obsahujicim parameter, musim zvlast rozobrat
pripad, ked sa tento vyraz rovna nule.
1 ¢ -1 2 1 ¢ -12 1 ¢ -1 2
A~ (0 —1-2¢c 24¢ 1 ) ~ (0 —1—2¢ 2+4¢ 1) ~ [0 —1-2¢ 2+c 1)
0 10—¢ —5 —1 0 9-3¢c ¢—30 0 —3(3—¢) c—30
Ak ¢ = 3, tak je posledny riadok nulovy. Prvé dva riadky st zrejme linedrne nezavislé,
¢ize hodnost je v tom to pripade 2.
Ak ¢ # 3, mozeme predelit posledny riadok ¢ — 3. Dostaneme 3 linedrne nezavislé riadky
a h(A) je v tomto pripade 3.
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.1b:
1400 1400 140
L 23411 @ (0041 ® (004
3232 0032 000
1123 0023 000
.r; 3 r

Hodnost matice je 2.

r+=1.r (3) 3.r+=3*2.r; 4.r+=2%3.r

Linearne zobrazenia

Jeden vzorovy priklad na hladanie matice linedrneho zobrazenia je vyrieSeny priamo v texte
prednasky.

Suc¢in matic
Uloha 5.4.1: a) Nech 4 = ||a;;||, B = ||b]|, AT = lai; 1], BT = |[bi;1] & AB = |[c;j]|. Ak
oznadime L := (A.B)T a P:= BT AT tak L;j = cj; = Zle a;iby = Zt L bai; = Py

b) Pomocou predchadzajiicej ¢asti matematickou indukciou lahko ukézeme, 7e ak A = A7
tak aj A" = (A™)T

Inverzna matica

Uloha 5.5.1a: Zobrazenie dané pévodnou maticou zobrazi vektory zo standardnej bazy na
riadky matice. My hladdme zobrazenie, ktoré naopak zobrazuje vektory uréené riadkami ma-
tice na vektory zo Standardnej bazy. To znamend, Ze vpravo napiSeme jednotkovi maticu,
vlavo dant1 a upravujeme podobne kym nedostaneme jednotkovii maticu vlavo.

231]100 231|100 12 1]001 121] 001 120 § %
433|010 | ~(0-31]-210)~[0-31|-210 |~ [o011]-102])~[010] 2 —
121]001 121]001 0-1-1] 1 0-2 004|-516 001 -5 1

1001 3} -3
010 } -1 3
0011-% 4 3

Skisku spravnosti moézeme urobif vynasobenim matic. Pri hladani chyby méZeme po-
stupovat kontrolovanim jednotlivych tprav alebo podobne ako pri matici zobrazenia s tym
rozdielom, Ze teraz kontrolujeme, ¢i sa vektor vpravo zobrazi pomocou danej matice na vektor
nalavo od neho.

N

Sustavy linearnych rovnic

V prednéskach najdete 2 vyriesené priklady tohto typu.

Jadro a obraz lineirneho zobrazenia®

Uloha 5.8.1: Maticu A upravime na RTM:

(3122) (2012) (1031) (1 ) ( 1) ( 0
4321y ., (0124) . (0124) (0 ~ 4\ 0
0124 3122 3122 0 0 1
2012 4321 4321 0 0

Zistili sme, Ze baza obrazu je (1,0,0,1),(0,1,0,4), (0,0, 1,0). Tieto vekt

(Zs)3, ¢ize zobrazenie uréené touto maticou nie je surjektivne.

KedZe dimenzia obrazu je 3 a stdet dimenzie jadra a dimenzie obrazu méa byt 4, dimenzia
jadra musi byt 1. Teda f~1(0) # {0} (vtedy by bola dimenzia 0) a zobrazenia f nie je prosté.
Bézu jadra tohto zobrazenia by sme nasli rieSenim homogénnej stistavy rovnic s maticou
AT - stistavy rovnic budeme riesit na dalsom cviceni. (Plati @A = 0 < ATa” = 07, preto
dostaneme ststavi s maticou A7)
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Uloha 5.8.2: a) V tomto pripade vyjde jediné zobrazenie, vypoc¢itame ho obvyklym spdso-
bom a potom zistime, ¢i je prosté (t.j. ¢i Ker f = f~1(0) = {0}).

101]22 1 101]221
b)(1-11]12-2 ]~ (010]103 ~<é$élfié)
111[32 4 010103

Musime zvolit vektory @, 3 tak, aby (1,0,1),(0,1,0),d aj (2,2,1),(1,0,3), 3 boli linearne ne-
zévislé. (Linedrne zobrazenie je prosté prave vtedy, ked zobrazuje linedrne nezavislé vektory
na linedrne nezévislé.) Zrejme mozeme zvolit & = (0,0,1). Vektor 3 najdeme tak, Ze (2,2,1)
a (1,0,3) doplnime na bazu. Tak zistime, Zze mozeme zvolit napriklad g = (0,1,0)

101]221 100|211
010[103 | ~[010]103
001[010 001010

Ak chceme overit, ¢i zobrazenie, ktoré sme dostali je skutocne prosté, mézeme vyratat Ker f.
(V tomto pripade, kedZze ide o $tvorcovii maticu, mozeme sa tiez vypoctom determinantu
presvedcit, ze je regularna, ¢ize f je izomorfizmus a teda prosté zobrazenie - determinanty
budeme preberat neskor.)

101]221 101]221
c) <0—12|011> ~ (0—12011

113[232 012|011
Vidime, ze 2 rozne vektory (0,-1,2) a (0,1,2) sa zobrazia na ten isty vektor, ¢ize zobrazenie
spliiajiice podmienky zo zadania neméze byt prosté. (K podobnému zaveru by sme dospeli,
keby nam vyslo, Ze nenulovy vektor sa zobrazi na 0, pretoze by tento nenulovy vektor patril
do Ker f.)

Determinanty
Uloha 26.?.9;: 0
- 11 0 0
b2l 90 02 1 .0
Dn: sl e . : :2Dn—1_1 U :2Dn—1_Dn—2
0 .. 1 21
08 o013 0.0 12
V kroku (1) sme pouzili Laplaceov rozvoj podla prvého riadku, v kroku (2) podla prvého

sﬂpca.

Dostali sme rekurentny vztah D,, = 2D, —1 — D,,_o. Vypo¢éitajme niekolko prvych hodnét
(prvé dve priamym vypoctom, pri ostatnych uz mozeme pouzit rekurenciu): Dy = 2, Dy =
3,D3=4,...

Hypotézu, ze D, = n+ 1 lahko dokdZeme matematickou indukciou. Indukény krok: D,, =
2D, 1 —Dp2=2n—(n—1)=n+1.

Uloha 6.5.10*:

atb ab O 0o ... 0
1 a+b ab 0 ... O alb a<0H7 (;)b 8
0 1 at+bab ... O 1) @)
e = (a+b)Dp1—1|: . -, - i | = (a+b)Dp_1—abDy_s
0 i ' " 4] 0 ... 1 atb adb
0 .. 0 1 atb ab
0 .. 0 0 1 a+b 0 .. 0 1 a+b

Tentoraz sme robili najprv rozvoj podla prvého stipca a potom podla prvého riadku.

D, = (a+b)Dyp=1 — abD,,_s. Opiit vyratame niekolko prvych hodnot: D; = a+ b, Dy =
a® +ab+b%, D3 = a3+ a?b + ab® + b3, ...

Matematickou indukciou sa budeme snaZit dokazat, ze D, = a® +a" b+ ... +b" =

n—1 n—2
a™~kb* . Indukény krok: D,, = (a+b)D,,_1—abD,,_o = (a+b) > a" 17*pF—ab 3 a" 27*pk =
0 k=0 k=0

n

3 >

1 n—1 n—2 n—1 n
an—kbk + Z an—l—kbk+1 _ Z an—l—kbk +1= Z an—kbk + " = Z an—kbk_
=0 k=0 k=0 k=0 k=0

=



Uloha 6.5.11*:
n 1 1..1 ( ) 2n—1 2n—1 2n—1 ... 2n—1 111 ...1 ( ) 1 1 1
Dp=|tmt-ti= 1 n 1 1 =@2p-1) 1= 2n-1)| 07710 0
1 1 1n 1 1 n 1 ...1 1mn 0O ... 00 n—-1

(2n —1)(n — 1)"~1 V kroku (1) sme k prvému riadku pripo¢itali vSetky ostatné. V kroku (2)
sme od ostatnych riadkov odpocitali prvy riadok. Nakoniec sme dostali determinant matice,
ktord ma pod diagonalou samé nuly. Tento determinant vyratame ako sacin diagonalnych
prvkov.
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