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Kapitola 1

Uvod

1.1 Sylaby a literatura

1.2 Zakladné oznadenia



Kapitola 2

MnozZiny a zobrazenia

2.1 Dokazy

2.1.1 Zakladné typy dokazov

Tvrdenie 2.1.1. Nech n je celé ¢islo. Potom zvysok ¢isla n? po deleni 4 je 0 alebo 1. Pritom
ak n je pdrne, tak n? je delitelné 4 a ak n je nepdrne tak n? md zvysok 1.

Tvrdenie 2.1.2. Ak pre celé ¢isla a, b, ¢ plati rovnost a® + b> = c2, tak aspor jedno z cisel
a, b je parne.

Tvrdenie 2.1.3. Nech n je prirodzené éislo. Ak n? je delitelné styrmi, tak n je pdrne.

2.1.2 Matematicka indukcia
2.1.3 Drobné rady ako dokazovat
2.1.4 Vyroky, logické spojky, tautologie

Definicia 2.1.4. Negdciou vyroku P rozumieme vyrok ,neplati P“. Oznacujeme ju —P.
Pre dva vyroky P a ) nazyvame ich konjunkciou vyrok ,P a Q“, oznacujeme P A Q.
Disjunkcia je vyrok ,,P alebo Q“, oznacujeme PV Q.

Pod implikdciou rozumieme vyrok ,ak plati P, tak plati Q“, oznacujeme P = Q.
Ekvivalencia vyrokov P a Q je vyrok , P plati prave vtedy, ked plati Q“, oznacujeme
P < Q.

2.1.5 Negacia vyrokov s kvantifikatormi

2.2 MnozZiny a zobrazenia

2.2.1 Mnoziny

Definicia 2.2.1. Vztah byt prvok mnoziny zapisujeme ako x € A, ¢itame ,,x patri A.“
Hovorime, Ze mnoziny A a B sa rovnaji (ozna¢ujeme A = B), ak plati

(x € A) = (x € B)

pre Tubovolny prvok x.
Mnoziny, ktord nemé nijaké prvky nazyvame prdzdna mmnozina a oznacujeme ().
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Definicia 2.2.2. Hovorime, ze A je podmnoZinou B, ak kazdy prvok mnoziny A patri aj do
B, ozna¢ujeme A C B. Inak povedané, A C B ak pre kazdé x plati

(x e A) = (x € B).
Vzfah mnozin A a B, pre ktoré plati A C B sa tiez zvykne nazyvat inklizia.

Definicia 2.2.3. Zjednotenie dvoch mnoZin A a B je mnoZina

AUB = {x;x € AVz € B}.

Prienik dvoch mnoZin A a B je mnoZina

ANB={x e A;z € B}.

Rozdiel dvoch mnozin A a B je mnozina

ANB={zx€ A;z ¢ B}

Definicia 2.2.4. Ak A, B st mnoziny, tak ich kartezidnsky sicin je mnozina vSetkych
usporiadanych dvojic (a,b) takych, Ze a € A a b € B. Oznac¢ujeme ho

Ax B={(a,b);a € A, b€ B}.

2.2.2 Zobrazenia

Definicia 2.2.5. Zobrazenie f: X — Y z mnoZziny X do mnoZiny Y je podmnoZina f
mnoziny X x Y takd, ze ku kazdému x € X existuje prave jedno y € Y s vlastnostou
(z,y) € f.

Mnozinu X budeme tiez nazyvat definiény obor zobrazenia f a mnozina Y je obor hodnaét
zobrazenia f.

Namiesto zdpisu (z,y) € f budeme pouzivat zépis y = f(x).

Definicia 2.2.6. Hovorime, Ze dve zobrazenia f: X — Y ag: Z — W sa rovnaji, ak X = Z,
Y =W a f(x) = g(z) pre kazdé x € X. (Inymi slovami, ak sa rovnaji ich defini¢né obory,
obory hodnét a obe zobrazenia nadobtdaji v kazdom bode rovnaka hodnotu.) Rovnost
zobrazeni oznacujeme f = g.

Definicia 2.2.7 (Skladanie zobrazeni). Ak f: X — Y, ¢g: Y — Z st zobrazenia, tak zloZenim
zobrazeni f a g nazyvame zobrazenie go f: X — Z také, ze pre kazdé x € X plati

go f(z) =g(f(2)).

Tvrdenie 2.2.8 (Asociativnost skladania zobrazeni). Nech f: X =Y, ¢9:Y = Z, h: Z —
W st zobrazenia, potom

(hog)of=ho(gof).
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Definicia 2.2.9. Nech f: X — Y je zobrazenie. Hovorime, Ze f je injektivne (prosté) zobra-
zenie (alebo tiez injekcia), ak pre vSetky z,y € X také, ze x # y plati f(z) # f(y).
Hovorime, 7e f je surjekcia (surjektivne zobrazenie, zobrazenie na), ak pre kazdé y € Y
existuje také, x € X, ze f(x) =y.
Hovorime, Ze f je bijekcia (bijektivne zobrazenie), ak f je sicasne injekcia aj surjekcia.

Tvrdenie 2.2.10. ZloZenie dvoch injekcii je injekcia, zloZenie dvoch surjekcii je surjekcia,
zloZenie dvoch bijekcit je bijekcia.

Definicia 2.2.11. Zobrazenie idyx: X — X také, Ze idx(x) = « pre kazdé x € X sa nazyva
identické zobrazenie (identita).

Definicia 2.2.12. Nech f: X =+ Y a ¢g: Y — X st zobrazenia. Ak plati

go f=1idx
fog=idy

tak hovorime, Ze zobrazenie g je inverzné zobrazenie k f. Inverzné zobrazenie k zobrazeniu
f oznaéujeme f1.

Tvrdenie 2.2.13. Inverzné zobrazenie k f existuje prdve vtedy, ked f je bijekcia.
Tvrdenie 2.2.14. Nech f: X =Y ag: Y — Z su bijekcie. Potom
(= f

(gof) ™t =flog!
Désledok 2.2.15. Ak f je bijekcia, tak aj f~' je bijekcia.
2.2.3 Vzor a obraz mnoziny*
Definicia 2.2.16. Nech f: X — Y je zobrazenie, A C X, B C Y. Mnozinu

flA] ={f(a);a € A}
nazyvame obrazom mnoziny A v zobrazeni f. MnoZinu

f7H(B) ={zx € X; f(z) € B}

nazyvame vzorom mnoziny B v zobrazeni f.

2.3 Permutacie

Definicia 2.3.1. Ak M je konefnd mnozina, tak bijekciu ¢: M — M budeme nazyvat
permutdciou mnoziny M.



Kapitola 3

Grupy a polia

3.1 Binarne operacie

Definicia 3.1.1. Bindrna operdcia * na mnoZine A je zobrazenie z mnoziny A x A do A.
Namiesto *(a, b) budeme pouzivat oznacenie a * b, tento zapis budeme niekedy skracovat
ako ab.

Definicia 3.1.2. Nech * je bindrna operdcia na mnozine M. Hovorime, Ze e € M je lavy
neutrdlny prvok operacie *, ak pre vSetky m € M plati

exm =m.
Podobne, e je pravy neutrdlny prvok, ak
mxe=1m

pre kazdé m € M.

Ak e je stcasne lavy aj pravy neutrdlny prvok opericie x, hovorime, Ze e je neutrdiny
prvok.
Tvrdenie 3.1.3. Nech * je bindrna operdcia na mnoZine M. Ak ey je jej lavy neutrdiny a
es je jej pravy neutrdlny prvok, tak e; = es.

Specidlne, ak md bindrna operdcia * na mnozine M neutrdlny prvok, tak tento neutrdlny
prvok je jedingy.
Definicia 3.1.4. Binédrna operéacia * na mnozine M je komutativna, ak pre vietky x,y € M
plati

THRY=1Y*T.
Definicia 3.1.5. Bindrna operécia * na mnozine M je asociativna, ak pre vsetky x,y,z € M
plati
(x*xy)*xz=uox*(y=*z2).

Definicia 3.1.6. Nech * je bindrna operacia na mnozine M. Nech a € M a nech e je
neutralny prvok operacie *. Prvok b € M je inverzny k prvku a, ak plati

axb=bx*xa=cec.

V pripade, Ze plati a b = e, b nazyvame pravy inverzny prvok k a. Ak bxa = e, tak b je lavy
inverzny prvok k b.

Tvrdenie 3.1.7. Nech x je asociativna operdcia na mnozine M a x md neutrdlny prvok e.
Ak existuje inverzny prvok k a, tak je jednoznacne urceny.
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3.1.1 Zovseobecneny asociativny zakon*

Tvrdenie 3.1.8 (ZovSeobecneny asociativny zdkon). Nech - je asociativna bindrna operdcia
na mnozine A. Potom sucin ai * as * - -+ * a, nezdvisi od spésobu uzdtvorkovania.

3.2 Grupy

Definicia 3.2.1. Dvojica (G, x), kde G je mnozina a * je bindrna operéacia na G, sa nazyva
grupa, ak

(i) operécia x je asociativna,
(i) operécia * mé neutrdlny prvok, (neutrdlny prvok budeme spravidla oznacovat e)

(i4i) ku kazdému prvku g € G existuje inverzny prvok vzhladom na operédciu *. (Tento
inverzny prvok budeme ozna¢ovat g~1.)

Definicia 3.2.2. Grupa (G, %) sa nazyva komutativna, ak opericia * na G je komutativna.
(Tiez sa pouZiva termin abelovskd grupa.)

Veta 3.2.3 (Zakony o kréteni). Ak (G,x*) je grupa, tak pre lubovolné a,b,c € G plati

axb=axc = b=c

bxa=cx*a = b=c

Veta 3.2.4. Nech (G, ) je grupa. Potom pre lubovolné a,b € G plati

3.3 Polia

Definicia 3.3.1. Nech F' je mnoZina, + a - s binarne operacie na F'. Hovorime, Ze trojica
(Fa +7 ) je p0l67 ak

(i) (F,+) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme oznacovat 0;

(i1) (F ~ {0},-) je komutativna grupa, jej neutrdlny prvok budeme oznacovat 1;

(#3) pre Tubovolné a,b,c € F plati

a(b+ ¢) = ab + ac,
(a + b)e = ac + be.

(Tato vlastnost nazyvame distributivnost.)

Pre inverzny prvok v grupe (F,+) budeme pouzivat oznacenie —a, t.j. pre tto grupu
pouzivame aditivny zapis. Prvok —a nazyvame opacny prvok k prvku a.

Pre grupu (F'~\.{0}, -) budeme pouzivat multiplikativny zapis, teda inverzny prvok k prvku
a # 0 pola F vzhladom na operaciu - budeme znaéit a 1. Ak pouZijeme termin inverzny prvok
v stvislosti s polom a nespecifikujeme binarnu operéciu, mysli sa tym prave prvok a~!.

Namiesto b + (—c) budeme pouzivat stru¢nejsi zapis b — c.
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Definicia 3.3.2. Pole je mnozina F, na ktorej st definované 2 binarne operécie + a - spliia-
juce:

@

pre vSetky a,b,c € F platia+ (b+c¢) = (a+b) + ¢

—~
—e
.

pre vsetky a,b € F plati a + b= b+ a,
existuje prvok 0 € F' taky, ze pre kazdé a € F sa a + 0 = a,

ku kazdému a € F existuje b € F' tak, ze a +b =0,

)
ii)
iii)
iv)
(v) pre vSetky a,b,c € F plati a.(b.c) = (a.b).c,
i) pre vSetky a,b € F plati a.b = b.a,

ii) existuje prvok 1 € F' taky, Zze 1 # 0 a pre kazdé a € F sa a.1 = q,

iii) ku kazdému a € F, a # 0 existuje b € F tak, Ze a.b =1,

ix) pre vSetky a,b,c € F sa a.(b+ ¢) = a.b+ a.c.

Tvrdenie 3.3.3. Nech (F,+,-) je pole. Potom pre a,b,c € F plat{

(i) a.0=0, 0.a =0,
(ii

)

)

(i)

(iv) (=a)b=—ab,
(v) (=a).(=b) = a.b,

(vi) ab=0=a=0Vb=0,
(vii) ab=acAha#0=b=c,
(viii) a.a=a=a=0V a=1.

Definicia 3.3.4. Nech n € N, n > 2. Mnozinu Z,, definujeme ako Z, := {0,1,...,n — 1}.
(Teda mnozina Z,, obsahuje v8etky mozné zvysky po deleni ¢islom n.)
Na mnozine Z,, zavedieme operécie @ a ® predpisom

a®b=(a+b)modn,
a® b= (ab) mod n,
kde operacia mod oznacuje zvysSok po deleni ¢islom n (pozri dodatok .

Definicia 3.3.5. Cislo n € N, n > 1, nazjvame zloZengym cislom, ak n = m.k pre nejaké
m,k € Ntaké, ze 1 <m, k <n.

Ak n € N, n > 1, nie je zlozené, tak ho nazyvame prvocislo.

Cislo 1 nepovazujeme ani za prvocislo ani za zlozené &islo.

Veta 3.3.6. Ak p je prvocislo, tak (Z,,®,®) je pole.
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Definicia 3.3.7. Ak n je celé ¢islo a a, b st prvky pola F', tak definujeme n X a takto:
0xa=0,

(n+1) X a=n x a+ a (zatial sme to indukciou definovali pre prirodzené &isla),

Ak n > 0 tak definujeme (—n) x a = —(n X a) (tym sme rozsirili definiciu aj na zaporné
¢isla).

Podobne definujeme pre a # 0:

a® =1,

CLn+1 — a”.a,

a "= (a")"t (n>0).

10



Kapitola 4

Vektorové priestory

4.1 Vektorovy priestor

Definicia 4.1.1. Nech F je pole a V # () je mnoZina. Nech + je binirna operécia na V a
kazdej dvojici ¢ € F', @ € V je priradeny prvok c.d’ € V, pricom plati pre Iubovolné c,d € F
aa,peV:

(i) (V,+) je komutativna grupa,

Potom hovorime, Zze V' je vektorovy priestor nad polom F'.

Veta 4.1.2. Nech V je vektorovy priestor nad polom F,ce F aad e V.

(a) 0.6 =0,

(b) ¢.0=0,

(c) c.a= 0 prdave vtedy, ked ¢ = 0 alebo & = 0,
(d) (—¢).@d=—ca

4.2 Podpriestory

Definicia 4.2.1. Ak V je vektorovy priestor nad polom F, S # () a S C V, tak S nazveme
podpriestorom (alebo tieZ vektorovgm podpriestorom) priestoru V', ak

(i) pre lubovolné a,Bes plati & + Bes,

(ii) pre Tubovolné & € S a c € F plati c.d € S.

11
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Tvrdenie 4.2.2 (Kritérium vektorového podpriestoru). Nech V' je vektorovy priestor nad
polom F a S CV, S#0. Potom S je podpriestor V prive vtedy, ked pre lubovolné c,d € F
ad,B eV plati

afes =  ca+dfes. (4.1)

Veta 4.2.3. Ak S a T su podpriestory vektorového priestoru V, tak aj SNT je podpriestor
V.

Dosledok 4.2.4. Nechn € N. Ak Sy, Ss,..., S, st podpriestory priestoru V., tak aj (), S;
je podpriestor priestoru V.

Veta 4.2.5. Nech I # 0 je lubovolnd neprdzdna mnoZina a S; je podpriestor priestoru V pre

kazde i € I. Potom aj (\,c; Si je podpriestor priestoru V.

4.3 Linearna kombindcia, linedrna nezavislost

4.3.1 Linearna kombinacia a linearny obal

Definicia 4.3.1. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Hovorime, ze vektor & je
linedrnou kombindciou vektorov a1, ds, ..., d,, ak existuju skalary cy,co,...,c, € F také,
ze

A = 1071 + codig + -+ + Cply.

Skalary ci,ca, ..., c, nazyvame koeficienty linedrnej kombindcie.

Tvrdenie 4.3.2. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Ak &y,ds,...,d, € V, tak
mnozina

M ={c1d1 + codla + -+ cpdp;c; € F prei=1,2...,n}

je podpriestor vektorového priestoru V.

Tento podpriestor nazgyvame linedrny obal vektorov dy,ds,...,d, alebo podpriestor ge-
nerovany vektormi a1, ds, ..., &,. Oznacujeme ho
M =: [621,622, ce ,O_Zn]
Ak plati [, da,...,d8,] = V, hovorime, Ze vektory d&i,ds,...,0, generuju vektorovy
priestor V.
Lema 4.3.3. Akd1,ds,...,d, €S, kde S je podpriestor vektorového priestoru V nad polom

F, aj ich lubovolnd linedrna kombindcia c1dy + cads + - - - + ¢, 0y, patri do podpriestoru S.

Veta 4.3.4. Ak d1,ds,...,08, € S, kde S je podpriestor vektorového priestoru V nad polom
F, tak [dy,ds,...,4,] € S.

Veta 4.3.5. Nech di,ds,...,0, € V, 3 € V, kde V je vektorovy priestor nad polom F.
Potom (3 je linedrnou kombindciou vektorov a1, ds, ..., d, prdve vtedy, ked

-

Qq, 0, .. 75271] = [0_2170_227"' ao_g'ruﬁ}'

12
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4.3.2 Linearna nezavislost
Definicia 4.3.6. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Vektory a7, ..., d, su linedrne
zavislé, ak existuju cy, ..., c, € F, ktoré nie si vSetky nulové a plati
€181+ + cpdn = 0.
(Strucne: 0 je nenulovou linedrnou kombinaciou vektorov @y, . . ., ap.)

V opa¢nom pripade hovorime, ze vektory &y, ..., d, linedrne nezdvislé.

Veta 4.3.7. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech n je prirodzené &islo, n > 2
adi,...,a, € V. Vektory as,...,a, st linedrne zdvislé prdve vtedy, ked niektory z nich je
linedrnou kombindciou ostatnych.

Veta 4.3.8. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech di,...,d, € V su vektory
také, ze a1 # 0. Vektory dy,...,a, su linedrne zdvislé prdve vtedy, ked miektory z nich je
linedarnou kombindciou predchddzajucich.

Veta 4.3.9. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Vektory &1,...,d, € V st linedrne
zdvislé prdve vtedy, ked niektory z nich je linedrnou kombindciou predchddzajicich.

Veta 4.3.10 (Steinitzova veta o vymene). Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Ak
V =[dy,...,d,) (vektorovy priestor V je generovany vektormi &y,...,d,) a B1,...,B8s €V
st linedrne nezdvislé vektory, tak

(i) s <m,

—

(ii) z vektorov d&i,...,d, sa dd vybrat n — s vektorov, ktoré spolu s vektormi 51, coy Bs
generuju V.

4.4 Baza a dimenzia

Definicia 4.4.1. Nech V je vektorovy priestor. Hovorime, Ze V' je konecnorozmerny ak
existuje takd koneéna mnozina vektorov {&y,...,a,}, Ze plati [@;,...,d,] =V.

Definicia 4.4.2. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Mnozinu vektorov {dy, ..., &, }
nazyvame bdzou priestoru V, ak

(i) vektory &y, ...,d, st linedrne nezavislé,
(i) V =[d1,...,d,].

(Stru¢ne: Béza je takd mnozina linedrne nezavislych vektorov, ktord generuje cely priestor.)

Veta 4.4.3. Lubovolné dve bdzy konecnorozmerného vektorového priestoru V. maji rovnaky
pocet prokov.

Veta 4.4.4. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor. Ak El, . ,55 €V su linedrne
nezdvislé, tak sa daji doplnit na bdzu priestoru V.

Dosledok 4.4.5. Kazdy konecnorozmerny vektorovy priestor V. {6} md bdzu.

Definicia 4.4.6. Dimenziou koneénorozmerného vektorového priestoru V' nazyvame pocet
prvkov Tubovolnej jeho bazy. (Pre nulovy priestor dodefinujeme d({0}) = 0.) Toto ¢islo ozna-
¢ujeme d(V).

13



14 Linearne a direktné sii¢ty podpriestorov

Dosledok 4.4.7. Ak 'V je konecnorozmeny vektorovy priestor a dy, ..., 0, su linedrne ne-
zavislé vo V, tak n < d(V).

Veta 4.4.8. Nech V je konecénorozmerny vektorovy priestor a d(V') = n. Nasledujice pod-
mienky su ekvivalentné:

(i) {d1,...,a,} je bdza priestoru V,
(ii) vektory di,...,d, su linedrne nezdvisle,
(ii) V =|d1,...,0n].
Veta 4.4.9. Nech V' je vektorovy priestor. Vektory ai, ..., 0, tvoria bdazu priestoru V' prave
vtedy, ked kazdy vektor B sa dd jednoznacne vyjadrit ako
B=c181 4 + Cadin.

Veta 4.4.10. Lubovolny podpriestor S konecnorozmerného priestoru V je konecnorozmerny.
Navyse, d(S) < d(V).

Tvrdenie 4.4.11. Ak S je podpriestor koneénorozmerného vektorového priestoru V a d(S) =
d(V), tak S =V.

4.5 Linearne a direktné sucty podpriestorov

Veta 4.5.1. Nech S, T st vektorové podpriestory vektorového priestoru V. nad polom F.
Potom . .

S+T={a+p3,ae80eT}
je podpriestorom vektorového priestoru V.

Definicia 4.5.2. Ak S, T st podpriestory vektorového podpriestoru V', tak vektorovy pod-
priestor S + T sa nazyva linedrny sucet podpriestorov S a T

Veta 4.5.3. Nech_S a T su podpriestory vektorového priestoru V- nad polom F. Nech S =
[@1,...,an], T=1[81,...,Bm]. Potom S+T =[d1,...,0n,B1,--,0m]

Veta 4.5.4. Nech S, T su podpriestory konecnorozmerného priestoru V. Potowﬂ
d(S)+d(T)=d(S+T)+d(SNT).

Definicia 4.5.5. Nech S, T s podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F' a nech
SNT ={0}. Potom podpriestor S + T nazyvame direkiny (priamy) sicet podpriestorov S
a T a oznaCujeme ho S T'.

Veta 4.5.6. Nech S, T, P su podpriestory konecnorozmerného vektorového priestoru V nad
polom F. Tieto podmienky st potom ekvivalentné:

(i) P=S&T
(i) P=S8+T ad(P)=d(S)+d(T)

(iii) Ak dy,...,d, je bdza podpriestoru S a 51, e ,ﬁm je baza podpriestoru T, tak a1, . .., ay, 51, .

je bdza podpriestoru P.

(v) P=S8+T akaidy vektor 7 € P sa dd jedingm sposobom vyjadrit v tvare & + f3, kde
aeSapfeT. (Tj. aky = ady+ f1 = ds + Pa, pricom &1,82 € S a p1,02 € T, tak

—

a1 =d a B = fa.)

ITento vzorec pripomina vzorec pre pocet prvkov zjednotenia dvoch mnozin |SUT| = |S|+ |T| — |SNT].
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Kapitola 5

Linearne zobrazenia a matice

5.1 Matice

Definicia 5.1.1. Maticou typu m x n nad polom F nazyvame Iubovolni tabulku pozosté-
vajtcu z prvkov pola F, ktord ma m riadkov a n stlpcov.

Definicia 5.1.2. Nech A, B st matice typu m x n nad polom F a c € F.
(a) Siucet matic A = ||a;j|| a B = ||b;;|| je matica A+ B = ||a;; + byjl].
(b) Matica c.A = ||ca;;|| sa nazyva c-ndsobok matice A.
(Teda séitovanie matic a nasobenie matice skaldrom definujeme po stradniciach.)

Veta 5.1.3. Matice typu m X n nad polom F s takto definovanym scitovanim a ndsobenim
skaldrmi tvoria vektorovy priestor nad polom F.

Definicia 5.1.4. Maticu typu n x n (teda taku, ktord ma rovnaky pocet riadkov a stipcov)
nazyvame stvorcovd matica.

Maticu
1 0 0
=1, = 0 1
0
0 0 1

typu n x n, ktord mé na diagonale jednotky a mimo diagondly nuly, nazyvame jednotkovd
matica.

Stvorcova matica, ktord ma mimo diagonaly iba nuly (t.j. a;; = 0 pre ¢ # j) sa nazjyva
diagondlna matica. (Prikladom diagonalnej matice je jednotkova matica.)

Definicia 5.1.5. Transponovand matica k matici A typu m x n je matica AT typu n x m
urcend ako

T
AT = |||
Stvorcova matica A sa nazyva symetrickd, ak A = AT a antisymetrickd, ak A = —AT.
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16 Riadkova ekvivalencia a hodnost matice

5.2 Riadkova ekvivalencia a hodnost matice

Definicia 5.2.1. Podpriestorom prislichajicim matici A typu m xn nad polom F nazyvame
podpriestor priestoru F” generovany riadkami matice A. Oznacujeme ho Vjy.

Definicia 5.2.2. Elementdrne riadkové operdcie na matici A nad polom F st
1. vymena 2 riadkov matice,
2. vynésobenie niektorého riadku matice nenulovym prvkom c pola F,
3. pripocitanie nasobku niektorého riadku k inému riadku.

Hovorime, ze matice A a B st riadkovo ekvivalentné ak maticu B mozno z A dostat pomo-
cou konecnej postupnosti elementarnych riadkovych operacii. Ak matice A a B st riadkovo
ekvivalentné, zapisujeme to ako A ~ B.

Veta 5.2.3. Elementdrne riadkové operdcie nemenia podpriestor prisluchajici danej matici.
(Teda riadkovo ekvivalentnym maticiam zodpovedd rovnaky podpriestor.)

Definicia 5.2.4. Matica A je redukovand trojuholnikovd matica, ak:
(i) Veduci (=prvy nenulovy) prvok kazdého riadku matice je 1.

(ii) Kazdy stipec obsahujtici vediici prvok niektorého riadku mé prvky v ostatnych riadkoch
nulové.

(iii) Nulové riadky lezia pod nenulovymi riadkami. (PresnejSie povedané: Akykolvek nulovy
riadok musi byt nizsie ako akykolvek nenulovy riadok.)

(iv) Vedtci prvok lubovolného nenulového riadku je napravo od vedtcich prvkov vsetkych
nenulovych riadkov nad nim a nalavo od vedutcich prvkov riadkov pod nim (t.j. vedice
riadky st usporiadané zlava doprava).

Veta 5.2.5. Kazdd matica nad polom F je riadkovo ekvivalentnd s nejakou redukovanou
trojuholnikovou maticou.

Veta 5.2.6. Nenulové riadky redukovanej trojuholnikovej matice si linedrne nezdvisle.

Definicia 5.2.7. Hodnost matice A je dimenzia podpriestoru V4 prislichajiceho tejto ma-
tici. Oznacujeme ju h(A).

Lema 5.2.8. Nech A je redukovand trojuholnikovd matica typu m xn nad polom F. Oznacéme
jej nenulové riadky &y, ...,0 a ako iy, ...,i, oznacme cisla stlpcov, v ktorych si vedice
jednotky. Potom & = (c1,...,¢n) € Va prdve vtedy, ked & = ¢;; 01 + ¢, 02 + ... + ¢, 0.

Veta 5.2.9. Ak A a B st redukované trojuholnikové matice rovnakého typu m x n nad polom
FaVy=Vg, tak A= B.

Désledok 5.2.10. Nech A a B st matice typu m X n nad polom F. Nasledovné podmienky
st ekvivalentné:

(i) A a B su riadkovo ekvivalentné,
(ii) Va = Vg,

(i) A a B st riadkovo ekvivalentné s tou istou redukovanou trojuholnikovou maticou.
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KAPITOLA 5. LINEARNE ZOBRAZENIA A MATICE 17

5.3 Linearne zobrazenia

Definicia 5.3.1. Ak V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je zobrazenie
z V do W, tak hovorime, Ze f je linedrne zobrazenie, ak pre lubovolné &@, 5 € V a Iubovolné
c € F plati

-

(i) f(@+B) = f(a@) + f(B),
(ii) f(cd) = cf(d).

Veta 5.3.2. Nech V., W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je zobrazenie.
Nasledujuce podmienky su ekvivalentne:

(a) zobrazenie f je linedrne,

(b) f(cd@ + df) = cf (@) + df (B) pre lubovolné c,d € F a lubovolné &, 3 € V,

—

(¢) fler@i+--+cndy) =c1f(@r)+...+enf(dyn) pre lubovolnécy,...,c, € F, dq,...,0, €
V.

Tvrdenie 5.3.3. Ak f je linedrne zobrazenie, tak f(0) = 0.

Veta 5.3.4. Nech V., W st vektorové priestory. Nech dy,...,d, je bdza priestoru V a nech
B1y..., 0, € W. Potom existuje prave jedno linedrne zobrazenie f: V — W také, Ze

prei=1,2,....n.

Definicia 5.3.5. Nech F' je pole. Matica linedrneho zobrazenia f: F™ — F™ je matica typu
m x n ktorej k-ty riadok je vektor f(&%).

Veta 5.3.6. Nech U, V, W su vektorové priestory nad tym istym polom F. Ak f: U -V a
g: V= W si linedrne zobrazenia, tak aj g o f je linedrne zobrazenie.
5.4 Suc¢in matic

Definicia 5.4.1. Ak A je matica typu m x n a B je matica typu n x k nad polom F, tak
maticu C = ||c;;]| typu m x k, kde

n
Cij = E @itby;
=1

prei=1,2,....,maj=12, ..., k, nazgvame sucin matic A a B. Oznacujeme ju A.B.

Veta 5.4.2. Nech F je pole, f: F™ — F™ a g: F"* — F* si linedrne zobrazenia. Potom
plati
Agos = Aj.Aq

Désledok 5.4.3. Ndasobenie matic je asociativne, teda
A.(B.C)=(A.B).C

pre lubovolné matice také, Ze ich moZno ndsobit v uvedenom poradi.
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18 Inverzni matica

Veta 5.4.4. Nech matice A, B, C nad polom F si maji také rozmery, Ze uvedené sicty a
suciny maju zmysel.

InA=A=AI,
A(B+C) = AB + AC
(B+C)D = BD +CD

5.5 Inverzna matica

Veta 5.5.1. Ak f: V — W je linedrne zobrazenie a existuje inverzné zobrazenie f=1: W —
V, tak f~1 je linedrne zobrazenie.

Lema 5.5.2. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a dy, ... ,d, je bdza priestoru V.
(i) Zobrazenie f je injekcia prdave vtedy, ked vektory f(d1), ..., f(ay) st linedrne nezdvislé.

(ii) Zobrazenie f je surjekcia prdve vtedy, ked [f(d1),..., f(dn)] = W (teda ak vektory
f(@),..., f(dn) generuji cely priestor W).

Veta 5.5.3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a dy, .. ., 04, je bdza priestoru V. Zobra-
zenie | je bijekcia prave vtedy, ked vektory f(a), ..., f(&y) tvoria bdzu vektorového priestoru
Ww.

Dosledok 5.5.4. Nech f: F™ — F" je linearne zobrazenie. Nasledujice podmienky su ekvi-
valentné:

(i) f je bijekcia,
(ii) f je prosté,
(iii) f je surjektivne.

Dosledok 5.5.5. Nech f: F™ — F" je linedrne zobrazenie. Nasledujice podmienky su ekvi-
valentné:

(a) zobrazenie f je bijekcia,
(b) ewistuje inverzné zobrazenie f~1,
(¢) h(Af) = n.

Definicia 5.5.6. Nech A je matica typu n x n. Hovorime, Ze matica B je inverznd k matici
A, ak plati
AB = BA=1,.

Oznacujeme ju B =: A~ 1.
Definicia 5.5.7. Stvorcova matica typu n x n sa nazyva requldrna, ak h(A) = n.

Veta 5.5.8. Nech A je matica typu n x n. K matici A existuje inverznd matica prdve vtedy,
ked A je requldrna.

Definicia 5.5.9. Bijektivne linedrne zobrazenie f: V — W nazyvame izomorfimus vektoro-
vych priestorov V a W (alebo tiez linedrny izomorfizmus).

Ak existuje bijektivne zobrazenie f: V' — W, hovorime, ze vektorové priestory V a W st
izomorfné. Fakt, ze V a W si izomorfné oznacujeme V = W.
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Désledok 5.5.10. Ak V', W si koneénorozmerné vektorové priestory a V=W, tak d(V) =
d(W).

Veta 5.5.11. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a d(V) = n. Potom V je izomorfny
s priestorom F™.

5.6 Elementarne riadkové operacie a stcéin matic
Definicia 5.6.1. Pre lubovolni elementarnu riadkovi operaciu na matici typu m xn nazveme
maticou elementdrnej riadkovej operdcie maticu typu m X m, ktord vznikne vykonanim tejto

operacie na jednotkovej matici I,,.

Tvrdenie 5.6.2. Ak matica B vznikne z matice A vykonanim nejakej elementdrnej riadkovej
operdcie a E je matica tejto riadkovej operdacie, tak B = E.A.

Tvrdenie 5.6.3. Ak matica B vznikne z matice A vykonanim nejakej elementdrnej stlpcovej
operdcie a E je matica tejto stlpcovej operdcie, tak B = A.E.

5.7 Sustavy linearnych rovnic

Definicia 5.7.1. Sustavou linedrnych rovnic rozumieme systém rovnic tvaru

a1121 + @122+ ... + A1 Ty = C1

a21T1 + a2+ ... + Aon Ty = Co

(5.1)
Am1T1 + a2t ... + GmnTn = Cmy
kde a;j,c; € F pre vSetky pripustné hodnoty indexov ¢ a j.

Riesenie ststavy linearnych rovnic je n-tica (z1,...,z,) ktora spliia vietky uvedené rov-
nice. Ak existuje aspon jedno rieSenie ststavy linedrnych rovnic, hovorime, Ze tato sistava je
riesitelnd. Skalary ci,...,c, nazyvame pravé strany, a;; s koeficienty a x; st nezname.

Maticu

a1 ai2 . A1n

a1 a2 .o a9,
A — n
Am1 Am2 ... Qmn
nazyvame matica sustavy (5.1)).
Maticu

ail a1 ce [e5T) C1
A= | @20 G2 ... G C2
aGm1 Am2 ... (Gmn Cm

nazyvame rozsirend matica sustavy (5.1)).

Veta 5.7.2. Ak rozsirené matice dvoch sustav linedrnych rovnic su riadkovo ekvivalentné,
tak tieto dve sustavy maji rovnakiu mnoZinu riesend.
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20 Jadro a obraz linedrneho zobrazenia

5.7.1 Homogénne sustavy linearnych rovnic

Veta 5.7.3. MnozZina véetkych rieseni homogénnej sustavy linedrnych rovnic tvori podpries-
tor priestoru F™.

1+ Clyt1Tr41 + Clpg2Trqot ...+ C1pTy, =0

T2 + C2p11Tr41 + C2pp2Trp2t ...+ C2nTn =0 (5.2)

Tr + Crp41Tr41 + Crpp2Trp2t . oo+ Crn®n = 0

Veta 5.7.4. Vektory ¥ri1,Vr+2,---,7n tvoria bdzu priestoru rieSeni homogénnej sustavy
6.

Dosledok 5.7.5. Nech A je matica typu m X n a S je priestor rieseni homogénnej sustavy
linedrnych rovnic s maticou A. Potom

d(S) = n — h(A).

Daésledok 5.7.6. Homogénna sustava linedrnych rovnic s n nezndmymi, ktorej matica md
hodnost n, md len trividlne riesenie.

Veta 5.7.7. Kazdy podpriestor priestoru F™ je mnoZinou rieseni nejakého homogénneho

systému linedrnych rovnic.

5.7.2 Gaussova eliminana metéda

5.7.3 Frobeniova veta
Veta 5.7.8. Pre kaZdi maticu A nad polom F plati h(A) = h(AT).

Veta 5.7.9 (Frobeniova). Nehomogénna sistava linedrnych rovnic (5.1) je riesitelnd prdve
vtedy, ked matica sustavy a rozsirend matica sustavy magju rovnakid hodnost, t.j.

h(A) = h(A").
Veta 5.7.10. Nech & je riesenie sustavy linedrnych rovnic
Aat =47 (N)
a S je podpriestor pozostavajuci zo vsetkych rieseni homogénneho systému
Aat =07, (H)

Potom T = {d + BB e S} je mnoZina vsetkych riesent .

5.8 Jadro a obraz linearneho zobrazenia

Definicia 5.8.1. Nech V a W su vektorové priestory nad polom F' a f: V — W je linedrne
zobrazenie. Potom jadrom linedrneho zobrazenia f nazyvame mnozinu

Ker f ={d@ e V;f(@ =0}
a obrazom linedrneho zobrazenia f nazyvame mnozinu

Im f = {f(d@):;d € V}.
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Tvrdenie 5.8.2. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie. Potom Ker f je vektorovy podpriestor priestoru V aIm f je vektorovy podpriestor
priestoru W.

Tvrdenie 5.8.3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a V = [&1,...,8y,]. Potom Im f =

[f(&l)a .. "f(&TL)]'

Tvrdenie 5.8.4. Nech V s W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie.
Zobrazenie | je injektivne prdve vtedy, ked Ker f = {0}.

Tvrdenie 5.8.5. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie.
Zobrazenie f je surjektivne prdve vtedy, ked Im f = W.

Désledok 5.8.6. Linedrne zobrazenie f: V. — W je izomorfizmus prdve vtedy, kedIm f = W
a Ker f = {0}.

Veta 5.8.7. Nech V a W su konecnorozmerné vektorové priestory a f: V. — W je linedrne
zobrazenie. Potom
d(V) = d(Ker f) + d(Im f).

5.9 Hodnost transponovanej matice

5.10 Nasobenie blokovych matic*

Tvrdenie 5.10.1. Nech

st blokové matice a navyse pre lubovolné pripustné i, j, k maji pristusné bloky A;; a Bjj
také rozmery, Ze sa tieto matice daju ndsobit. Potom ich sicin C = AB sa dd zapisat ako
blokovd matica pozostdvajica z m X k blokov

pricom

s=1

prei=1,....,m,j7=1,... k.
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Kapitola 6

Determinanty

6.1 Motivacia

6.2 Definicia determinantu

Definicia 6.2.1. V tejto kapitole budeme oznacovat ako S,, mnozinu vSetkych permutacii
mnoziny {1,2,...,n}.

Dvojica (¢(k),(s)) sa vola inverzia permutacie ¢, ak k < s ale @(k) > ¢(s). Pocet
inverzi{ permutécie ¢ budeme oznacovat i(y).

Definicia 6.2.2. Nech A je matica typu n x n nad polom F', A = ||a;;||. Determinant matice
A je
Al = (-1)Par 1) a2p02) - - Anpn)- (6.1)
PESK

Veta 6.2.3. Nech A je matica typu n X n. Potom
Al = |AT].

6.3 Vypocet determinantov
6.3.1 Laplaceov rozvoj
Veta 6.3.1. Pre algebraicky doplnok prvku a,s Stvorcovej matice A plati
Ars = (=1)"" My
Désledok 6.3.2 (Laplaceov rozvoj determinantu). Nech A je matica typu n X n. Potom
Al = (=1)" @i [Mia | 4+ (=1)"Pag|Mio| + ... 4 (=1)" " ain | My | (6.2)

Al = (1) ay; | Myj| + (—1)7 2ag; | Mo | + . .. + (=1)7 " ap; | My (6.3)

6.3.2 Vypodet pomocou riadkovych a stlpcovych opericii

Veta 6.3.3. Ak maticu B ziskame z A vyndsobenim k-teho riadku skaldarom c € F', tak

|B| = c|Al.
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Désledok 6.3.4. Ak matica A md nulovy riadok, tak |A| = 0.
Veta 6.3.5. Ak md matica A dva rovnaké riadky, tak |A| = 0.

Veta 6.3.6. Nech matice A a B si matice typu n X n, ktoré sa lisia len v k-tom riadku.
Potom |A| + |B| = |C|, kde ¢;j = a;; = b;; pre i # k a ci; = ax; + by;.

Veta 6.3.7. Ak matica B vznikne z A pripocitanim c-nasobku miektorého riadku k inému
(pricom c € F), tak |B| = |A].

Veta 6.3.8. Ak matica B vznikne z A vzdjomnou vymenou dvoch riadkov, tak |B| = —|A|.
(Vygmena 2 riadkov matice meni znamienko determinantu.)

Veta 6.3.9. Ak A je hornd trojuholnikovd matica (pod hlavnou diagondlou md nuly), tak
determinant matice A sa rovnd sucinu prvkov na diagondle.

‘A| = 11022 ...0nxn
Désledok 6.3.10. Determinant diagondlnej matice sa rovnd sucinu diagondlnych prvkov.

dy
=dids...d,
dy,

Veta 6.3.11. Nech A je s§tvorcovd matica typu n X n. Matica A je reguldrna prdave vtedy,
ked |A| # 0.

6.4 Determinant sti¢inu matic
Veta 6.4.1. Nech A, B st dve matice typu n x n nad polom F. Potom plat{

|A.B| = |Al|B|.

6.5 Vyuzitie determinantov

6.5.1 Vypocet inverznej matice

Veta 6.5.1. Ak A je reguldrna matica typu n X n, tak

Ain A o Ap

1 (A A . A
e 12 22 n2
Ay, Ao .. App

kde A;; oznacuje algebraicky doplnok prvku a;;.

6.5.2 Cramerovo pravidlo
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Dodatok A

Delenie so zvyskom
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Dodatok B

Komplexné cisla

B.1 Definicia komplexnych c¢isel, algebraicky tvar kom-
plexného cisla

Definicia B.1.1. Komplexnym c¢islom budeme nazyvat lubovolné &islo tvaru
a + bi,
kde a,b € R. Mnozinu vSetkych komplexnych ¢isel oznacujeme

C ={a+bi;a,b e R}.

Zapis komplexného ¢isla v tvare a + bi nazyvame algebraicky zdpis komplexného disla.
Pritom a sa nazyva redina cast komplexného ¢&isla a bi sa nazyva imagindrna cast komplex-
ného éisla. Pre komplexné ¢islo z = a+ bi ozna¢ujeme jeho redlnu ¢ast Re z = a a imagindrnu
¢ast Im z = bi. (Niekedy sa tiez pouziva oznacenie Rz a 3z.) Cislo, ktoré ma nulovi realnu
dast, sa nazyva rydzoimagindrne.

Komplexné ¢islo je jednoznacne uréené svojou realnou a imaginarnou castou, teda dve
komplexné ¢isla z1 = ay + b1i a 23 = as + bai sa rovnaju prave vtedy, ked

a1 =as a by =bs.

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i (B.1)
(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (be + ad)i (B.2)

Veta B.1.2. Komplexné ¢isla s operdciami + a - definovanymi vztahmi (B.1) a (B.2) tvoria
pole.

Definicia B.1.3. Komplexne zdruZenym ¢islom k ¢islu z = a+ bi nazyvame ¢islo Z = a — bi.

B.2 Geometricka interpretacia komplexnych ¢isel, goni-
ometricky tvar, Moivrova veta

Definicia B.2.1. Zépis komplexného ¢isla v tvare

z=r(cosp +isingp)
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26 Riesenie rovnic v komplexnych ¢islach

nazyvame goniometricky zdpis komplexného é&isla. Cislo r = /a2 + b2 nazyvame absolitna
hodnota alebo tiez modul komplexného ¢isla z a oznacujeme ho |z|. Cislo ¢ také, ze a = r cos ¢
a b = rsin ¢ nazyvame argument komplexného ¢isla z.

Veta B.2.2 (Moivrova veta). Nech z; = ri(cosa+isina) a zg = ro(cosf +isin ). Potom
pre ich sucin plati
2122 = rira(cos(a + B) + isin(a + B)). (B.3)

Specidlne z toho vyplyva, Ze pre absolitne hodnoty plati
|2’12’2‘ = ‘Zl||22| (B4)
Dosledok B.2.3. Akn €N a z=r(cosa+ isina), tak

2" =r" (cos(na) + isin(na))

B.3 Riesenie rovnic v komplexnych ¢islach

Veta B.3.1 (Zékladna veta algebry). KaZdy polynom s komplexngmi koeficientami md koreri
vC. Tj. ak
f(x) =cpa™ + ...+ 1z + ¢,

tak existuje z € C také, Ze f(z) = 0.

B.3.1 Kvadratické rovnice s realnymi koeficientmi

B.3.2 Binomické rovnice

B.4 Zopar dalSich veci stvisiacich s komplexnymi &is-
lami
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