
Grupy Polia

Grupy a polia

2. októbra 2012



Grupy Polia

De�nícia binárnej operácie

De�nícia

Binárna operácia ∗ na mnoºine A je zobrazenie z mnoºiny A× A do
A.
Namiesto ∗(a, b) budeme pouºíva´ ozna£enie a ∗ b, tento zápis
budeme niekedy skracova´ ako ab.
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Príklady binárnych operácií

+ a · na R
a⊕ b = (a+ b)mod 5 a a� b = (a.b)mod 5 na Z5 = {0, 1, 2, 3, 4}

⊕ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

� 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1
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Príklady binárnych operácií

Pre kone£nú mnoºinu môºeme binárnu operáciu zada´ tabu©kou.

4 0 1 2
0 0 1 2
1 0 1 2
2 0 2 1
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Vlastnosti binárnych operácií

De�nícia

Nech ∗ je binárna operácia na mnoºine M.

• e ∈ M je neutrálny prvok operácie ∗, ak (∀m ∈ M) platí

e ∗m = m ∗ e = m.

• Operácia ∗ je komutatívna, ak (∀x , y ∈ M) platí

x ∗ y = y ∗ x .

• Operácia ∗ je asociatívna, ak (∀x , y , z ∈ M) platí

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

Ak existuje neutrálny prvok, tak je jednozna£ne ur£ený.
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Asociatívnos´

Asociatívnos´ vlastne znamená, ºe nezáleºí na uzátvorkovaní:

(

  

x ∗ y )

  

∗ z

x ∗ ( y ∗ z )
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Komutatívnos´

Figure: Komutatívnos´ a tabu©ka binárnej operácie
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Vlastnosti binárnych operácií

De�nícia

Nech ∗ je binárna operácia na mnoºine M a e ∈ M je jej neutrálny
prvok.

• Prvok b ∈ M je inverzný k prvku a, ak platí

a ∗ b = b ∗ a = e.

Pre asociatívnu binárnu operáciu platí jednozna£nos´ inverzného
prvku. Inverzný prvok ozna£ujeme a−1.



Grupy Polia

Aditívny a multiplikatívny zápis

(G ,+) (G , ·)
NP 0 1
IP −a a−1

n × a an
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De�nícia grupy

De�nícia

Dvojica (G , ∗), kde G je mnoºina a ∗ je binárna operácia na G , sa
nazýva grupa, ak
(i) operácia ∗ je asociatívna,
(ii) operácia ∗ má neutrálny prvok, (neutrálny prvok budeme

spravidla ozna£ova´ e)
(iii) ku kaºdému prvku g ∈ G existuje inverzný prvok vzh©adom na

operáciu ∗. (Tento inverzný prvok budeme ozna£ova´ g−1.)
Ak ∗ je navy²e komutatívna, tak aj grupa (G , ∗) sa nazýva
komutatívna (abelovská).

Príklady grúp: (R,+), (R \ {0}, ·), (Z5,⊕)
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De�nícia grupy

Grupa: ∗ je binárna operácia na G a platí

(∀a, b, c ∈ G )a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c
(∃e ∈ G )(∀a ∈ G )e ∗ a = a ∗ e = a

(∀a ∈ G )(∃b ∈ G )a ∗ b = b ∗ a = e

Komutatívna grupa:

(∀a, b ∈ G )a ∗ b = b ∗ a
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Vlastnosti grúp

Veta (Zákony o krátení)

Ak (G , ∗) je grupa, tak pre ©ubovo©né a, b, c ∈ G platí

a ∗ b = a ∗ c ⇒ b = c

b ∗ a = c ∗ a ⇒ b = c

Veta
Nech (G , ∗) je grupa. Potom pre ©ubovo©né a, b ∈ G platí

(a−1)−1 = a

(a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1
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De�nícia po©a

De�nícia

Nech F je mnoºina, + a · sú binárne operácie na F . Hovoríme, ºe
trojica (F ,+, ·) je pole, ak
(i) (F ,+) je komutatívna grupa, jej neutrálny prvok budeme

ozna£ova´ 0;
(ii) (F \ {0}, ·) je komutatívna grupa, jej neutrálny prvok budeme

ozna£ova´ 1;
(iii) pre ©ubovo©né a, b, c ∈ F platí

a(b + c) = ab + ac ,

(a + b)c = ac + bc.

(Túto vlastnos´ nazývame distributívnos´.)
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Ozna£enia

Pre inverzný prvok v grupe (F ,+) budeme pouºíva´ ozna£enie −a,
t.j. pre túto grupu pouºívame aditívny zápis. Prvok −a nazývame
opa£ný prvok k prvku a. Inverzný prvok k prvku a 6= 0 po©a F

vzh©adom na operáciu · budeme zna£i´ a−1.
Namiesto b + (−c) budeme pouºíva´ stru£nej²í zápis b − c .

Príklady polí: (R,+, ·), (Q,+, ·), (Z5,⊕,�)
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Ekvivalentná de�nícia po©a

De�nícia

Pole je mnoºina F , na ktorej sú de�nované 2 binárne operácie + a ·
sp¨¬ajúce:
(i) pre v²etky a, b, c ∈ F platí a + (b + c) = (a + b) + c ,
(ii) pre v²etky a, b ∈ F platí a + b = b + a,
(iii) existuje prvok 0 ∈ F taký, ºe pre kaºdé a ∈ F sa a + 0 = a,
(iv) ku kaºdému a ∈ F existuje b ∈ F tak, ºe a + b = 0,
(v) pre v²etky a, b, c ∈ F platí a.(b.c) = (a.b).c ,
(vi) pre v²etky a, b ∈ F platí a.b = b.a,
(vii) existuje prvok 1 ∈ F taký, ºe 1 6= 0 a pre kaºdé a ∈ F sa

a.1 = a,
(viii) ku kaºdému a ∈ F , a 6= 0 existuje b ∈ F tak, ºe a.b = 1,
(ix) pre v²etky a, b, c ∈ F sa a.(b + c) = a.b + a.c .
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Základné vlastnosti po©a

Tvrdenie
Nech (F ,+, ·) je pole. Potom pre a, b, c ∈ F platí

(i) a.0 = 0, 0.a = 0,
(ii) a.b = b.a,
(iii) 1.a = a.1 = a,

(iv) (−a).b = −a.b,
(v) (−a).(−b) = a.b,
(vi) a.b = 0 ⇒ a = 0 ∨ b = 0,
(vii) a.b = a.c ∧ a 6= 0 ⇒ b = c,

(viii) a.a = a ⇒ a = 0 ∨ a = 1.



Grupy Polia

Pole Zp

Zn := {0, 1, . . . , n − 1}

a ⊕ b = (a + b)mod n,

a � b = (ab)mod n,

Veta

Ak p je prvo£íslo, tak (Zp,⊕,�) je pole.

Dôkaz vyuºíva vlastnos´, ºe pre kaºdé prvo£íslo p platí p | m.n ⇒
p | m alebo p | n.
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n × a a a
n

De�nícia

Ak n ∈ Z a a, b sú prvky po©a F , tak de�nujeme n × a takto:
0× a = 0,
(n + 1)× a = n × a + a,
Ak n > 0 tak de�nujeme (−n)× a = −(n × a) .
Podobne de�nujeme pre a 6= 0:
a0 = 1,
an+1 = an.a,
a−n = (an)−1 (n > 0).

n × a = a + a + · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n-krát

an = a · a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
n-krát
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