Grupy a polia

2. oktébra 2012

<O «Fr «=)»

<=

>

v




GRUPY
©0000000

Definicia bindrnej operdcie

Definicia

Bindrna opericia * na mnozine A je zobrazenie z mnoziny A X A do
A.

Namiesto *(a, b) budeme pouzivat oznaenie a * b, tento zapis
budeme niekedy skracovat ako ab.
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Priklady bindrnych operdcii
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Priklady bindrnych operdcii

Pre koneénii mnozinu mézeme binarnu operaciu zadat tabulkou.
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Vlastnosti bindrnych operdcii

Definicia
Nech * je binarna operacia na mnozine M.

e e € M je neutralny prvok operacie x, ak (Vm € M) plati
exm=mxe=m.
e Operacia * je komutativna, ak (Vx,y € M) plati
X*y =y*X.
e Operacia * je asociativna, ak (Vx, y,z € M) plati

(xxy)*z=xx(y*2z).

Ak existuje neutralny prvok, tak je jednoznacne uréeny.
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Asociativnost

Asociativnost vlastne znamena, Zze nezalezi na uzatvorkovani:
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Komutativnost
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Figure: Komutativnost a tabulka binarnej operacie
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Vlastnosti bindrnych operdcii

Definicia
Nech * je binarna operacia na mnozine M a e € M je jej neutralny
prvok.

e Prvok b € M je inverzny k prvku a, ak plati

axb=bxa=e.

Pre asociativnu bindrnu operaciu plati jednoznacnost inverzného
prvku. Inverzny prvok oznacujeme a=!.
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Aditivny a multiplikativny zdpis
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Definicia grupy

Definicia

Dvojica (G, %), kde G je mnozina a * je binarna operacia na G, sa

nazyva grupa, ak

(i) operacia x je asociativna,

(ii) operacia * ma neutralny prvok, (neutralny prvok budeme
spravidla oznacovat e)

(iii) ku kazdému prvku g € G existuje inverzny prvok vzhladom na
operéciu *. (Tento inverzny prvok budeme oznacovat g—1.)

Ak x je navySe komutativna, tak aj grupa (G, %) sa nazyva

komutativna (abelovska).

Priklady grap: (R,+), (R\ {0},-), (Zs,®)
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Definicia grupy

Grupa: * je binarna operacia na G a plati

(Va,b,c € Glax(bxc)=(axb)xc
(Jec G)(Vac Glexa=axe=a
(Vae G)(3be G)axb=bxa=c¢e

Komutativna grupa:

(Va,be Glaxb=bxa
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Viastnosti grip

Veta (Zikony o krdteni)
Ak (G, %) je grupa, tak pre [ubovolné a, b, c € G plati

asxb=axc = b=c

bxa=cxa = b=c

Vela
Nech (G, %) je grupa. Potom pre [ubovolné a, b € G plati
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Definicia pola

Definicia

Nech F je mnozZina, + a - st binarne operacie na F. Hovorime, Ze

trojica (F,+, ) je pole, ak

(i) (F,+) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme
oznacovat 0;

(ii) (F\ {0},-) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme
oznacovat 1;

(iii) pre lubovolné a, b, c € F plati

a(b+c) =ab+ ac,
(a+ b)c = ac + bc.

(Tato vlastnost nazyvame distributivnost.)
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Oznacenia

Pre inverzny prvok v grupe (F,+) budeme pouzivat oznacenie —a,
t.J. pre tdto grupu pouzivame aditivny zapis. Prvok —a nazyvame
opacny prvok k prvku a. Inverzny prvok k prvku a # 0 pola F
vzhladom na operaciu - budeme znaéit a=!.

Namiesto b + (—c) budeme pouzivat strucnejsi zapis b — c.

Prl’klady pOh: (R> =+, '): (Q7 =+, ')' (Z57 D, ®)
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Definicia
Pole je mnozina F, na ktorej st definované 2 binarne operacie + a -
splhajace:
(1) pre vsetky a,b,c € F platia+ (b+c) = (a+ b) +c,
(ii) pre vietky a,b € F platia+ b= b+ a,
(iii) existuje prvok 0 € F taky, ze pre kazdé a € F sa a+ 0 = a,
(iv) ku kazdému a € F existuje b € F tak, ze a+ b =0,
(v) pre vietky a, b,c € F plati a.(b.c) = (a.b).c,
(vi) pre vietky a, b € F plati a.b = b.a,
(vii) existuje prvok 1 € F taky, ze 1 # 0 a pre kazdé a € F sa
a.l = g,
(viii) ku kazdému a € F, a # 0 existuje b € F tak, ze a.b =1,
(ix) pre vsetky a,b,c € F sa a.(b+c)=a.b+ a.c.



Zakladné vlastnosti pola

Tovrdenie

Nech (F,+,) je pole. Potom pre a,b,c € F plati

(i) a.0=0,0.a=0,

(ii) a.b=b.a,

(i) l.a=al=a,

(iv) (—a).b= —a.b,

v) (~a).(~b) = a.b,

(vi) ab=0=a=0V b=0,
(vii) ab=acANa#0=b=c,
(viii) aa.a=a=a=0Va=1.

Poria
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Pole 7,

Zn:={0,1,...,n—1}

a®b=(a+ b)modn,
a® b= (ab) mod n,

Veta
Ak p je prvocislo, tak (Zp,®,®) je pole.

Dékaz vyuziva vlastnost, ze pre kazdé prvocislo p plati p | m.n =

p | malebo p | n.
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Definicia

Ak n € Z a a, b st prvky pola F, tak definujeme n x a takto:
0xa=0,

(n+1l)xa=nxa+a,

Ak n > 0 tak definujeme (—n) x a= —(n x a) .

Podobne definujeme pre a £ 0:

%=1,

a"tl = a".a,

a "= (a")"! (n>0).

nxa=ata+---+a
N’

n-krat
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