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Definicia vektorového priestoru

Definicia

Nech F je pole a V # () je mnozina. Nech + je binérna operacia na
V' a kazdej dvojici c € F, @ € V je priradeny prvok c.a € V,
pricom plati pre lubovolné ¢,d € Fa @,3 € V:

(i) (V,+) je komutativna grupa,

(i) c.(@+ ) =c.d+cp,

iii) (c+d).d=c.d+d.qa,

c.d).d=c.(d.d),
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Definicia vektorového priestoru

Prvky mnoziny V budeme nazyvat vektory a spravidla ich budeme

oznacovat gréckymi pismenami a Sipkou. Pre prvky pola F budeme

niekedy pouzivat termin skalary.

Neutralny prvok komutativnej grupy (V,+) budeme oznacovat 0a

nazyvat nulovy vektor.

Inverzny prvok v grupe (V,+) budeme oznacovat —@ a nazyvame
a

opa&ny vektor k vektoru @. Vektor @ — 3 := @ + (—ﬁ) sa nazyva
rozdiel vektorov & a (.
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Operéacie s vektormi v rovine

Vektory v rovine so s€itovanim a nasobenim ako ho poznate zo
strednej skoly, tvoria vektorovy priestor nad polom R.

A A

yd+f

QL
=)

Figure: Operacie s vektormi v rovine
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Priestor R"

R" = usporiadané n-tice realnych Cisel s operaciami + a -
definovanymi po siradniciach tvoria vektorovy priestor nad R.

(X1, %2, -+ Xn) + (V1,02 ¥n) = a +y1,0 + Y200, Xn + Vi)

c(x1,x2,...,xn) = (cx1,¢cx2. .., CXp)

Podobne mézeme definovat vektorovy priestor F” nad F.
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Priestor RR

V={fR—R}
(f +8)(x) == f(x) + g(x),
(c.f)(x) = c.f(x),

Podobne: FM pre Tubovolné pole F a mnozinu M
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Priestor RR

f+y

Figure: Scitovanie v priestore R®
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Priestor RR

3f

Figure: Nasobenie skalarom v priestore R
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Zakladné vlastnosti vektorového priestoru

(a) 0.(52 = 0,

(b) ¢.0=0,

(¢) c.d@ =0 prve vtedy, ked ¢ = 0 alebo & =0
(d) (—c).d =—c.a.
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Definicia vektorového podpriestoru

Definicia
Ak V je vektorovy priestor nad polom F, S #(aSCV, tak S
nazveme podpriestorom (alebo tiez vektorovym podpriestorom)
priestoru V, ak

(i) pre lubovolné @, € Splatia+F € S,

(ii) pre lubovolné @ € S a c e F plati c.d € S.
Pre kazdy podpriestor plati 0 € S.
Priklady: priamka/rovina prechadzajica cez 0; rieSenie sastavy
linearnych rovnic s nulovou pravou stranou

{6} a V si podpriestory priestoru V
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Podpriestor je vektorovy priestor

Ak V je vektorovy priestor nad F a S je jeho podpriestor, tak S je
opat vektorovy priestor.

Stadi si uvedomit, Ze definicie z podmienky zarucia, Ze + a - si
operacie aj na S a ze 0 € S. Takisto sa dé z definicie overit
existencia inverznych prvkov v grupe (V,+).

Vlastnosti tvaru podobného ako

(v, B,7 € S)@+B)+7=a+(F+7),

teda také, ktoré hovoria, ze pre vsetky prvky z S ma platit nejaka
rovnost, urcite platia v podmnoZine S ak platia v celej mnozine.
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Kritérium vektorového podpriestoru

Tvrdenie (Kritérium vektorového podpriestoru)

Nech V je vektorovy priestor nad polom F a S C V, S # (). Potom
S je podpriestor V' prave vtedy, ked pre [ubovolné c,d € F a
a, B eV plati

—

afesS =  ca+dies. (1)
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Prienik podpriestorov je podpriestor

Veta
Ak S a T si podpriestory vektorového priestoru V, tak aj SN T je
podpriestor V.

Dosledok
Nech n € N. Ak 51,5, ..., S, si podpriestory priestoru V, tak aj
N7, Si je podpriestor priestoru V.

Veta

Nech | # 0 je lubovolnad neprdzdna mnozina a S; je podpriestor
priestoru V' pre kazdé i € |. Potom aj ()., Si je podpriestor
priestoru V.

i€l
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Prienik systému mnozin

Systém mnozin: A;, i € | (predpokladame / # ()

(A = {x: (Vi € I)x € Aj}
iel

x€NicsAi & (Vi e l)x € A

Napriklad pre | = N a A; = (i,00) dostaneme

ﬂAi:(Z)

ieN
_ o 11
apre/ =Na A _(_ileTl)
() A= {0}
ieN
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Definicia

Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Hovorime, Ze vektor &
je linedrnou kombinaciou vektorov a1, ds, ..., d,, ak existuji
skalary ¢1, ¢, ..., ¢y € F také, ze

a = c1dy + ¢y + -+ - + Cplip.

Skalary ¢1, ¢, ..., c, nazyvame koeficienty linedrnej kombinacie.
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Linedrny obal

Tvrdenie
Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Ak dy,ds,...,d, € V,
tak mnozina

M={cds + cdy+ -+ cpdnci€Fprei=1,2...,n}

Je podpriestor vektorového priestoru V.

Tento podpriestor nazyvame linedrny obal vektorov dy,ds, ..., 0,
alebo podpriestor generovany vektormi d1,dy, ..., d,. Oznacujeme
ho

M =: [d1,da, ..., dp)].
Ak plati [d1, 0y, ..., ap] = V, hovorime, Ze vektory di,dy, ..., 0,

generuji vektorovy priestor V.
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Priklady:
]R3 =[(1,0 ,0) (0,1,0),(0,0,1)] a
=[(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)]
PreS {(x,y, )€R3;x+y+z:0} plati
= [(1,0,—1),( ,1,-1)].
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Lema

Ak &y, do,...,0, € S, kde S je podpriestor vektorového priestoru
V' nad polom F, aj ich [ubovolna linedrna kombinacia

€101 + Gl + - - - + cp@p, patri do podpriestoru S.

Veta

Ak ai1,0p,...,0, € S, kde S je podpriestor vektorového priestoru
V' nad polom F, tak [61,d>,...,d,] CS.

Podpriestor [d/1, A3, ..., d,] je najmensi podpriestor priestoru V/,
ktory obsahuje vektory dy,do, ..., d,.
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Linedrny obal a linedrna kombinécia

Veta

Nech a1, dy,...,ad, €V, 5 € V, kde V je vektorovy priestor nad
polom F. Potom 3 Jje linearnou kombinaciou vektorov

Q1,0 ...,da, prave vtedy, ked

[0_2150_225-‘ . 762n] — [&17&27"'752n7g]'
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Linedrna nezavislost

Definicia
Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Vektory as,...,d, si
linedrne zavislé, ak existuja ci,...,c, € F, ktoré nie s vietky
nulové a plati

C1&1+"'+Cn&n:6.

(Struéne: 0 je nenulovou lineadrnou kombinaciou vektorov
a1,...,0n.)

V opacnom pripade hovorime, Ze vektory dy,...,a, linedrne
nezavislé.

Ekvivalentna definicia:
11 + s + -+ -+ ¢y, =0 = a=c0=...=¢ =0.
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Linedrna nezavislost

Negovanie vyrokov z kvantifikatormi:

()P & (BX)(=P(x),
S[E)PC)] e () (=P(X)).

Linearna zavislost:

(3e, ..., ¢n € F)[adi+- - ~+cpdn = 0A(c1 # 0Vep # 0V...Vc, # 0)]
Linearna nezavislost:

(Ver, ..., ¢n € F)[a1@i+: - ~+cpdn # 0V(c1 = 0Acp = OA. . .Acp, = 0)]

(Ver,...,cn € F)(adi+-+cap=0=c=c=...=¢c,=0)

Vyuzili sme (=P V Q) < (P = Q).
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Linedrna nezavislost

Priklad

Jeden vektor @ tvori linearne zavisla mnozinu prave vtedy, ked
a=0.

Dva vektory @ a 3 st linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich

je nasobkom druhého
Vektory (0,1),(1,0),(1,1) € R? si linedrne zévislé, lebo
1.(0,1) +1.(0,1) — 1.(1,1) = (0,0).
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Linedrna nezavislost a linedrna kombinacia

Veta

Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech n je prirodzené
¢islo,n>2 ady,...,a, € V. Vektory dy, ...,a, si linedrne
z4vislé prave vtedy, ked niektory z nich je linedrnou kombinaciou
ostatnych.

Veta

Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech a1,...,a, € V
s vektory také, Ze dy # 0. Vektory @1, ...,d, si linedrne zavislé
prave vtedy, ked' niektory z nich je linedrnou kombinaciou
predchadzajicich.
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Steinitzova veta o vymene

Veta (Steinitzova veta o vymene)

Nech V' je vektorovy priestor nad polom F. Ak V = [ax, ..., dn)
(vektorovy priestor V' je generovany vektormi dy,...,d,) a

—

B1,...,8s € V sii linedrne nezavislé vektory, tak
(i) s <n,

(ii) z vektorov A1, ...,d, sa dd vybrat n — s vektorov, ktoré spolu
s vektormi 51, ..., Bs generuji V.
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Steinitzova veta o vymene

Priklad

Czl = (17070)1 07%: (0,1,0) a &3 = (0707 1)

fr=(1,1,0)a f> =(1,0,1) L Lo

R3 = [d1, a2, d3] = [B1, B2, d1] = [B1, B2, @] = [B1, B2, A3]
Priklad

(21 = (1,0,0), O?%Z (0,1,0) a 523 = (0,0, 1)

B =(1,1,0)a 5 = (0,1,0) o o

R? = [a1, @2, dis] = [B1, B2, @3] ale [B1, B2, d1] = [B1, B2, 2] & R3
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Baza vektorového priestoru

Definicia
Nech V je vektorovy priestor. Hovorime, ze V je konecnorozmerny
ak existuje takd kone€na mnozina vektorov {d,...,d,}, ze plati
[G1,...,d,] = V.

Definicia
Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Mnozinu vektorov
{@1,...,dn} nazyvame bazou priestoru V, ak

(i) vektory di,...,d, si linedrne nezavislé,

(ii) V =[d1,...,an].
(Struéne: Baza je takd mnozina linedrne nezavislych vektorov,
ktorageneruje cely priestor.)
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Baza vektorového priestoru

Priestor V = {0} nema bazu.

Priklad

Priestor F™ méa bazu

Tato bazu nazyvame standardng baza F".
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Baza vektorového priestoru

Veta
Lubovolné dve bazy konecnorozmerného vektorového priestoru V
maji rovnaky pocet prvkov.

Veta
Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor. Ak 51, cee 55 eV
st linedrne nezavislé, tak sa dajii doplinit na bazu priestoru V.

Désledok

Kazdy konecnorozmerny vektorovy priestor V # {0} ma bazu.
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Dimenzia vektorového priestoru

Definicia

Dimenziou kone€norozmerného vektorového priestoru V' nazyvame
pocet prvkov lubovolnej jeho bazy. (Pre nulovy priestor
dodefinujeme d({0}) = 0.) Toto Cislo oznacujeme d(V).
d(F")=n

Désledok
Ak V je konecnorozmeny vektorovy priestor a di1,...,Q, SU
linedrne nezavislé vo V, tak n < d(V).
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- " . Dimenzia vektorového priestoru
Baza a dimenzia

Ekvivalentné podmienky pre bazu

Veta
Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor a d(V) = n.
Nasledujiice podmienky sii ekvivalentné:
(i) {d1,...,d,} je baza priestoru V,
(ii) vektory d1,...,d, si linedrne nezavislé,
(i) V =[d1,...,dn].

Veta
Nech V je vektorovy priestor. Vektory &1, ..., d, tvoria bazu
priestoru V' prave vtedy, ked kazdy vektor /? sa da jednoznaine
vyjadrit ako ~

B =cdi+ -+ cpdy.
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Baza a dimenzia

Koneénorozmerné priestory, vysledky o dimenzii

Veta
Lubovolny podpriestor S koneénorozmerného priestoru V je
konecnorozmerny. Navyse, d(S) < d(V).

Tvrdenie

Ak S je podpriestor konecnorozmerného vektorového priestoru V a
d(S)=d(V), tak S = V.
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Baza vektorového priestoru

- " . Dimenzia vektorového priestoru
Baza a dimenzia

Priklady baz

51:{(X7}/aWaZ)€R4;X—|—y+w+z:0}:
- [(71’ 1’07 0)’ (7170? 170)7(7170705 1)]

S ={(x,y,w,z) ERY x+y+w+z=0x—y+w—z=0}=
= [(_17071?0)7(07_1a071)]

X+y+w+z=0,
Ss=8(xy,w,z)eR"{x—y+w—2z=0,
x—y—-—w+z=0

=[(-1,-1,1,1)]

Sthpa pocet rovnic = klesd dimenzia.
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Baza a dimenzia

Nekonecnorozmerné priestory

Priklad

Vektorovy priestor R¥ vsetkych zobrazeni z R do R nie je
konecnorozmerny.

Nekonecna mnozina linearne nezavislych vektorov:

1, akx=k
fi(x) =
0, akx#k
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Motivacia

Uz vieme, ze prienik podpriestorov vektorového priestoru je tiez
podpriestor. Ako je to so zjednotenim?

Pre S =[(1,0,0)]a T =[(0,1,0)] v R®, SU T nie je podpriestor.
(1,0,0),(0,1,0) € SUT ale (1,0,0)+(0,1,0) =(1,1,0) ¢ SUT.

T

B,AF ““““ d’+5¢SUT

Figure: Zjednotenie 2 podpriestorov nemusi byt podpriestor
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Motivacia
Linearny sicet
Dimenzia linearneho sictu

P . P . i s
Linearne a direktné sacty podpriestorov (i i s

Motivacia

Ako vyzera najmensi podpriestor, ktory obsahuje S aj T7
Pre 5 =[(1,0,0)] a T =[(0,1,0)] je to [(1,0,0), (0,1,0)].

A

T S+T

Figure: Najmensi podpriestor obsahujuci S aj T

Vektorové priestory



Motivacia
Linearny sicet
Dimenzia linearneho sictu

Linearne a direktné sacty podpriestorov (i i s

Definicia linedrneho sactu

Veta

Nech S, T si vektorové podpriestory vektorového priestoru V' nad
polom F. Potom

S+T={a+f,acs 3eT}
Je podpriestorom vektorového priestoru V.
Definicia

Ak S, T s podpriestory vektorového podpriestoru V/, tak vektorovy
podpriestor S + T sa nazyva linedrny sicet podpriestorov S a T.
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Motivacia
Linearny sicet
Dimenzia linearneho sictu

Linearne a direktné sacty podpriestorov (i i s

Dimenzia linedrneho sa&tu

Veta

Nech S a T sii podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F.
Nech S = [dy,...,dn], T =[p1,-..,Bm]. Potom
S+T= [&1,...,&n,ﬁ1,...,,8m].

Veta
Nech S, T si podpriestory konecnorozmerného priestoru V. Potom

d(S)+d(T)=d(S+T)+d(S5NT).

Podoba sa na vzorec: |[SU T| =|S|+|T|—|SNT|
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cet
Dimenzia linearneho sictu
Linearne a direktné sacty podpriestorov (el ims) s

Direktny stcet

Definicia

Nech S, T sa podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F a
nech SN T = {0}. Potom podpriestor S 4+ T nazyvame direktny
(priamy) sicet podpriestorov S a T a oznaCujeme ho S & T.
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Dunenzna inearneho sictu

Linearne a direktné sacty podpriestorov il et

Direktny stcet

Veta
Nech S, T, P si podpriestory kone¢norozmerného vektorového
priestoru V' nad polom F. Tieto podmienky sii potom ekvivalentné:

i) P=SaT
(i) P=S+TadP)=d(S)+d(T) . B
(iii) Ak aq,...,d, je bdza podpriestoru S a Py, ..., Bm je baza

podpriestoru T, tak dv,...,dan, 51, .., 8m je baza
podpriestoru P.

(iv) P=S+ T a kazdy vektor 7 € P sa da Jjedinym spésobom
vyjadrit v tvare a+ﬂ kdedeSafeT. (T.j ak
y¥=as —|—ﬁ1 = az —1—62, pricom d1,0> € S a Bl,ﬁg €T, tak
dy=dyafh=p)
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