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MATICE

Definicia matice

Definicia
Maticou typu m x n nad polom F nazyvame lubovolni tabulku
pozostavajucu z prvkov pola F, ktord ma m riadkov a n stlpcov.

Matice zapisujeme v tvare

a11 a12 ... ain
azi1 a2 ... azn
aml dm2 ... @mn

pri¢om a;; oznacuje prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci.
Stru€nejsi zapis: A = |aji||

Priklad

(ﬁ :é g) je matica typu 2 x 3 nad R.



MATICE

Operdcie s maticami

Definicia
Nech A, B st matice typu m x n nad polom F a c € F.
(a) Sucet matic A = ||ajj|| a B = ||bjj|| je matica
A+ B = ||aj + bjj||.
(b) Matica c.A = ||cajj|| sa nazyva c-nasobok matice A.
(Teda scitovanie matic a nasobenie matice skalarom definujeme po

sGradniciach.)

Veta
Matice typu m x n nad polom F s takto definovanym scitovanim a

ndsobenim skalarmi tvoria vektorovy priestor nad polom F.



MATICE

Jednotkovd matica

Definicia
Maticu typu n x n (teda takd, ktord ma rovnaky pocet riadkov a
stlpcov) nazyvame Stvorcova matica.

Maticu
1 0 0
= — 0 1
S—.
0 0 1

typu n X n nazyvame jednotkova matica.
Stvorcova matica, ktorda ma mimo diagonaly iba nuly (t.j. a;j =0
pre i # j) sa nazyva diagondlna matica.



MATICE
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Transponovand matica

Definicia
Transponovana matica k matici A typu m x n je matica A7 typu

n X m uréena ako
AT = ||ajill.

Stvorcova matica A sa nazyva symetricks, ak A= AT a
antisymetrickd, ak A = —AT.

IT=1, (AT =A (A+B)T =AT + BT a (cA)T =cAT
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Transponovand matica
Priklad ) 4
Ak A= 2_13,takAT:<—1—2)
. (4 _2-5) . 3- 5 - . .
Matica (3 %) je symetrickd, matica ( %,3) je antisymetricka.



RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE
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Podpriestor prislichajici matici

Definicia
Podpriestorom prislichajicim matici A typu m x n nad polom F

nazyvame podpriestor priestoru F" generovany riadkami matice A.
Oznaujeme ho V.

Priklad
Nad polom RR:
A= ( ) Va=1[(1,0,1),(0,1,1)]

T
100 3

| = (86‘1’ V; = [(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)] = R
Vidime, Ze jednotkovej matici / zodpoveda standardna baza
priestoru R3, preto jej prislicha cely priestor R3.
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Riadkovd ekvivalencia matic

Definicia
Elementarne riadkové operacie na matici A nad polom F si:
1. vymena 2 riadkov matice,
2. vynasobenie niektorého riadku matice nenulovym prvkom ¢
pola F,

3. pripocitanie nasobku niektorého riadku k inému riadku.
Hovorime, ze matice A a B st riadkovo ekvivalentné ak maticu B
mozno z A dostat pomocou kone€nej postupnosti elementarnych
riadkovych operacii. Ak matice A a B si riadkovo ekvivalentné,
zapisujeme to ako A ~ B.
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Riadkovd ekvivalencia matic

Priklad
Nasledujice matice sme dostali z prvej pomocou elementarnych
riadkovych operacii. Sa to teda riadkovo ekvivalentné matice.

125 12 5 12 125
A:<2—21)N<0—6—9> <0—6—9)~(023)~
3-23 3-2 3 0 -8 —12 023
125 102 102
~ (023 )~ 023 ~(o013
000 000 000

Podobne sa daju definovat aj elementéarne stipcové operacie.

Pozndmka
A~BAB~C=A~C
A~B=B~A
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Riadkovd ekvivalencia matic

Veta
Elementarne riadkové operacie nemenia podpriestor prisliichajici

danej matici. (Teda riadkovo ekvivalentnym maticiam zodpoveda

rovnaky podpriestor.)



RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE
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Redukovand trojuholnikovd matica

Definicia

Matica A je redukovana trojuholnikova matica, ak:

(i) Veduci (=prvy nenulovy) prvok kazdého riadku matice je 1.

(ii) Kazdy stlpec obsahujici vedici prvok niektorého riadku ma
prvky v ostatnych riadkoch nulové.

(iii) Nulové riadky lezia pod nenulovymi riadkami.

(iv) Veddci prvok lubovolného nenulového riadku je napravo od
vedacich prvkov vietkych nenulovych riadkov nad nim a nalavo
od vedicich prvkov riadkov pod nim (t.j. vedice riadky si
usporiadané zlava doprava).
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Redukovand trojuholnikovd matica
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RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE
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Redukovand trojuholnikovd matica

Vela
Kazdi matica nad polom F je riadkovo ekvivalentn s nejakou
redukovanou trojuholnikovou maticou.

Nech A # 0.
0o ... 0 dis * ok k 31p
0 0 * * ok % %
0 0 dks 7& 0 % =% x dks
0 0 * * ok % %
0 0 amy1s * * * aps
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RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE

LINEARNE ZOBRAZENIA SUGIN MATIC
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Redukovand trojuholnikovd matica

Vymena riadkov:

0

O O O o O

0
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bls 7’é 0 =
bos *
bks

bm+1,$ *

INVERZNA MATIC/
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Redukovand trojuholnikovd matica

bl_sl—nésobok prvého riadku:
0 1 *
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Redukovand trojuholnikovd matica

Viynulujeme prvky v s-tom stlpci:

0 ... 01 * * * *
0 ... 00 C2.5+1 cee .o Qg
0o ... 0 * * * *
0 ... 0 0 syt civ eee Ckop
0 ... 0 : * x % *
0O ... 00 Cm+175+1 cev e Cm7n



RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE  LINEA

Redukovand trojuholnikovd matica

Indukény predpoklad:
0 ... 01

o O O O O
OO O O O
OO O O O
OOOOH*
OOOHO*
O O O % ¥ %
OOHOO%



RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE
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Redukovand trojuholnikovd matica

Vynulujeme prislusné prvky v prvom riadku:

0 ...01 0 0 % 0
0 ... 0071 0 0
0 ... 00 0 [1] * 0
0 ...00 0 0 0 [1]
0 ...00 0 0 0 0
0 ...00 0O 0 0 0



RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE
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Hodnost matice

Veta
Nenulové riadky redukovanej trojuholnikovej matice si linedrne
nezavislé.
Priklad
102
A=1(o01 g)
000 .
Riadky: @ = (1,0,2) a 3= (0,1, 3).
Rovnost ca + dg: 0 znamena
c(1,0,2) +d(0,1,3) = (¢, d,2c + 3d) = (0,0,0), z &oho
dostaneme (porovnanim prvych 2 siradnic) c=0a d =0.
Vektory @ a [ st linedrne nezavislé.



RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE
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Hodnost matice

Definicia
Hodnost matice A je dimenzia podpriestoru V4 prislichajiaceho
tejto matici. Oznacujeme ju h(A).

1 25 102
frd — ~ s 3
A= (430 -8 = ()
Va= Vg
h(A) = h(B) = 2



RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE
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Riadkova ekvivalencia a podpriestor Vi

Priklad
125 102 3
A:<2,21)NB: 01% :>VA:VB:[(LO?z)v(O’l’f)]'
3-23 000
Otazka: @ = (1,4,4) € V,4?

3 3
(174”4) = C1(1>072) + C2(O’ 1a 5) = (Cla C272C1 + §C2)'

Porovnanim prvych dvoch saradnic dostaneme ¢ =1 a ¢ = 4.
Vektor na pravej strane poslednej rovnice ma potom ale tretiu
stradnicu rovnia 2.1 + %.4 = 8 # 4, Cize vektor & nepatri do V.
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Riadkova ekvivalencia a podpriestor Vi

Lema
Nech A je redukovana trojuholnikova matica typu m x n nad polom
F. Oznaéme jej nenulové riadky d1,...,0x a ako i, ..., I

oznaéme Cisla stlpcov, v ktorych sii veduce Jednotky. Potom
= (c1,...,¢n) € Va prave vtedy, ked
= Cil&l + C,'ZO_Z2 + ...+ Cik&k-
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Riadkova ekvivalencia a podpriestor Vi
Vela

Ak A a B si redukované trojuholnikové matice rovnakého typu
m x n nad polom F a V4 = Vg, tak A= B.
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Riadkova ekvivalencia a podpriestor Vi

Priklad
Majme redukovani trojuholnikovi maticu

A=(55913)

ktora ma vedice jednotky v prvom a tretom stlpci.
Keby platilo V4 = Vg pre

1 b12 b13 0 b
B= (%)
tak (0,0,1,1,2) € Vg, a teda
(0,0,1,1,2) = 0.(1, b12, b13,0, b15) + 1.(0,0,0,1, bys), Cize
(0,0,1,1,2) = (0,0,0,1, bys), spor.
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Riadkova ekvivalencia a podpriestor Vi

Désledok
Nech A a B si matice typu m x n nad polom F. Nasledovné
podmienky si ekvivalentné:
(i) A a B si riadkovo ekvivalentné,
(ii) Va= Vg,
(iii) A a B si riadkovo ekvivalentné s tou istou redukovanou
trojuholnikovou maticou.



RIADKOVA EKVIVALENCIA A HODNOST MATICE

Hladanie chyby v ipravdch

Dokazané vysledky mézeme pouzit na ,poloviéni skasky
spravnosti” pri pocitani RTM.

Vieme v3ak lahko overit, & V4 C Vg, ak B je RTM.

Ak nam takato ,poloskiska” nevyjde vieme dokonca pomerne
jednoducho najst posledni Gpravu od konca, v ktorej sme sprauvili
chybu.

1-2-2 2
Postup s chybou: (2 0 -1 —1) W

30 —4—4
1-2-2 21\ (3)
(04 3—5>~(
00 1 1

-2 -2 2\ (4)
0 ¢ 2) (

oo+



LINEARNE ZOBRAZENIA
°

Definicia

Definicia
Ak V a W sii vektorové priestory nad polom Fa f: V — W je
zobrazenie z V do W, tak hovorime, ze f je linedrne zobrazenie, ak
pre I'ubovol'rlé &,B€Va I'libovol'né c € F plati

() F(@+3) = F(@) + F(B)

(i) f(cd) = cf(a).



MATICE  LINEARNE ZOBRAZENIA
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Priklady

Priklad
Otocenie v rovine o 90° je linedrne zobrazenie.

(-2

90° (z,9)

f(X,y) - (—y,X)

St
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LINEARNE ZOBRAZENIA
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Priklady

Priklad
Zobrazenie f: R?> — R? uréené predpisom
f(x,y) = (2x + y,x + 3y) je linearne zobrazenie.



LINEARNE ZOBRAZENIA

Ekvivalentnd podmienka

Vela

Nech V, W si vektorové priestory nad polom F a f: V — W je

zobrazenie. Nasledujice podmienky si ekvivalentné:

(a) zobrazenie f je linearne,

(b) f(c@+ df) = cf (&) + df (B) pre lubovolné c,d € F a
lubovolné &,3 € V,

(C) f(C10_21 —+ o+ Cnéfn) =qC f(O_Zl) —+ ...+ C,,f-(o_fn) pre
lubovolné ¢y,...,ch € F, d1,...,a, € V.



LINEARNE ZOBRAZENIA

Vlastnosti linedrnych zobrazeni

Turdenie
Ak f je linedrne zobrazenie, tak f(0) = 0.

Veta

Nech V', W sii vektorové priestory. Nech dx, ..., 0, je baza
priestoru V' a nech 1, ..., 3, € W. Potom existuje prave jedno
linedrne zobrazenie f: V. — W také, Ze

pre i =1,2,...,n.



LINEARNE ZOBRAZENIA

Matica linedrneho zobrazenia

Standardné baza v F™

& =(1,0,...,0),&% =(0,1,...,0),...,&,=(0,...,0,1).
Definicia

Nech F je pole. Matica linedrneho zobrazenia f: F™ — F" je
matica typu m x n ktorej k-ty riadok je vektor f(£k).

Maticu zobrazenia f budeme oznaCovat Ay.
Maticou typu m x n je jednoznacne urcené linearne zobrazenie
f: F™ — F" Budeme ho oznacovat f4.



LINEARNE ZOBRAZENIA

Matica linedrneho zobrazenia

Priklad
Uvazujme linearne zobrazenie f: R? — R3 dané predpisom
f(x,y) = (2x+y,x+y,x+2y). Dosadenim zistime, Ze plati

f(é&1) =17(1,0) =(2,1,1)
f(&) =1f(0,1) =(1,1,2)

Teda matica tohoto zobrazenia je

2 1 1
Af_<1 1 2)



LINEARNE ZOBRAZENIA

ZloZenie linedrnych zobrazeni

Vela
Nech U, V, W si vektorové priestory nad tym istym polom F. Ak

f:U— Vag:V — W silinedrne zobrazenia, tak aj g o f je
linedrne zobrazenie.

Poznamka

Lahko sa overi, ze ak f,g: V — W sa linearne zobrazenia, tak aj
zobrazenia f + g a c.f sG lineérne.



SUEIN MATIC
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Definicia sucinu matic

Priklad

f:R?-R3 g:RP5R? gof:R? 5 R?
31

Ar=(391) Ag:<(13_11> Agor =1

g(f(61)) = £(1,0,2) = g(&1 + 2¢3) =
= g(é1) +2g(¢3) = (3,1) +2.(0,-1) = (3,-1)
g(f(52)) = g(2,1,1) = g(251 +&2+83) = 28(¢1) +8(22) +8(&3) =
2.(3,1) +(1,1) + (0, 1) = (7,2)

Agor = (373')



Definicia sucinu matic

f:Fm™ s F" g: F" — Fk

SUEIN MATIC
0®00

ari ... dinp b11 blk

dml --- dmn bnl bnk



SUEIN MATIC
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Definicia sucinu matic

-

g(f(d:)) = g(ai, a2, - - -, ain) =
g(ain€1+apér+...+ainn) = g(ainc1)+g(anéa)+...+g(ainfn) =
aj1(b11, b1z, . . ., bix)+
aj2(b21, bz, . . ., bk )+

ain(bnla bn27 ceey bnk) =
(ainbi1+ajoboi+. . .+ainba, ajt bro+ajpboo+. . .A-ainbn2, . . . , ajkbik+aioboy
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Definicia sucinu matic

Definicia
Ak A je matica typu m x n a B je matica typu n x k nad polom F,
tak maticu C = ||cj|| typu m x k, kde

n
ci= > aibhy
t=1

pre i =1,2,....maj=12,..., k, nazyvame sicin matic A a B.
Oznacujeme ju A.B.

mx[n_n)x k



SUEIN MATIC

[ Je]

Vlastnosti sucinu matic

Veta
Nech F je pole, f: F™ — F" a g: F" — F¥ sii linedrne zobrazenia.

Potom plati
Agor = Ar.Ag

Désledok
Nasobenie matic je asociativne, teda
A.(B.C) = (A.B).C

pre [ubovolné matice také, Ze ich mozno nésobit v uvedenom

poradi.



SUEIN MATIC
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Vlastnosti sucinu matic

Veta
Nech matice A, B, C nad polom F sii maji také rozmery, Ze
uvedené siicty a saciny maji zmysel.

InA=A=Al,

A(B + C) = AB + AC
(B+ C)D = BD + CD
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Linedrne zobrazenia a sucin matic

f:Fm™ s F"

a.A=(a,...,am). | : =a101 + -+ amlim =
Am

alf(§1)+- . -—|—a,,f(§,,) = f(3151—|—‘ . -—i—a,,e?,,) = f(al, cey a,,) = f(d)
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Linedrne zobrazenia a sucin matic
Vsimnime si, Ze
g(f(a)) = g(a@Ar) = a(ArAg),
Agor = ArAg.

(AB)T =BTAT



INVERZNA MATICA
°

Inverzné zobrazenie

g: Y > Xjeinverzné k f: X — Y, ak

gof =idx

fo 8 = idy
Oznaéujeme: g = f L.
Inverzné zobrazenie £ ! existuje < f je bijekcia.
Veta

Ak f: V. — W je linedrne zobrazenie a existuje inverzné zobrazenie
f~1: W — V, tak f~1 je linedrne zobrazenie.



INVERZNA MATICA
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Bigektivnost linedrneho zobrazenia

Lema
Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a a1, ..., 0, je baza V.
,f(an) sa

(i) Zobrazenie f je injekcia < vektory f(dl1),. ..
linedrne nezavislé.

(ii) Zobrazenie f je surjekcia < [f(d1),...,f(dn)] = W (teda ak
f(ah),...,f(da,) generuju W).

Veta
Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a a1, . ..,d, je baza

priestoru V. Zobrazenie f je bijekcia prave vtedy, ked vektory
f(d1),...,f(an) tvoria bazu vektorového priestoru W.



INVERZNA MATICA
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Bigektivnost linedrneho zobrazenia

Désledok

Nech f: F" — F" je linedrne zobrazenie. Nasledujice podmienky
st ekvivalentné:

(i) f je bijekcia,

(ii) f je prosté,

(iii) f je surjektivne.

Désledok

Nech f: F" — F" je linedrne zobrazenie. Nasledujice podmienky
st ekvivalentné:

(a) zobrazenie f je bijekcia,

(b) existuje inverzné zobrazenie 1,

(c¢) h(Af) = n.



INVERZNA MATICA

Definicia

Definicia
Nech A je matica typu n x n. Hovorime, Ze matica B je inverzna
k matici A, ak plati
AB =BA=1,.
Oznalujeme ju B =: A™L.
Inverzna matica = matica inverzného zobrazenia.
Poznamka

Pre Stvorcové matice plati:
AB=1= BA=1



INVERZNA MATICA

Regularna matica

Definicia
Stvorcova matica typu n x n sa nazyva reguldrna, ak h(A) = n.
Veta

Nech A je matica typu n X n. K matici A existuje inverzna matica
prave vtedy, ked A je reguldrna.



INVERZNA MATICA

Lzomorfizmus

Definicia

Bijektivne linedrne zobrazenie f: V — W nazyvame izomorfimus
vektorovych priestorov V a W (alebo tiez linedrny izomorfizmus).
Ak existuje bijektivne zobrazenie f: V — W, hovorime, ze
vektorové priestory V' a W sa izomorfné. Fakt, ze V a W si
izomorfné oznaCujeme V = W.

Doésledok
Ak V', W si koneénorozmerné vektorové priestory a V = W, tak

d(V) = d(W).

Vela
Nech V je vektorovy priestor nad polom F a d(V) = n. Potom V
Jje izomorfny s priestorom F".
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