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Definicia

Definicia

Nech (V,+,-) je vektorovy priestor nad polom R. Potom
zobrazenie g: V x V — R sa nazyva skaldrny sicin na V, ak pre
[ubovolné @, € VaceR plati

(iv) ak @ # 0, tak g(@, &) > 0.
Vektorovy priestor V spolu so skalarnym si€inom g nazyvame
euklidovskym vektorovym priestorom.
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Definicia

T.j. g je symetrické (i), kladne definitné (iv), a bilinearne (ii) a (iii).
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Priklady

Priklad
R" s obvyklym scitovanim a skalarnym nasobkom
Pre vektory & = (a1,...,a,) a 5 = (by,..., b,) definujeme

(@,p) = Zakbk

V pripade R? alebo R? dostavame skalarny stcin ako ho poznate zo
strednej skoly.
Vlastnosti z definicie skalarneho sacinu sa overia pomerne
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Priklady

Priklad

=

(a@,B) = arb1 + a1by + axby + 2azbo

je skalarny sacin na R? .
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Priklady

Priklad
Vseobecnejsie:
by
g(av ) = (al an)C : )
b
n n
g(&, ) = ZZ a,-c,-jbj.

i=1 j=1

Podmienka (i) plati ak C je symetricka.
Podmienky (ii) a (iii) s splnené pre [ubovol'ni maticu.
S podmienkou (iv) je to komplikovanejsie.
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Priklady

Priklad
C(a, b) = mnozina vietkych spojitych funkcii 7: (a, b) — R.

b
(F.g) = / F(x)g(x)dx
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Vel kost vektora

Definicia
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Potom pre @ € V
definujeme velkost vektora @ ako
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Vel kost vektora

Tvrdenie
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Pre &, € V a c € R:

(i)

(@, 3) < |@||8| (Schwarzova nerovnost)
(v) |@+ 8| <|@| + || (trojuholnikové nerovnost)
V (iv) nastdva rovnost prave vtedy, ked vektor d je ndsobkom

V (v) nastane rovnost, ak & je nezpornym nasobkom [3.
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Schwarzova nerovnost

Schwarzova nerovnost pre priestor R” s obvyklym skalarnym
sicinom sa Casto pouZiva pri dokaz réznych nerovnosti.

Z XkYk| <

k=1

D 2> v (1)
k=1

k=1 =
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Uhol vektorov

Definicia

Nech V je euklidovsky vektorovy priestor.

Uhol dvoch nenulovych vektorov definujeme ako taky uhol, pre
ktory plati

\/l

_ @
il 5]

V pripade, Ze niektory z vektorov je nulovy, polozime ¢ = 0.

Sp
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Ortogonalne vektory

Definicia
Vektory @, 5 € V nazveme kolmé (ortogonilne), ak (&, 5) = 0.
O k-tici vektorov dy, ..., dy hovorime, Ze tieto vektory sii

ortogonalne, ak [ubovol'né 2 z nich su ortogonalne, t.j. (@i, a;) =0
pre kazdé i # j.

Tvrdenie
Nech V je euklidovsky vektorovy priestor. Ak nenulové vektory
ai,...,0K si ortogonalne, tak si linedrne nezavislé
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Zo strednej skoly
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Skalarny sacin

Ortogonalny doplnok

Definicia
Nech V je euklidovsky priestor a M C V. Potom

M* = {@ e V;(a,p) =0 pre vietky § € M}
sa nazyva ortogonalny doplnok mnoziny M.

Tvrdenie
Nech V je euklidovsky priestor a M C V. Potom M* je vektorovy
priestor priestoru V.
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Tvrdenie
Ak V je euklidovsky priestora M C N C V, tak
Nt C Mt

Lema

Nech V je euklidovsky priestor a d1,...,d € V. Nech

S =[adh,...,dx] je podpriestor vygenerovany tymito vektormi.
Potom S+ = {C_fl, R 70—2k}1__
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Ortogonalny doplnok

Tvrdenie
Ak V je euklidovsky priestor a S, T si podpriestory V, tak

(S+T)r=stnTt
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Ortonormalna baza
Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Ortonormalna baza

Definicia
Vektory a1, ...,d, sa nazyvaju ortonormalne, ak pre vietky i plati
|@i| =1 a pre i # j plati

Definicia
Ak vektory dy,...,d, si ortonormalne a tvoria bazu vektorového
priestoru V/, tak tato bazu nazyvame ortonormalna baza.

Priklad

€1,...,8n v priestore R” so standardnym skalarnym sG¢inom
— n

<Oé, B> = Zk:l akbk-



Ortonormalna baza

Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Veta

Nech V je euklidovsky vektorovy priestor a di1,...,d, je biza

priestoru V. Potom existuje ortonorméina baza (31, . .., 3, priestoru
V.
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Ortonormalna baza
Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Y1 =a1
o = + 1M1
Y3 =03 + 3171 + 3272

— —

Vn =0n + Cp1V1 + C2V2 + ... + Cn,nfl'?nfl

(Akt1,7i)

Choqj = ——tlr
ket ¥i, ¥i)
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Ortonormalna baza
Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Priklad

V= [(17 0) 17 O)a (072a _1a 1)7 (Oa 27 17 3)]

=(1,0,1,0)
1 1
. ,2,—=,1

4 12 20
17 11°11°11
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Ortonormalna baza
Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Priklad
- 1
— ~_(1,0,1,0
1= )
= V21 1
62 - 7(7727_771)
V112 2
= 11 12 4 12 2 1 1
3= —F = (_7_7 110 £ = 7(_127 _47 12720) = 7(_37
4+/41 11" 11'11' 11 4+/41 41
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Ortonormalna baza
Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

_‘1 = 621 = (170707 _1)

% = (0,1,0,1) + =(1,0,0,—1) = ( =,1,0, 1
V2 = s Ly Yy o\ 5 Y _27772

SR
73 = 37 3)53
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Ortonormalna baza
Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Priklad
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Ortonormalna baza
Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Ortogonalny doplnok

Veta
Nech S je podpriestor konecnorozmerného euklidovského priestoru

V. Potom [ubovolny vektor ¥ € V' sa d& jednoznacne vyjadrit ako
y=da+p,

kdede S afest.

Definicia

V situécii z predoslej vety sa vektor & nazyva ortogonalna projekcia

vektora 4 na podpriestor S.
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Ortonormalna baza
Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Ortogonalny doplnok

Désledok

Nech S, T si podpriestory kone¢norozmerného priestoru V. Potom:
i) v=Sopst

(i) (S1): =S

(iii) (SN T)t =St 4+ T+
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