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Kapitola 1

Uvod

1.1 Predhovor
1.2 Sylaby a literatara

1.3 Zakladné oznadenia



Kapitola 2

MnoZiny a zobrazenia

2.1 Dokazy

2.1.1 Zakladné typy dokazov

2.1.2 Matematicka indukcia

2.1.3 Drobné rady ako dokazovat

2.1.4 Vyroky, logické spojky, tautologie
2.1.5 Negacia vyrokov s kvantifikatormi

Uloha 2.1.1. Dokézte, Ze nasledujiice vyroky sa tautolégie:
a) (~PVQ) & (P=Q)

b) (P& Q) < [(P = Q)N (Q= P)

c) (PAQ) < (-PV-Q)

d) (PAQ) = R) < (P=(Q = R))

2.2 Mnoziny a zobrazenia

2.2.1 Mnoziny
2.2.2 Zobrazenia

2.2.3 Vzor a obraz mnoziny*

Uloha 2.2.1. Dokazte: Ak go f je surjekcia, tak aj ¢ je surjekcia. Plati aj opa¢na implikacia?
Musi byt f surjekcia?

Uloha 2.2.2. Dokéazte: Ak go f je injekcia, tak f je injekcia.

Uloha 2.2.3. Dokéazte: Ak go f je bijekcia, tak f je injekcia a g je surjekcia.

Uloha 2.2.4. Nech f: X — Y je zobrazenie a X # () (t.j. X je neprdzdna mnozina). Potom:
a) f je injekcia prave vtedy, ked existuje g také, ze go f = idx.

b) f je surjekcia préave vtedy, ked existuje h také, ze f o h = idy.

¢) K zobrazeniu f existuje inverzné zobrazenie prave vtedy, ked f je bijekcia. (Tym sme
znovu dokézali tvrdenie 2.2.16.)



Uloha 2.2.5. Nech f: X - Y, g: Y — X, h: Y — X st zobrazenia. Ak g aj h st inverzné
zobrazenia k f, tak g = h.

Uloha 2.2.6. Nech M, N st koneéné mnoziny, M mé m prvkov a N méa n prvkov. Kolko
existuje zobrazeni mnoziny M do mnoziny N7

Uloha 2.2.7. Nech A je koneéna mnozina a f: A — A je zobrazenie. Dokazte:
a) Ak f je injekcia, tak f je bijekcia.
b) Ak f je surjekcia, tak f je bijekcia.

Uloha 2.2.8. Dokéazte: Zobrazenie f: X — Y je surjekcia prave vtedy, ked pre kazdd mno-
zinu Z a vSetky zobrazenia g,h: Y — Z plati: Ak go f = ho f, tak g = h.

Uloha 2.2.9. Dokézte: Zobrazenie f: X — Y je injekcia prave vtedy, ked pre kazdt mnozinu
Z a vsetky zobrazenia g, h: Z — X plati: Ak fog= foh,tak g =h.

2.3 Permutacie

2.3.1 Rozklad na stéin disjunktnych cyklov*

Uloha 2.3.1. Uvazujme o permutaciach na mnozine M = {1,2,3,4,5}. Aka je inverznd per-

mutéacia ku: (12342), (12323), (12325)? Urobte aj skusku spravnosti, t.j. po vypocitani
FHONTETHNEELTED

@~ overte, ¢ p o = gt =id. [(] 12354 (25132

Uloha 2.3.2. M = {1,2,3,4}. Vypo¢itajte: (}234)(1234)(1234%). Uréte inverzni per-
mutaciu k vysledku.

Uloha 2.3.3. Comu sa rovna ¢'2° ak ¢ = (}234)?

Uloha 2.3.4. Matematickou indukciou dokazte, ze "™ = " 0 @™, "™ = (E™)™.



Kapitola 3

Grupy a polia

3.1 Binarne operacie

3.1.1 ZovsSeobecneny asociativny zakon*

Uloha 3.1.1. Vypiste vietky mozné binarne operacie na mnozine {0,1}. Ktoré z nich st
asociativne, komutativne, maji neutralny prvok? Pre ktoré existuje ku kazdému prvku aj
inverzny?

Uloha 3.1.2. Na Z; = {0,1,2,3,4,5,6} definujme operacie @ a ® podobne ako pre Zs
v priklade 3.1.3. (Teda ako obvyklé s¢itovanie a ndsobenie, ibaZze po urobeni tejto opericie
urobime zvySok po deleni 7, ¢im dostaneme prvok zo Z7.) Zistite, ¢i st tieto operécie asocia-
tivne, komutativne, ¢i existuje neutralny prvok a ¢i mé kazdy prvok inverzny. Vedeli by ste
to v pripade operéacie & najst inverzny prvok aj bez toho, Ze by ste skiSali jednotlivé prvky?

Uloha 3.1.3. Néjdite binarnu operaciu,
a) pre ktord aspoii jeden prvok mé viacero lavych inverznych prvkov,
b) ktord je asociativna a aspoii jeden prvok m4 viacero lavych inverznych prvkov.

Uloha 3.1.4. Na R definujme operéciu z * y = = + y + 22y. Overte, e kazdé z € R ma
vzhladom na tito bindrnu operéciu jediny pravy, ale existuju redlne ¢isla, ktoré nemaju lavy
inverzny prvok.

Uloha 3.1.5%. Ak viete, Ze ide o tabulku asociativnej binarnej operacie, dopliite chybajice
vysledky (ak sa to d&).

allblalc
b
C
3.2 Grupy

Uloha 3.2.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria vzhladom na dané operacie grupu? V ktorych
pripadoch je tato grupa komutativna?

a) (Z,-) (celé ¢isla s obvyklym nasobenim)

b) (R,-) (redlne ¢isla s obvyklym nésobenim)

C) (R\ {0}5 ')7 d) ((Ca"")) e) ((Ca ')7 f) (C\{O}v )



g) (R?,+) (so s¢itovanim definovanym po zlozkach)

h) R s operdciou *, axb=a+b—1

i) R~ {—1} s operdciou *, axb=ab+a+b

j) Mnozina vSetkych parnych celych ¢isel vzhladom na séitovanie.

k) Mnozina vSetkych neparnych celjch ¢isel vzhladom na scitovanie.
1) (Zs,®)

Uloha 3.2.2. Tvoria vietky permutacie na koneénej mnozine M grupu? Je tato grupa ko-
mutativna? Urobte tabulku grupovej operécie v pripade M = {1, 2, 3}.

Uloha 3.2.3. Je (R, %), kde axb = ab+a+b, grupa? Ak nie, vedeli by ste vynechat niektory
prvok a z mnoziny R tak, aby (R ~\ {a}, *) bola grupa?

Uloha 3.2.4. Nech G je mnozina vSetkych funkcii f,,: R — R, ktoré st tvaru f, ,(z) =
ax + b pre nejaké redlne ¢isla a,b € R. Tvori tato mnozina funkcii s operaciou skladania
zobrazeni grupu? Je mnozina {f,;a,b € R,a # 0} s operaciou skladania zobrazeni grupa?
Dostaneme grupu, ak vezmeme len také a,b € R, Ze a = 1?7 V tych pripadoch, ked dostaneme
grupu, je tato grupa komutativna?

Uloha 3.2.5. Nech G = {z € C: |z| = 1}. Je G s opericiou - (ndsobenie komplexnych ¢isel)
grupa? Ozna¢me C,, = {z € C: 2" = 1}. Je (C,,, ) grupa?

Uloha 3.2.6*. Budeme uvazovat o nasledujicich operaciach s mnozinami:

AUB = {z;x € AV z € B} (zjednotenie)

ANB = {z;z € ANz € B} (prienik)

A\ B ={x;x € ANz ¢ B} (rozdiel)

A+ B ={z;x € A< x € B} (symetricka diferencia - ekvivalentne ju mézeme definovat ako
A+B=(A\B)U(B\A))

Ak X je Iubovolnd mnozina, P(X) ozna¢ime mnozinu vSetkych jej podmnozin. Potom U, N,
\, + st bindrne operacie na P(X). Je P(X) s niektorou z tychto operécii grupa?

Uloha 3.2.7. Ozna¢me:

My ={f:7Z — Z; f je bijekcia}

My = {f € My; f(n) = n pre vSetky celé ¢isla n aZ na koneény pocet}

Ms = {f € My; f(n) =n len pre kone¢ny pocet n}.

Ktoré z mnozin M7, Ms, M3 tvoria grupu spolu s operaciou skladania zobrazeni?

Uloha 3.2.8. Nech G je mnozina vSetkyjch zobrazeni f: R — R. Na tejto mnozine definujeme
operaciu @ tak, ze (f @ g)(z) = f(x) + g(z). Je G s touto operaciou grupa? Ak definujeme
(f@g)(x) = f(x) - g(z), bude (G, ®) grupa? Ktoré funkcie treba vynechat, aby sme dostali
grupu?

Uloha 3.2.9. Nech M # () je mnozina a (G,o) je grupa. Nech H je mnozina vsetkych
zobrazeni f: M — G. Definujme na H bindrnu operaciu x tak, ze (f x g)(x) = f(z) o g(x).
Je (H, ) grupa?

Uloha 3.2.10. Na mnoZine R" (teda na mnozine vsetkych usporiadanych n-tic reilnych
¢isel) definujeme bindrnu operaciu + ako (z1,...,2n)+ (W1, Yn) = (@1 + Y1, -, Tn + Yn)-
Je R™ s touto operaciou grupa? (Pouzili sme symbol + v dvoch réznych vyznamoch — raz
ako operaciu na R™, ktort definujeme, a raz ako dobre zname scitovanie na mnozine R.
Keby sme chceli byt doésledni, zaviedli by sme novy symbol pre operaciu na R™, napriklad
(1, 2n)®(W1, - -y Yn) = (14+Y1, - -+, n+Yn). K tomuto problému — pouzivanie rovnakého
symbolu v roznych vyznamoch — sa eSte vratime.)



Uloha 3.2.11. Ak (G,0) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(b) = a o b je bijekcia.

Uloha 3.2.12. Nech (G,0) je grupa. Dokaite, Ze zobrazenie f: G — G definované ako
f(a) = a~! je bijekcia.

Uloha 3.2.13*. Nech G je neprizdna mnozina a o je asociativna bindrna operécia na G.
Potom G je grupa prave vtedy, ked pre Tubovolné a,b € G maju rovnice

aox=">

yoa=>»

riesenie v G (inymi slovami, pre fubovolné a,b € G existuji x,y € G, ktoré splhaju tieto dve
rovnosti.)

Uloha 3.2.14*. Nech G je kone¢na mnozina a o je binirna operacia na G také, ze plati
asociativny zakon a zakony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

Uloha 3.2.15*. Dokazte, ze v kone¢nej grupe, ktora mé parny podet prvkov, existuje prvok
rozny od neutralneho prvku taky, ze a oa = e.

Uloha 3.2.16. Nech (G, *) je grupa a a € G. Potom pre Iubovolné n € N definujeme
matematickou indukciou prvok a™ nasledovne:
a’ =e
a™tl =a" xa.
(Je to presne to, ¢o by sme intuitivne chapali pod zépisom g *a*...xa.)
—_————

n-krat

Tato definiciu mézeme rozsirit aj na zaporné éisla tak, ze pre n € N poloZime a™" =

(a=1)™. Tym je a™ definované pre lubovolné a € G a n € Z. (Vsimnite si, Ze to koresponduje
s ozna¢enim a !, ktoré pouzivame pre inverzny prvok.)
Dokazte, ze pre fubovolné a,b € G a m,n € Z plati:
a) am—i—n =a™ % q"
b) (am)n — a'mn
c)ak axb=">xa, tak a” xb" = (a * b)",

Uloha 3.2.17. Nech koneén4d mnozina G = {e,ay,...,a,} tvori s operaciou * komutativnu
grupu a e je jej neutralny prvok. Dokazte, Ze (a1 * ag * - -+ x a,)? = e.
Uloha 3.2.18. Nech * je binirna operéacia na mnozine A, taka, ze pre kazdé a,b, c € A plati

ax*(bxc) = (ax*c)*ba*x mi neutrdlny prvok. Dokdzte, Ze opericia x je komutativna a
asociativna.

Uloha 3.2.19. Nech (G, o) je grupa. Dokaite, Ze ak v o x = x, tak = = e.
Uloha 3.2.20. Zistite, ¢i (Rt x R,0), kde pre kazdé (a,b),(c,d) € RT x R definujeme
(a,b)d(c,d) = (2ac, b+ d), je grupa.

Uloha 3.2.21. Nech G = R x (R \ {0}). Definujme na tejto mnozine binadrnu operaciu *
predpisom (a, b) * (¢,d) = (a + be, bd). Je to skuto¢ne bindrna operacia? Je (G, *) grupa? Je
to komutativna grupa?

| Jalbfc|d]

Uloha 3.2.22. Dopliite nasledujicu tabulku d |tak aby ste dostali grupu.

Qoo




Uloha 3.2.23. Ak pre kazdy prvok x grupy (G, o) plati z o z = e, tak tato grupa je komu-
tativna.

Uloha 3.2.24. Je mnozina Q s operéaciou < definovanou ako a <b = ab — a grupa? Je tato
operacia komutativna? M4 lavy neutralny prvok? M4 pravy neutralny prvok?

Uloha 3.2.25. Nech * je asociativna bindrna operacia na mnozine M, ktord méa neutralny
prvok e. Ak pre nejaké x € M plati z x x = x a ku x existuje lavy inverzny prvok, tak z = e.

Uloha 3.2.26*. Nech * je bindrna operacia na mnozine G, ktord je a) asociativna,
b) ma lavy neutralny prvok t.j. existuje prvok e € G taky, ze (Vz € Glexz ==
¢) pre kazdy prvok xz € G existuje y € G také, ze x xy = e (kde e oznacuje prvok z Gasti )
t.j.
VeeG)FyeGFyxz=e

(struéne moZeme povedat, ze ku kazdému prvku existuje lavy inverzny prvok vzhladom na

e).

Dokazte, ze potom (G, %) je grupa.

3.3 Polia

Uloha 3.3.1. Dokézte ekvivalenciu definicie 3.3.1 a 3.3.3.

Uloha 3.3.2. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvykljym séitovanim a nasobenim
pole?

a) F={a+ib;a e R,beR,b >0}

b) F={a+ibja € Q,beQ}

c¢) F={a+ibjacZ,beZ}

d) F={a+b/5;a€Q,beQ}

) F={a++3ibja € Q,bec Q}

Y F={a+ %;a,b,ce(@}

g*) F = {a+bvV2+cV3+dV6;a,b,c,d € Q) (Hint: Mozno pomdze prepisat si tiito mnozinu
do tvaru F = {a +bV/3;a,b € F'}, kde F' = {a+ b\/2;a,b € Q}.)

h*) F = {a+bv2 +cV3;a,b,c € Q}

i) F={a+0bV5;a € Q,becQ}

- O

Uloha 3.3.3. V poli Zs vyratajte 271 @4, (-2)®4,27'©3a -4037L
Uloha 3.3.4. V Zs5 vyratajte 23, (271)*, 20 (4713, 4o27h3, (-1)° e (40 3712

Uloha 3.3.5. Nech m, n st celé é&isla, a, b, by,...,b, st prvky pola F. V tlohach f) az j)
predpokladame, Ze a # 0. Dokazte:!

a)ymxa+nxa=(m+n)xa

bymxa+mxb=mx (a+b)

c)mx (nxa)=(mn)xa

d) a.(n x b) = n x (a.b)

e) (m x a)(n x b) = (mn) x (a.b)

1Podulohy by mali byt usporiadané tak, ze ak v dokaze niektorej z nich potrebujeme nejaké pomocné
tvrdenie, mame ho uz dokadzané v niektorej z predchédzajucich casti tejto ulohy. Ak by sa Vam zdalo, ze
poradie nie je spravne, ozvite sa mi. Modzeme sa spolu pozriet na to, ¢i som sa pomylil alebo ¢i je dévodom
odlisného poradia to, ze sa to d4 dokazovat aj inak.



fymx (mxa)"t=at
g) a™.q” = am—i—n

h) a™.b™ = (a.b)™

J) a2k = (701)219

k) nx0=0

1) 17 =

Uloha 3.3.6. V Iubovolnom poli F' plati:

at+b=a+c=b=c
(a+b)(c+d) =ac+ ad + bec+ bd
—(—a)=a
—-0=0
—(a+b) = (~a) + (~b)
(a —b)e = ac—be
140
aa=1a=1Va=-1
2=V =a=bVa=-b
a.(bi+...+b,) =abi+...+ab,

Uloha 3.3.7. Na mnozine RT vSetkych kladnjch realnych éisel zadefinujme operacie @ a ®
tak, Ze t Dy = x.y a x Oy = 2¥. Ktoré z axiém pola splha (R, @, ®)?

Uloha 3.3.8. Nech F je pole aa € F. Definujeme zobrazenie f,: F — F tak, Ze f,(b) = a+b.
Je f, bijekcia? Ak &no, ako vyzera zobrazenie f;1? Comu sa rovna f, o f5?
Dalej definujeme g,: F — F pre a # 0 tak, Ze g,(b) = a.b. Je to bijekcia?

Uloha 3.3.9. Nech na mnozine M = {0,1} st opericie + a - dané tabulkami

+]0 1 -0 1
ofo 1 o0 o
110 1)1 1

Ukézte, ze (M, +) a (M\{0}, -) st komutativne grupy a ze plati distributivny zakon (a+b)c =
ac + be. Je (M, +, ) pole?

Uloha 3.3.10. Zistite, ¢i (R, +, ), kde + je obvyklé séitovanie realnych éisel a pre kazdé
a,b € R axb= —2ab, je pole.

Uloha 3.3.11. Na R x R definujeme operacie + a - takto:

a) (a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d) a (a,b).(c,d) = (ac, bd),

b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d) a (a,b).(¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

¢) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc — bd)
d) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (bd — ac,ad + bc)

Je potom (R x R, +,-) pole?

b) -
b) -

Uloha 3.3.12*. Pre ktoré prvky a pola Z; ma rieSenie rovnica z2 = a? Kolko je takych
prvkov v poli Zig9?

Uloha 3.3.13*. Dokéazte, Ze:

a) V Tubovolnom poli plati (a+b)™ = a™+(7) xa™ 1o+ (5) xa™ 22 +. . .+(, ") ab™ 1 +b™.
(Stcet na pravej strane sa zvykne oznacovat takto: 3 ;"o () x a™*b*.)

b) V poli Z, plati: (a @ b)? = aP & bP.

10



Uloha 3.3.14*. Pomocou tlohy 3.3.13 dokéZte matematickou indukciou vzhladom na a, Ze
v Z, plati rovnost a? = a (pre fubovolné a € Z,). (Toto je vlastne ind formuldcia malej
Fermatovej vety.)
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Kapitola 4

Vektorové priestory

4.1 Vektorovy priestor

Uloha 4.1.1. Nech @ = (1,3,6), 5 = (2,1,5), ¥ = (4, —3,3). Vypoditajte 7@ — 35 — 27,
2d — 33 + 7 vo vektorovom priestore R3. [(-7,24,21), (0,0,0)]

Uloha 4.1.2. Ukéite, 7e F je vektorovy priestor nad F.

Uloha 4.1.3. Nech V je mnoZina vsetkych postupnosti realnych ¢isel. Pre postupnosti a =
(an)S2y a b = (b))%, definujeme a + b = (an + 0,)52; a c.a = (c.a,)5% . Overte, 7e V' s
tymito operaciami tvori vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 4.1.4. Nech M je neprazdna mnozina, F je pole. Potom mnoZina vietkych zobrazeni
f+ M — F so s¢itovanim a nasobenim definovanym po bodoch (pozri priklad 4.1.4) tvori
vektorovy priestor nad polom F. (Ak sa VAm zd4 tato tloha prili§ zlozit4, rieste ju iba pre
F=M=R)

Skiste si tiez uvedomit, Ze tymto spdsobom sme sti¢asne overili, Ze priestory F™ (priklad
4.1.3 a poznamka 4.1.5), F¥' (priklad 4.1.4 a poznamka 4.1.5) a postupnosti prvkov z F
(dloha 4.1.3) tvoria vektorové priestory. (Postupnosti mozeme chapat ako zobrazenia z N do
F. Usporiadané n-tice moézeme chépat ako zobrazenia z {1,2,...,n} do F.)

Uloha 4.1.5. Nech F je Tubovolné pole a nech @ je fubovolny prvok. Nech V = {a}. Na
V' zavedieme operéciu séitovania ako @ + & = @ a nédsobenie skaldrom c.a = @ (pre kazdé
¢ € F). Dokéazte, Zze V je vektorovy priestor nad polom F'.

Uloha 4.1.6. Overte, 7ze Zo X Zy so s¢itovanim a nasobenim skaldrom definovanym po
zlozkach tvori vektorovy priestor nad polom Zs.

Uloha 4.1.7. Nech F je pole, V = F". Definujeme (z1,...,2,) + (y1,...,yn) = (z1 +
Yly ooy Tn +Yn), (X1, .., Zpn) = (CT1,...,CTp) PLe C,T1, ..., TnyY1,---,Yn € F. Potom V je
vektorovy priestor nad polom F.

Uloha 4.1.8. Kolko prvkov ma vektorovy priestor (Z3)"? Comu sa v tomto priestore rovna
a+a+ar
Uloha 4.1.9. Overte, 7e vietky zobrazenia f: (0,1) — R so s¢itovanim a nasobenim skalé-

rom definovanym po bodoch tvoria vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 4.1.10. Overte, 7e R je vektorovy priestor nad Q, C je vektorovy priestor nad R, C
je vektorovy priestor nad Q. Je C vektorovy priestor nad Z7
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Uloha 4.1.11. Nech V je vektorovy priestor nad polom F, ¢, ¢ ...c, € F,
Dokézte, ze potom plati c(&1 +...d,) = cd1 + ...+ cdp, (1 —|— .t o)
Comu sa rovna (c1 + ...+ cx)(@1 + ... 0,)?7

a,d1,...,0, €V.
=cid+...+cia.

Uloha 4.1.12. Dokazte, ze vo vektorovom priestore V nad polom F pre kazdé &, E eV,
c € F plati:

~@+A)=@-5+7
Uloha 4.1.13. Pre celé &islo n a vektor & definujeme n x & podobnym spdsobom, ako sme
definovali n X a pre prvok a nejakého pola F'. Dokazte, Ze potom plati n X (c.d) = c.(n X &).

Uloha 4.1.14. Zistite, ¢&i R x R s operdciami + a - definovanymi tak, ze (a,b) + (c,d) =
(a + ¢, b+ d) pre Tubovolné (a,b), (¢,d) € R x R a r - (a,b) = (ra,2rbd) pre lubovolné r € R,
je vektorovy priestor nad R.

Uloha 4.1.15. Zistite, & (R, ®,®) je vektorovy priestor nad R, ak definujeme z &y = zy,
coOz=z°prez,y €RT, ccR.

4.2 Podpriestory

Uloha 4.2.1. Podrobne dokézte dosledok 4.2.9.

Uloha 4.2.2. Dokézte, Ze mnozina vietkych funkcii f: R — R, ktoré st tvaru a + bcosx +

csinz pre nejaké a, b, c € R tvoria vektorovy podpriestor priestoru vsetkych redlnych funkcii
RE.

Uloha 4.2.3. Ktoré z tychto mnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru R3?

a) M = {(z1,72,73) € R% 21 € Z}

b) {(l‘l,l‘z,lﬂg) GRS;l‘l :O}

c) M = {(x1,22,73) € R} 21 =0V 23 = 0}
d) M = {($1,$2, 3) S R3;3$1 +4xo = 1}

e) M:{(I'l,l‘z, 3)€R3;7I171’2:0}

f) M = {(z1,22,23) € R®; 21 + 22 = 23}

g) M = {(z1,22,23) € R |21] = |22|}

h) M = {(x1,72,23) € R3; 21 + 22 + 23 > 0}
) M =

{($1,$27$3) S R37 2{,61 = —Ty = x3}
= {(z1,22,23) € R3; 21 + 22 + 23 = 0}.

\_/\_/
~

Uloha 4.2.4. Ktoré z tychto podmnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru realnych
funkcif R®?

a) funkcie f: R — R s vlastnostou 2f(0) = f(1)

b) nezdporné funkcie

¢) funkcie f: R — R s vlastnostou f(1) =1+ f(0)

d) funkcie f: R — R s vlastnostou (Vz € (0,1))f(z) = f(1 — x)

e) ohranicené funkcie f: R — R

f) spojité funkcie f: R — R
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h) funkcie f: R — R také, ze existuje konefnd lim f(x)
Tr—r00

i*) funkcie f: R — R také, Ze existuje konec¢né alebo nekonec¢na zlgrr;o f(x).

Uloha 4.2.5. Overte, ¢

a) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami,

b) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami stupiia najviac n,

¢) mnozina vSetkych polynémov péarneho stupiia,

d) mnozina vSetkych polynémov stupiia prave n

su vektorové priestory. S¢itovanie a nasobenie skalarom definujeme rovnako ako pre redlne
funkcie.

Uloha 4.2.6. Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V nad polom F. Ukézte, Ze
S UT je podpriestor priestoru V prave vtedy, ked S C T alebo T' C S.

4.3 Linearna kombindcia, linedrna nezavislost

4.3.1 Linearna kombinacia a linearny obal

4.3.2 Linearna nezavislost

Uloha 4.3.1. Dokézte, Ze vektory di,...,d, € V, kde n > 2, st linedrne zavislé prave
vtedy, ked niektory z nich je linedrnou kombindciou nasledujucich.

Uloha 4.3.2. Nech @, _g,f_y' st fubovolné vektory z vektorového priestoru V' nad polom R.
Potom [62757:);] = [O_Z+ﬂ,(5275,"—};]

Uloha 4.3.3. Nech M = {(z,y,2) € R3;2x + 3y + 5z = 0}. Ukaite, ze M je vektorovy
podpriestor R? a néajdite vektory, ktoré ho generuju.

Uloha 4.3.4. P, ozna¢me mnozinu vSetkych polynémov stupiia najviac n s realnymi ko-
eficientami. P,, je podpriestor vektorového priestoru vsetkych zobrazeni f: R — R. Plati
P, =[1,z,...,2"]?7

Uloha 4.3.5. Zistite, ¢i dané vektory st linedrne zavislé v prislusnom vektorovom priestore:
a) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5) v R3,

b) (123), (1,3.2), (2,1,5), (1,127,3) v B,

c) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3

d) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3.

Uloha 4.3.6. Zistite, ¢i st nasledujtce funkcie linedrne zavislé vo vektorovom priestore
vsetkych funkcii z R do R:

a) x+ 1, 2%, 23,

b) 1, x + a, 2% + bz + ¢ (a,b, c mdzu byt lubovolné redlne é&isla),

¢*) 1, cosz, cos?(%),

d) z, z(x — 1), x(z — 1)(x — 2),

e) 1, cosz, cos2z.

Uloha 4.3.7. Ak a, 5, 7 su linedrne nezavislé vo vektorovom priestore V' nad polom R, tak
aj &+ B, @+, B+ 7 st linedrne nezavislé. (Platilo by to aj vo vektorovom priestore nad
polom Z57)
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Uloha 4.3.8. Mnozina {a} je linedrne nezavisla prave vtedy, ked @ # 0. Dva vektory &, E
st linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je ndsobkom druhého (t.j. existuje ¢ € F
tak, Ze c.ad = E), alebo jeden z nich je 0.

Ak vektory @, 5 st linearne nezavislé, tak @, B ,7 st linedrne zavislé prave vtedy, ked 7 je
linedrna kombinécia vektorov &, 5.

Uloha 4.3.9*. Overte, Ze R je vektorovy priestor nad polom Q. Dokézte, Ze v tomto priestore
sul, V2 a /3 linearne nezavislé.

Uloha 4.3.10. Nech &, B, ~ st lubovolné vektory. Zistite, ¢i st tieto systémy vektorov line-
arne zavislé: . . . . .

a) @, B,d+p,7,b) d,p,0,c) ad B d d+B+75,d+8,d+7,6+7.

Uloha 4.3.11. Néjdite 4 vektory v R? tak, aby kazdé dva z nich boli linearne nezéavislé.

Uloha 4.3.12. Nech vektory @7, . .., &, st linedrne nezavislé vektory v nejakom vektorovom
priestore nad polom R. St aj vektory a1, a1 +2ds, ..., d1 +2ds+. . .+nd, linedirne nezavislé?

4.4 Baza a dimenzia

Uloha 4.4.1. Viete povedat, na ktorom mieste predchidzajiiceho dokazu sme vyuzili, ze V
je konecnorozmerny?

Uloha 4.4.2. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v R3:
a) (1,2,3), (1,-2,3), (1,2,-3)

b) (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1)

¢) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1).

Uloha 4.4.3. Zistite, ¢i dané vektory tvoria bazu v Zg:
a) (1,2,3), (2,3,4), (0,3,1)
b) (1,0,0), (0,1,2), (2,1,3)
c) (0,1,2), (3,0,1), (1,0,2).

Uloha 4.4.4. P, ozna¢me priestor vietkych polynémov stupiia najviac n. Overte, ze d(P,) =

n+lazel,z—1,...(x —1)" je bdza tohoto priestoru.

— —

Uloha 4.4.5. Uréte dimenziu podpriestoru [@, 3,7], ak @ = (1,3,2,1), 8 = (4,9,5,4) a
5y =1(3,7,4,3) v R%.

Uloha 4.4.6. Ak sa to da, doplitte dané vektory na bézu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,1,2), (2,1,3) v R3,

b) 22 — 1,22 + 1 v priestore polynémov stupiia najviac 3,

c) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z2.

Uloha 4.4.7. _Ak kazdy z vektorov 51, e ,Ek je linedrnou kombinaciou vektorov a1, .. ., @,
tak d([B1,...,0k]) < d([@1,...,dmn])-

Uloha 4.4.8. Overte, Ze mnozina S = {f: R — R : (3a,b € R)(Vx € R)f(x) = ax + b} je
podpriestor priestoru vSetkych funkcii z R do R. Néjdite funkcie g, h € S také, ze S = [g, h].

Uloha 4.4.9. Zistite, ¢i S = {f: R — R;f(z) = az? + bx + ¢,a,b,c € R} je vektorovy
podpriestor priestoru realnych funkcii. Ak &no, najdite, g1, g2, g3 € S také, ze S = [g1, 92, 93]

Uloha 4.4.10. Najdite bazu pre kazdy vektorovy podpriestor z tlohy 4.2.3.
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4.5 Linearne a direktné suc¢ty podpriestorov

Uloha 4.5.1. Zistite! d(U), d(V), d(U + V), d({U N V), bazu U + V a bézu U NV
a) v R? pre U = [(2,5)], V =[(1,3)]
1

b) v R? pre U= [(17 2, 3)7 (* ,2, 3)]7 V= [(27 1, 4)7 (*27 1, 4)]

C) v R* pre U= [(Lov 1, )7 (1a070a 1)]7 V= [(L 1,1, )7 (1a07 1, 1)]

d) v R* pre U= [(17 2, 374)a (17 1,1, 1); (47 3,2, 1)]7 V= [(17 1,0, O)a (Ov 0,1, 1); (17 0,0, 0)]
[3)1,1,2,0; b)2,2,3,1; C>2,2,3,1; ) R ,4,1]

Uloha 4.5.2. Nech T' = [(1,3,2), (2,1, 3), (3,4,0)] je podpriestor (Zs)>. Existuje podpriestor
S taky, ze (Z5)® = T @ S? Ak 4no, najdite ho! Je tento podpriestor jednoznacne uréeny?

Uloha 4.5.3. Nech S # T st dva podpriestory vektorového priestoru F2 nad polom F a
d(S) =2, d(T) = 2. Dokézte, ze d(SNT) > 1.

Uloha 4.5.4. Dokézte, 7e ak €1, .. ., €. je baza vektorového priestoru V, tak V = [61] @ ... @
[€].

ITato tlohu budeme riesit neskor, ked sa (v asti 5.2) naucime jednoduchy sposob ako najst dimenziu a
bazu daného podpriestoru R™. Zaradil som ju vSak sem, pretoze suvisi s témou tejto podkapitoly.
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Kapitola 5

Linearne zobrazenia a matice

5.1 Matice

Uloha 5.1.1. Overte, Ze matice typu m x n nad polom F (spolu so séitovanim matic a
nasobenim matice skaldrom) tvoria vektorovy priestor nad F'.

Uloha 5.1.2. Dokazte, ze diagonalne matice tvoria podpriestor vektorového priestoru vset-
kych matic typu n X n.

Uloha 5.1.3. Nech matice A a B st rovnakého typu. Dokézte, ze potom (A+B)T = AT+ BT
a (AT)T = A. Comu sa rovna (c; A + c2B)1?

Uloha 5.1.4. Dokézte, Ze

a) mnozina vSetkych symetrickych matic typu n x n a

b) mnozina vSetkych antisymetrickych matic typu n x n

tvoria podpriestory vektorového priestoru vSetkych matic typu n x n. Je vektorovy priestor
matic typu n x n direktny stcet tychto podpriestorov?

Uloha 5.1.5. Dokaite, 7e kazda §tvorcova matica sa da napisat ako stcet symetrickej a
antisymetrickej matice. Je vektorovy priestor vSetkych matic typu n x n direktnym stctom
priestorov z tlohy 5.1.4.

5.2 Riadkova ekvivalencia a hodnost matice

Uloha 5.2.1. Najdite redukované trojuholnikové matice riadkovo ekvivalentné s nasleduji-
cimi maticami a) nad polom R b) nad polom Z5

113 2341
231 322 3232
121 043 1400
411 1123

Uloha 5.2.2. Ak sa to d4, dopliitte dané vektory na bazu vektorového priestoru (Zs)*:

a) (1,2,0,0), (3,4,0,1)

b) (1’ 27 3’ 4)7 (1’ ]'7 1’ ]‘)7 (3’ 27 1’ O)
C) (27 3’47 1)7 (37 2’47 1)7 (07 2’37 2)
d) (1,3,1,4), (3,0,4,3), (2,3,1,1)

Uloha 5.2.3. Zistite, ¢i nasledujtce matice tvoria bazu vektorového priestoru vietkych matic

typu 2 x 2 nad polom R:
a) (65), (38),(£8),(83) b)(53).(¥3).(41),(55)

=N
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Uloha 5.2.4. Zistite, ktoré z danych vektorov patria do podpriestoru [(1,4,1,0),(2,3,-2,-3),
(0,2,—5,—6)] priestoru R*: a) (4,11,-3,-3), b)(1,0,11,12), ¢) (3,0,4,1), d) (1,-1,2,-2).

Uloha 5.2.5. Zistite, & [61, 62] [¥1, 72, 73] vo vektorovom prlestore R* nad polom R, ak
,71 - (17 1557 1)7 - (150725 1)7 V3 = (27 1507 1)7 61 - (15 1755 1) a 62 - (_15 1765 - )
Uloha 5.2.6. Zistite hodnosti matilc 0 o
10-12 3 Ca 13 5 -1
(42343) (gg : 9_11> Sint) () < %5 )
00230 00007 00 .1 2-11 8 2 ST

Uloha 5.2.7. Upravte danti maticu nad polom R na redukovany trojuholnikovy tvar a uréte
hodnost matice

3-1325 1305 0 —1 43-52 3
1-2-2 2 86-74 2
152722 5-3 2 3 4 261100 0 8o-1s2
22 -1-1 1.3 50-7 515225 -1 -4 43-82 7
75141 39115 0 —1 43125

Uloha 5.2.8. Uréte hodnost danej matice v zavislosti od parametra ¢ € R
1 ¢ —12 3 2 ¢ 2¢ 2c¢+1 0 2c¢+1 0
A= (2 -1 ¢ 5) (1 ~13 —c) (2 c—1 2c> (4 c—1 2c)
110 —61 2301 c ¢ c¢ c c ¢
Uloha 5.2.9. Zistite, ¢ priestor [(2,4,4,2,4),(3,1,1,2,2),(4,3,3,2,0)] je podpriestor priestoru
[(1,1,0,1,4),(2,1,3,3,1),(3,2,1,1,3)] a) nad Q, b) nad Zs, ¢) nad Zs.

Uloha 5.2.10. Zistite, ktoré z danych matic st navzajom riadkovo ekvivalentné:
(231) (131) <031) (301) (101) (321)
433)(243)(203)(032)(0o11)(4a21
124/ \312/\112/\103/\213/\101
d

Uloha 5.2.11. Najdite bézu daného podpriestoru a uréite jeho dimenziu:
a) [(1,1,0,-1),(0,1,2,1),(1,0,1,-1),(1,1,-6,-3),(—1,-5,1,0)] v R%;
b) [(1,2,2,0,1) (1,2,0,1,2),(1,2,-2,1 O)]VR5
c) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1 O)]ng
d) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2), (1,2,3, 1,0)] v Z3.
Uloha 5.2.12. Zistite, pre aké hodnoty parametra ¢ st dané vektory linedrne zévislé
a) (—1,0,-1), (2,1,2), (1,1,¢) v R3;
b) (1,1,3), (2,1,2), (c,0,—c) v R3;
c) (2,0,-1), (3,2,0), (1,-2,¢) v R3.

Uloha 5.2.13*. Uré¢ite hodnost matice:

11 .1 1
a1 az ... Gp Gy
2 2 2 2
ap Az ... Ay Qpyg
a aj .. a'Zi aZ-+1
ak viete, Ze a1, ..., an+1 SU navzijom rozne redlne &isla (t.j. a; # a; pre vsetky i # 7).

Pri rieSeni tejto tlohy mozete pouzif fakt, Ze elementarne stlpcové operacie nemenia
hodnost, resp. to, ze h(A) = h(AT). (Tento fakt dokdZeme neskor.) Ale mala by sa dat
vyrieSit aj bez pouzitia tejto veci.

5.3 Linearne zobrazenia
Uloha 5.3.1. Néjdite maticu linearneho zobrazenia f: R3 — R*, pre ktoré plati:
) f(2 0 3) ( -1 1) f(471a5):(4a577271)7 f(371a2):(1ﬂ71a1771)7

b) £(2,0,3) = (1,2, 1,1), f(4,1,5) = (4,5,-2,1), f(2,-1,4) = (-1,1,-1,2),
) £(2,0,3) = (1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5, -2,1), f(2,—-1,4) = (1,—1,1,—1).
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Uloha 5.3.2. Najdite maticu linedrneho zobrazenia f: (Z7)? — (Z7)? a napiste jeho predpis.
a) f(1,1) =(0,1), f(6,1) = (3,2)
b) f(2,3) = (1,0), f(3,2) = (6,1)

Uloha 5.3.3. Najdite maticu linearneho zobrazenia f: R* — R* takého, Ze:
a) f(1,2,3,1) = (1,3,1,0), f(2,1,3,0) = (0,1,3,1), f(3,2,1,0) = (1,0,3,0), f(2,2,3,4) =
(3,1,0,4)

b) f(1,2,3,4) = (0,0,0,0), f(2,1,3,1) = (1,0,3,1), f(0,1,2,0) = (2,0,1,0), f(1,0,3,1) =
(2,1,3,1)

) f(oﬂ 1’ ]') = (1’07 0’0)7 f(1’07 1’ ]') = (0’ ]‘70’0)7 f(lﬂ ]‘70’ ]') = (0’07 1’0)7 f(]‘7 1’ 170) =
(0,0,0, )

Uloha 5.3.4. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linearne
zobrazenie. Ak &j,...,d, st linedrne zavislé vektory, tak aj f(d1),..., f(dy,) st linedrne
zavislé vektory.

Uloha 5.3.5. Nech f: V — W je linearne zobrazenie z vektorového priestoru V' do vekto-
rového priestoru W nad polom F'. Dokazte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V, tak f[S] = {f(d@); @ € S} je podpriestor vek-
torového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~1(T) = {@ € V : f(@) € T} je pod-
priestor vektorového priestoru V.

5.4 SU¢in matic

Uloha 5.4.1. Dokéite:
a) (AB)T = BT AT
b) Ak A je symetrickd matica, tak aj A™ pre kazdé n € N je symetrickd matica.

Uloha 5.4.2. Vypoécitajte A2 +2AB+ B?, A2 +2BA+ B2, A2+ AB+ BA+ B2, (A+ B)?,
ak A= (g1) B=(37)
Uloha 5.4.3. Vyréatajte £.A a A.E pre A = ( i3 —31) aa) E= (égé) b) E = (é%g)

1-2 1
10 -3
c) B = (§ g é) d) E = (8(1) 0 ) Vedeli by ste najst riadkovii/stipcovii operéciu, pomocou

ktorej dostaneme z matice A maticu E.A resp. A.E? (Viac sa o suvise nidsobenia matic a
elementarnych riadkovych /stipcovych operacii mézete dozvedief v podkapitole 5.6).

Uloha 5.4.4. Pre stvorcovii maticu C typu n x n budeme vyraz Tr(C) = > }_, ¢, nazyvat
stopa matice C.

Ukézte, Ze ak A, B st matice typu nxn nad polom F, tak platia rovnosti Tr(A) = Tr(A)T
a Tr(AB) = Tr(BA).

Zistite, ¢i pre Tubovolné matice A, B, C typu n X n platia vztahy Tr(ABC) = Tr(CBA)
a Tr(ABC) = Tr(ACB). (Svoje tvrdenie zdovodnite!) Ak niektory z tychto vztahov neplati,
bude platit za dodato¢ného predpokladu, matica A je symetricka?

Uloha 5.4.5. Dokéazte, alebo vyvratte nasledujice tvrdenie: Ak A, B st $tvorcové matice
typun xn a A2 = B2, tak A = B alebo A = —B.

Uloha 5.4.6. Nech C = AB, kde A, B st matice. Musi potom platif Vo C Va? Musi platit
Ve C Vp? Musi platit V4 C Vi, Vg C Vo? (Svoje tvrdenie zdovodnite, t.j. dokézte, alebo
najdite kontrapriklad.)
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Uloha 5.4.7. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokazte, Ze
h(AB) < h(A). Dokazte, ze ak n = k a B je reguldrna, tak h(AB) = h(A).

Uloha 5.4.8. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokazte, Ze
h(AB) < h(B). Dokézte, ze ak m =n a A je reguldrna, tak h(AB) = h(B).
5.5 Inverzna matica

Uloha 5.5.1. Najdite inverznti maticu k danym maticiam nad R:

() G (R D) 10 (D) (1 ) v
312 12/ \io1r/\2-13/)\101 85\{5 ysledky:

=N
JRIERIS oo
o

=N

o

w

Jun

1 1 1 1 1 1 1

Pod A\ e s ooy (O (2R fan 0 e o
Lepn )R ) v ) () (g h
-1 5 -3 -3 0 3 -1 3 3 b-1-1 00 1

Uloha 5.5.
£(0,2,3,1)
zobrazema -

VR
|
o
PR
N
[NIEINIE |
Njw
Ny~ ~

. Nech f: (Z5)* — (Zs)* je linearne zobrazenie také, ze f(1,2,3,1) = (2,0,1,0),
0,3), £(1,0,3,4) = (3,2,1,0), £(4,1,3,2) = (2,3,1,1). N4jdite maticu

Uloha 5.5.3. Zistite, ¢ (é é ?) je reguldrna a) nad Zy b) nad Zs, ak dno, ndjdite inverzni.

Uloha 5.5.4. Kolko existuje linedrnych zobrazeni spliiajicich zadané podmienky? Kolko
z nich je injektivnych? Kolko je surjektivnych?

a) f:Z3 = 7% f(1,3,1) = (1,1,1,3), f(2,1,3) = (0,1,3,4), f(2,1,0) = (1,4,0

b) f: Zé %Zg f(1,0,3,1)=(0,1,3), f(2,1,3,1) = (1,1,3), f(1,1,4,1) = (2,2
c) f: 2 — 7%, £(1,0,3,1) = (0,1,3), f(2, 1,3 1) =(1,1,3), f(1,1,0,0) = (1,0,

Uloha 5.5.5%. Vypoditajte A~ B a B~ A. Sktste to urobif bez vypoctu A~! resp. B~1.
A= (88%) B= (5 i -11)
112 0—1 2

Ako skusku spréavnosti mozete vyskisat, ¢i po vyndsobeni vysledku zlava maticou A (resp.
B) dostanete maticu B (resp. A).
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5.6 Elementarne riadkové operacie a sucin matic*

5.7 Sustavy linearnych rovnic

5.7.1 Homogénne sustavy linearnych rovnic
5.7.2 Gaussova eliminaéna metéda

5.7.3 Frobeniova veta

Uloha 5.7.1. Najdite vietky rieSenia danych ststav rovnic nad polom R:

T —XT2 +21‘3 731‘4 =1 1+ T =1
xr1 + Ty + X3 =4
To —r3 4xy =-3
o To+xT3+x4 = -3
xr1  +3x9 —3x4 =1 Ta + T4+ -9
_ 3 4 5 =
Txo +3x3 +x4 =3 watas =—1
3r1 —2x0 +bx3 +x4 =3 2r1 +7xo +3x3 x4 =5
2x1 —3xs +x3 +bxry = -3 r1 +3x9 +x3 +dbxy =3
1 42z —4ry, = -3 r1 +bre —9x3 +8xry =1
T —x2 —4dxz +9x4 =22 5r1 +2x9 +4x3 +d5xrgy =12
2 —=dy +3z +t =5 r +2y +4z =3t =0
3z -7y 43z -t =-1 3z +5y +6z -4t =
or —9y +6z +2t =7 dr +by -2z 43t =0
dr —6y 43z +t =38 3r +8y 424z —-19t =0
r +4y -2z +8 =12
y =7z 42t =-4
5z —t =7
z +3t =-5

Uloha 5.7.2. Rieste v Zs ststavu uréenti maticou:
|
|
|
|

11031 3122 241112 12324
124012 4421 33321 231113
213413 0124 14211 43132
304414 2112 42032 34321

W= O

Uloha 5.7.3. Rieste v R ststavu uréent maticou:

3 -2 1 |11 ;31_21I$ 1 2-3|1 1-2 110 14 -3]0

11 -3|7 10 1] -2 ~—13-213 41 —1]2 1-3-1]0

11 -4 —3| 10 21 17 0 5-5]|4 12 4]0 21 —4]0
20 6 _ 8

Riefenie: a) nemd riesenie, b) (1,2,3) ¢) (t — 2,t+ 3,1), d) (32, &, %), e) (B¢, 2¢,1)
Uloha 5.7.4. Rieste v Z, ststavu uréenti maticou:

v
10115 1101]0 21414 12131 12131
0111]6 21031 13315 21232 231412
3123]0 311115 41516 311111 11011
03614 01236 2314]2 06533 0441]0

Uloha 5.7.5. Mozete si vymyslief kopec vlastnych ststav. Staci najprv zvolif rieSenie, koefi-
cienty a dordtat pravé strany. Skiste vymysliet aj také ststavy, ktoré nemaji riesenie alebo
maju viac nez jedno riesenie.

W= W

Uloha 5.7.6. Najdite realne ¢&isla a, b, ¢ tak, aby graf funkcie f(r) = ax? 4 bx + ¢ prechadzal
bodmi (1,2), (-1,6) a (2,3).
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Uloha 5.7.7. Néjdite hodnotu parametra b € R, pre ktor mé dand stistava rieSenie. Pre
tuto hodnotu aj vyjadrite mnozinu rieSeni.

T + 4xy — 33 + 224 = 2
201 + Txg — 4w+ 424 = 3
—x1 —Ddxo +bx3 — 214 =0
3x1 + 1029 — bz + 624 =4

Y

Uloha 5.7.8*. O stistave n rovnic o n neznamych nad polom R vieme, Ze jej koeficienty
3
7

12 314
tvoria aritmetick postupnost (ako napriklad pre maticu { 5 6 7 | 8 |) a Ze tato sistava mé
91011 | 12

jediné riesenie. Najdite rieSenie stustavy.

5.8 Jadro a obraz linearneho zobrazenia

Uloha 5.8.1. Najdite bazu obrazu a bazu jadra lineArneho zobrazenia f: (Z5)* — (Zs)*
s danou maticou. V ktorych pripadoch je toto zobrazenie surjektivne a v ktorych injektivne?

3122 2411 1234
4321 3332 314
0124 1421 321
2012 4203 412

Uloha 5.8.2. Najdite bazu a dimenziu Ker f aj Im f pre dané linedrne zobrazenie. Rozhod-
nite, ¢i toto zobrazenie je injektivne, surjektivne, bijektivne.

a) f: RY* = R3, f(z1, 72,73, 74) = (21 + T2 + T3 + T4, 272 + T3 + T4, 472 + 273 + 274).

b) 1 Maa(R) = Man(R), f+ (24) = (el afa)

c) f: V—=V,kde V = {ax® + bx + c¢;a,b,c € R} je podpriestor R* a f: p(z) — p'(z). (T.j.
f priradi polynému p(x) jeho derivaciu p’(z).)

O W
SN

Uloha 5.8.3. Najdite linedrne zobrazenie (ak také existuje), ktoré je prosté a splia pod-
mienky:

a) f(1,0,1)=(2,2,1), f(1,-1,1) =(1,2,-2), f(0,1,-2) = (0,—1,2),
b) f(1,0,1) =(2,2,1), f(1,-1,1)=(1,2,-2), f(1,1,1) =(3,2,4),
C) f(]-aoa]-) ( ’271) (077]—72):(071a1 ) f(l,l,*l):(2,3,2)

leoha 5.8.4. N4jdite linearne zobrazenie f: R? — R3 (ak také existuje), pre ktoré: f(3,2,3) =
(5,-3,-2), f(0,2,1) = (2,0,-2), f(3,0,3) = (3,—3,0). Urcte bazu a dimenziu jeho jadra a
obrazu.

Uloha 5.8.5. Definujme linedrne zobrazenie f: R* — R? ako f(x1, 72,23, 24) = (371 + 22 +
2x3 — 4,211 + 422 + T3 — x4) & oznacme Uy = Ker f.

Dalej definujme linearne zobrazenie g: R? — R* ako g(y1,y2) = (y1 — Y2, Y1 — 3y2,2y1 —
8ya2,3y1 — 27y2) a oznacme Us = Im g.

Vidime, ze U; aj Uy st podpriestory R*.

N4jdite bazy priestorov Uy, Us, Uy NUs a Uy + Us.

Uloha 5.8.6. Nech f: V — V je linearne zobrazenie. Ako f? budeme oznacovat f o f.
Dokézte

(a) Ker f2 D Ker f,
(b) Im f2 CIm f,
(c) f2=0« Kerf DImf.
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Uloha 5.8.7. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie a g: V. — V je urcené predpisom
g(@) = a— f(@) (inak povedané, g = idy — f). Dokazte:

a) Zobrazenie g je linearne.

b) Ak Ker f = Img, tak fo f = f. (Zobrazenie s takouto vlastnostou sa zvykne nazyvat
projekcia.)

Uloha 5.8.8. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie a g: V' — V je urcené predpisom
g(d) = d — f(d) (inak povedané, g = idy — f). Dokazte:

a) Zobrazenie g je linearne.

b) Ak Ker f = Imy, tak fo f = f. (Zobrazenie s takouto vlastnostou sa zvykne nazyvat
projekcia.)

Uloha 5.8.9. Dokézte, ze h(ATA) = h(A) pre Tubovolnti maticu typu n x n nad R. (Hint
1: Mozno pomdze, ak si uvedomite, ze v R™ plati @@ = 0 < & = 0. Hint 2: In4 moznost je
skusif to najprv dokdzat pre RTM. Hint 3: Ak vymyslite Gplne iné rieSenie, nedajte sa zviest
zo stopy predchadzajicimi dvoma hintami.)

5.9 Hodnost transponovanej matice

5.10 Nasobenie blokovych matic*
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Kapitola 6

Determinanty

6.1 Motivacia
6.2 Definicia determinantu

6.3 Vypocet determinantov

6.3.1 Laplaceov rozvoj

6.3.2 Vypocet pomocou riadkovych a stlpcovych operacii

6.4 Determinant sucinu matic

6.5 Vyuzitie determinantov

6.5.1 Vypocet inverznej matice

6.5.2 Cramerovo pravidlo

-2 3 —3-1]|-23 -2-1| -2 3 —1-1
Uloha 6.5.1. Vypoditajte determinanty: | § 72 % 2 121 122
1 -1-1-20]0 1 1llo 1 -1-1

1 —
Ak existuje inverzna matica, aky bude jej determinant. Vysledky (bez zaruky): 0,8,8.
3401 1141 1211
Uloha 6.5.2. Vyrieste v Z5 pomocou Cramerovho pravidla: <1 12| 1> (0 12| 2) (o 11 1)
34100 1033 2132

Uloha 6.5.3. Pomocou Cramerovho pravidla rieste:
xr1 +dxre +4xy +3x4 =1 r1 F2x9 4x3 =1
201 —x9 23 —x4 =0 2¢1 4z —x3 =0
(Navod: Skuste zvolit x3, x4 za parametre.)

Uloha 6.5.4. Uréte determinanty danych matic. Viete na zéklade vysledku uréit ich hodnost
pre niektoré hodnoty ¢ € R?

1 2c¢c—-1 1 1c—-1 2c¢c+1 0
c—21 0 c—21 0 2 c—12c
c 1 0 0 1 ¢ 1 1 1

Uloha 6.5.5. Najdite inverznti maticu k maticiam z tilohy 5.5.1 pomocou determinantu.
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Uloha 6.5.6. Vypoditajte inverznt maticu:

1110 111 1
1101 123 -1
1011 149 1
0111 1827 -1

Uloha 6.5.7. Ukazte, 7e v fubovolnom poli plati z +y + 2 =0 = 23 4+ 3 + 2% — 32yz = 0.
Skiiste sa zamysliet nad tym, ¢i to viete odvodit pouzitim vhodného determinantu.

1 a a? ... af
1 as a% ... ay
Uloha 6.5.8*. |: : . - . [=
1 ap ai —.oan
lant: ai+1 Y
[Vysledok by mal byt IT  (a; — @), t.j. sGéin vyrazov tvaru a; — a; pre vsetky i < j.]
1<i<j<n+1
21 0 0 ..0
12 1 0..0
01 2 10
Uloha 6.5.9*. D, =|.. . . . |=?
0.0 0 1 21
0. 0 0 12
atb ab 0 O 0
1 at+b ab 0 ... O
0 1 a+b ab ... 0
Uloha 6.5.10*. D, =| . . . . . =7
(-) 0. 1- aJ-rb ab
0 ... 0 0 1 atb
nl1..1
Uloha 6.5.11*. D, = |t » 1 ..1)=7
i

Uloha 6.5.12*. Vypocitajte determinant matice typu n x n

X a a a

a X a a
D, = —9

a a xr a

a a a X

(Teda ide o maticu, kde diagondlne prvky st rovné x a vSetky prvky mimo diagonaly si
rovné a.)

Uloha 6.5.13*. D,, =
i1

Uloha 6.5.14*. Najdite determinant matice A,, typu nxn, ktorej prvky st uréené predpisom

a;; = min{i, j}, t.j. napriklad

L1 111
A2<1 2> Az=1|(1 2 2 Ay =
1 2 3

== =
NN -
W W N -
=W N =

oha 6.5.15. Nech A je matica typu 7 x 7, ktorej prvky st neparne celé ¢isla. Ukazte, Ze
Uloha 6.5.15. Nech A j tica t 7 X 7, ktorej prvky st 5 1é ¢isla. Ukézte, z
|A] je celé éislo a dalej, Ze |A| je celoéiselny ndsobok ¢isla 64.

Uloha 6.5.16*. Ukéazte, ze ak A, B st $tvorcové matice, tak
‘A 0

3 b=l iB
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Vedeli by ste pouzit podobny argument pre maticu tvaru ? (Zapisy pouzité v tomto

0 B
zadani treba chdpat ako zdpisy blokovych matic, t.j. A je nejakd matica typu m x m, B je
typu n X n a C' mé rozmery m X k. Hint 1: Moze byt uzitoény stéin blokovych matic. Hint
2: Mo#no sa oplati skisit nejako pouzit Laplaceov rozvoj.) !

. . “ . . A . ,
LAzda sa oplati poznamenat, Ze vo vieobecnosti sa determinant ' D g nemusi rovnat |A||B| — |C||D|

ani |AB — CD|. Nejaké podmienky, kedy takéto nieo funguje, sa daju najst v ¢lanku [Si].
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Kapitola 7

Euklidovské vektorové priestory

Ve

7.1 Skalarny sacin

7.2 Gram-Schmidtov ortogonalizaény proces

Uloha 7.2.1. Néjdite bazu a dimenziu S+ pre dany podpriestor S priestoru R*:

[
=
— e

RIS
W nin
oy
R

=

loha 7.2.2. Zistite, ¢i dany predpis uréuje skalarny stcin na R3. Nech @ = (ay, az,a3) a
b2, bg)

= a1b1 — a1b2 + a1b3 + azb1 + 3azbs — asbs
a1bi + 2a1bs + 2a2b1

3aibs + 2a2b2 + asbs

a1by + azbs + aszbs

a1b1 + a1b2 + a2b1 + 3a2b2 + a3b3

a1b1 + (11b2 + a2b1 + a2b2 + 2(131)3

a1b1 + 2(11[)2 + 20,21)1 + (12b2 + 2a3b3
a1b2 + a2b1

,ﬁ> = 3a1b1 + 2a1by + asby + 3aszbs

(=)
[l

1 Qy qu —
SN

S

soge wg
QLD
SCTRCIRCTRECH!
I

e~ e e~
!

@

QL &
Il

s
~— — ~—

)

zEe
2L
Lo
~
Il

Uloha 7.2.3. Zistite, ¢i sinmz a cos 7z st kolmé v priestore C(0,1) so skaldrnym st¢inom
z prikladu 7.1.6. Ak maja tieto vektory velkost?

Uloha 7.2.4. Overte ¢ predpis
a) (f,9) = f(0)g(0) + f(1)g(1)
b) (f,9) = f(=1)g(=1) + £(0)g(0) + f(1)g(1)

urc¢uje skaladrny stéin na priestore Py vSetkych polynémov stuptia najviac 2 nad polom R.

U’loha_’7 .2.5. Dokazte, ze v Tubovolnom euklidovskom priestore plati:
a) (@,B) =0 = |a+ B]*> = |a® + |B|* (Pytagorova veta)
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b) |&@+ B]2 = || + |8)2 + 2(@, B) (kosinové veta)
) |@+ B2 +|a@— B> =2(]a]* +|8]*) (rovnobeznikové pravidlo)

Uloha 7.2.6*. Ukézte, ze ak |-|: V — R je funkcia definovana na vektorovom priestore V
nad R, ktora spliia podmienky (i), (ii), (iii) a (v) z tvrdenia 7.1.8 i rovnobeznikové pravidlo,
tak existuje skaldrny sacin na V taky, ze |a| = 1/(&, @) pre vSetky & € V.

Uloha 7.2.7. Ukézte, 7e funkcia |-|: R® — R, |(z1,...,2,)| = max{|x;|;i = 1,...,n} splia
podmienky (i), (ii), (iii) a (v) z tvrdenia 7.1.8, ale neexistuje skaldrny si¢in na R™ taky, ze

la] = \/{(@,d) (pre vSetky @ € R™).

Uloha 7.2.8. Pre §tvorcovii maticu typu n x n definujeme stopu matice ako stcet jej dia-
gonalnych prvkov, t.j. Tr(A) = > | a;;. Overte, ¢i na vektorovom priestore M, ,(R) uréuje
predpis

(A, B) = Tr(ABT)

skalarny suc¢in. (Hint 1: Pokuste sa vyjadrit hodnotu (A, B) pomocou prvkov matic A, B.
Hint 2: MoZno vam pri tom pomozu rovnosti Tr(AB) = Tr(BA) a Tr(A) = Tr(AT). Prva
z nich sa da lahko overit pomocou definicie su¢inu, druhd je zrejmé.)

Uloha 7.2.9. Overte, 7e v priestore C(0,27) vSetkych spojitych funkcii z uzavretého in-
tervalu (0,27) do R so skaldrnym stéinom (f,g) = OZW f(z)g(x)dz st Tubovolné dve rozne
funkcie z mnoZiny {1, sinnz, cosnz;n € N} na seba kolmé. (Po vynormovani by sme dostali
mnozinu funkcii, ktord ma v tomto priestore do istej miery podobné vlastnosti ako ortonor-
malna baza v koneé¢norozmernych priestorov. Tento systém funkcii je délezity v matematickej

analyze v suvislosti s Fourierovymi radmi.)
Uloha 7.2.10. Najdite ortonormalnu bazu pre priestory z tlohy 7.2.1.

Uloha 7.2.11. Nech S je podpriestor kone¢norozmerného euklidovského vektorového pries-
toru V. Nech P: V — V je ortogonalna projekcia na tento podpriestor. Overte, Ze:
a) P je linedrne zobrazenie;

b) ImP =S a Ker P = S+.

Uloha 7.2.12. Najdite maticu ortogonalnej projekcie pri obvyklom skaldrnom siéine pre:
a) priestory z ulohy 7.2.1;

b) pre fubovolny podpriestor S = [@], pricom vektor @ je normovany (mé jednotkovi dizku);
¢) pre podpriestor S = [a4, ..., d], prifom vektory &7, ..., d) st ortonormélne.

[Odpovede: b) aT'@; c) AT A, kde A je matica, ktorej riadky tvoria vektory @y, ..., dx.]

Uloha 7.2.13. Ukézte, Ze pre fubovolny podpriestor S euklidovského vektorového priestoru
V plati S+++ = S, (Hint: Skiste si uvedomit, ktort z inklzii medzi S a S+ sme v do-
kaze dosledku 7.2.8 dokazali bez pouzitia predpokladu o kone¢norozmernosti. Tato inklaziu
pouZzite raz pre S a raz pre S*.)
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Dodatok A

Delenie so zvyskom
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Dodatok B

Komplexné cisla

B.1 Definicia komplexnych d¢isel, algebraicky tvar kom-
plexného cisla

Uloha B.1.1. Overte, ze plati (pre lubovolné z, z1, 2o € C)

2Z =22
& z je realne
~

z je rydzoimaginarne

Symbol |z| oznacuje absolutnu hodnotu komplexného ¢isla z. Ak z = a + bi, tak absolitna
hodnota je definované ako |z| = va? + b2. (Budeme sa jej venovat o chvilu.)

B.2 Geometricka interpretacia komplexnych ¢éisel, goni-
ometricky tvar, Moivrova veta

B.3 Riesenie rovnic v komplexnych cislach
B.3.1 Kvadratické rovnice s realnymi koeficientmi
B.3.2 Binomické rovnice

B.4 Zopar dalSich veci stuvisiacich s komplexnymi ¢is-
lami

Uloha B.4.1. Vypoéitajte

a) 342+ (2—14) b) (L+i)+(1—4) c¢) (1+3i)+(/3+1)
d) (3+2i).(2—4) e (1+i).(1—4)  £) 1+3i).(vV3+14)
e) (3+2i)—(2—4) f)(1+i)—1—i) g) (1+3i)—(V/3+1)
h) (3+2i)/(2—14) 1) (14+d)/(1—1i) §) Q+V3)/(V3+1)
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Uloha B.4.2. Overte vypoétom, 7e pri oboch uzatvorkovaniach vyrazu (14 2i)(1 —1i)(2 — 1)
dostaneme ten isty vysledok.

Uloha B.4.3. Overte, Ze pre s¢itovanie a nasobenie komplexnych ¢&isel plati distributivnost.

Uloha B.4.4. Overte, ze pre komplexné ¢isla plati trojuholnikova nerovnost |z + 25| <
|z1| + |22]. Co predstavuje tato nerovnost geometricky?

Uloha B.4.5. Vieme, Ze na realnej osi predstavujii riesenia nerovnice |z — a| < r interval
(a —r,a+7r) (pre a,r € R ar > 0). Aky geometricky Gtvar v komplexnej rovine tvoria
komplexné ¢isla vyhovujtice podmienke:

a) |z — zo| <,

a) |z — zo| =,

a) |z — zo| <,

kde zp je dané komplexné ¢islo a r je dané kladné redlne ¢islo?

Uloha B.4.6*. Ak 21,25 € Car € R, r > 0, aky geometricky ttvar tvoria body zodpove-
dajice komplexnym ¢islam s vlastnostou |z — z1| + |z — 22| = 77 Nadrtnite ho pre 21 =0 a
29 =3+ 21.

Uloha B.4.7. N&jdite goniometricky tvar danych komplexnych ¢isel:
a) 1 —i;b) V3 +i;¢) —i;d) 2445 e) (1+4)(1 — 1)

Uloha B.4.8. Vyrieste rovnice:
a) 2?2 —4r+13=0b) 422 +42+2=0c) 22— 62+13=0d) 22+22+50 =0e) 22 +2+1=10

Uloha B.4.9. Vyrieste rovnice:
. 4
a) 22:—};g;f%+%i; b) 20 =i;¢) X +ivV3=-1;d) 2t =1+1

Uloha B.4.10. Vyrieste rovnice:
a) 2 — (14 2i)x —3+i=0b)a? —2x+1-2i =0c) 22— (4+3i)r+1+5 =04d)
22 =3(1+d)z+5i=0e) 2>+ (1+i)z —4i=0

Uloha B.4.11. Rieste rovnice:
a) 28 —iz? +42—-4i=0b) 2 +22+1=0c¢) 2% — (34 2i)2? +2(1 + 3i)z — 4i = 0 d)
23 =222 —x+2i=0

Uloha B.4.12. Rieste ststavy (mozete napr. pouzit Gaussovu elimina¢ni metédu, vyratat
inverznii maticu, pouzit Cramerovo pravidlo):

1+ 1—i | 1 1+i —i | O i 110 —14i 2—i | 1+4
1 -1 14 i —1]1 11—i| 2 —142i 3—2i | 1—i

A\ 6 .
Uloha B.4.13. Najdite vietky = € R, pre ktoré plati (}f—;) = St
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