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Kapitola 1
Uvod

Verzia: 28. septembra 2017

You teach best what you most need to learn.
Patrick Bach, Illusions

Die Zahlentheorie ist niitzlich, weil man mit ihr promovieren kann.
Edmund Landau

1.1 Uvod

Tedria ¢isel je v sicasnosti matematickd disciplina, ktora obsahuje vela hlbokych a zaujima-
vych vysledkov ale aj otvorenych problémov a hypotéz. Tedria ¢isel vyuziva metédy najroznej-
sich matematickych odvetvi, v stuvislosti s tym hovorime o algebraickej, analytickej, pravde-
podobnostnej, kombinatorickej ¢i geometrickej teérii ¢isel. (Fakt, ze poznatky z algebry ¢asto
nachadzaji uplatnenie v tedrii Cisel, si je mozné vSimnut aj na niektorych miestach v tychto
poznédmkach — pre viaceré vety sme podali algebraicky aj ,¢isto“ teoreticko-¢iselny dokaz.)
Samozrejme tedriu ¢isel ovplyviiuje aj sticasny rozvoj vypoctovej techniky, ako nové odvetvie
vznikla algoritmickd tedria ¢isel (computational number theory). V stvislosti s nasadenim
pocitacov vystupuji do popredia napriklad otazky vypoctovej zlozitosti teoreticko-¢iselnych
algoritmov. Mnohé teoreticko-¢iselné hypotézy sa daju vdaka pocitacom overit pre pomerne
velké c¢isla. Mozeme spomentt aj znamy projekt hladania velkych prvocisel pomocou distri-
buovanych vypoctov. Aplikacie tedrie ¢isel v oblasti computer science moézeme néjst hlavne
v kryptografii.

Samozrejme, nie je mozné pokryt v priebehu 2 semestrov taka obrovsku oblast. V skutoc-
nosti tieto prednasky neobsahuji ani zdaleka vSetko, ¢o by sa dalo zaradif do ,zdkladného
kurzu“. O tom, Ze sa zaoberame skutocne len najzakladnejsimi vecami sved¢i napriklad aj to,
Ze viaceré vysledky, ktoré ukdzeme, st pomerne staré (niekolko storo¢i az niekolko tisicroci).

Napriek tomu verim, ze v tomto texte najdete viacero zaujimavych veci a poskytne Vam
dobry zaklad k pripadnému dalsiemu s$tidiu tedrie cisel.

1.2 Sylaby a literatara

Sylaby predmetu: Zima: Delitelnost v obore Z, prvocisla. Prvociselnd veta. Zakladné
aritmetické funkcie. Dokonalé ¢isla. Kongruencie. Eulerova veta. Kvadratické kongruencie a
zédkony reciprocity.



Leto: Cantorove rozvoje realnych ¢isel. Kritérid iraciondlnosti. Iracionédlnost cisel e a p.
Pojem hustoty vtedrii ¢isel. Zakladné typy hustot; Schnirelmannova, asymptotickd a logarit-
mickd hustota. Pytagorovské trojuholniky.

ZvycCajne v zime stihnem prebrat veci po kapitolu 4| (vratane), ostatné kapitoly patria do
letného semestra.

Literatira: Na tomto mieste by som rad uviedol jednak odportucani literatiru, ktorej
precitanim ziskate urcite viac ako z tychto prednésok alebo z poznamok k nim, a dvak, ako
kéze ¢loveku slusnost, aj literattru, ktori som pouzil pri priprave tohoto textu.

V podstate vsetko, ¢o bude obsahom tejto prednésky, mdzete ndjst v ucebniciach [SHHK}
a [KLSZ]. Z knih v slovenskom jazyku je vyborna aj kniha [Zn]. V éestine vysla kniha [PS].

Dalsie zdroje pouzité pri priprave tychto poznamok st [AW], [AA], [An], [Ap], [AZ], [BI,
[BD), [C], [C), [CP], [DSV], [DD], [DMR, [ES], [HW], [HS], [IR], (1], [KPW], [KLS], [Kos),
[Lem?2], [Lem1l], [Levi], [Lo], [MSC], [ME], [Nat], [NZM], [Po], [Px], [Ril], [Ros|, [Rot], [Sie3],
[Sied], [S3], [VR] a v neposlednom rade aj internetové zdroje [WIK| a [PLA].

Sucasne by som rad podakoval Milosovi Zimanovi, ktory prednasal tu istd prednasku
v predchadzajicich rokoch — viaceré témy som zaradil do prednasky na jeho podnet. Kaz-
dopadne vSak na tomto mieste nemozno nepripomentit profesora Tibora Saldta, ktory tento
predmet prednasal dlhé roky a vlastne on dal tejto predndske sicasnd podobu (témy z tejto
prednasky spracoval v prislusnych kapitolach knih [SHHK]| a [KLSZ]). Za viaceré pripomienky
k obsahu prednasky dakujem Pavlovi Zlatosovi, Ladislavovi Kvaszovi, Martinovi Macajovi a
Martinovi Niepelovi. Bohuzial vac¢sinu z nich sa mi nepodarilo do tejto prednasky zaradit
— aj to sved¢i o tom, ze ak Vas tedria cisel zaujme, Tahko mozete néjst vela dalsich fasci-
nujucich tém, o ktorych sa tu nezmienime. Takisto sa chcem podakovat svojim Studentom
za mnohé zaujimavé poznamky na prednaskach, ako aj za upozornenie na viaceré preklepy
aj vecné chyby. Menovite spomeniem asponl (sorry, ako som na niekoho zabudol) R. Bridu,
0. Budéca, M. Burgera, F. Durisa, J. Holosa, P. Koscelanského, M. Pruséka a M. Visiovsk.

Samozrejme, ako kazdy iny text, aj tu najde mnozstvo chyb, nepresnosti a preklepov. Za
akékolvek navrhy a opravy budem vdac¢ny. Budem sa snazif tieto poznamky priebezne opra-
vovat a dopliiat, aktudlnu verziu najdete na http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/
vyuka/.

Zrejme kazdy, kto si pozeral knihu [KLSZ| urcite ziskal dojem, 7e niektoré Casti st tychto
poznamok takmer okopirované z prislusnych kapitol spomenutej knihy. Preto sa mdze zdat
otazne, ¢i nebolo zbytocné takéto pracné prepisovanie. Myslim si, ze nie a to z dvoch dévodov.
Jednak takto maji Studenti cely text pokope a nemusia kombinovat stidium vo viacerych
knihach — niektoré kapitoly studovat odtialto, iné z [KLSZ| a dalsie mozno z celkom inej
knihy. Dalsi dévod je, 7e v takejto forme sa text lahSie upravuje — a snad ked to budem
prednésat v dalsich rokoch, vzdy ndjdem nieco nové a zaujimavé, ¢o by sa tam dalo doplnit.
Kazdopadne som povazoval za moju povinnost spomentit, ze niektoré kapitoly a prezentacia
niektorych tém pochédza z [KLSZ| — aby som nevyvolal dojem, ze si chcem privlastiiovat
cudziu pracu.

1.3 Oznacenia a pomocné tvrdenia

Pre ¢iselné obory budeme pouzivat nasledujiice oznacenia:

Z = mnozina celych ¢isel

N ={1,2,...} = mnoZina prirodzenych ¢isel (Nulu nepovazujeme za prirodzené ¢islo.)
Ny = NU {0}.

R=redlne ¢isla, C=komplexné ¢isla


http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/
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Obr. 1.1: Funkcie 2|z] a |2x]

Oznacenie logaritmov: Inx oznacuje prirodzeny logaritmus, logz je logaritmus so zdkla-
dom 10 a lg x je logaritmus so zakladom 2.

Landauova notéacia

Definicia 1.3.1. Nech f a g st funkcie s oborom N alebo R a s hodnotami v R.
Budeme pouzivat symbol f(z) ~ g(z) na vyjadrenie faktu, ze

lim @ =1.

a—o0 g(x)
Ak je podiel {]gig ohraniceny, zapiSeme to oznacenim f(z) = O(g(x)).
Ak

lim £ g,

z—o0 g(x)

piseme f(z) = o(g(x)).

Dolnai a horna cela dast

Definicia 1.3.2. Ak = € R, tak dolnd celd cast x je jediné celé ¢islo z také, ze z < x < z+1.
Oznacujeme ju |z].

Podobne hornd celd cast ¢isla x je celé Cislo z také, ze z — 1 < x < z. Hornu celu cast
oznacujeme [x].

Zlomkovou castou ¢isla x nazyvame ¢éislo {z} =z — |z].

Napriklad |7| =3, [7] =4, {7} =0.141592...
Lema 1.3.3. Pre lubovolné x € R plati 22| — 2|x| € {0,1}. Presnejsie,

0, ak0<{z}<i;
1, aki<{z}.

(2] — 2]z = {

Dékaz. Cislo x mozeme zapisat v tvare x = [« + {z}, pricom 0 < {z} < 1. Chceme vyjadrit
dolni celu ¢ast ¢isla 2z = 2|z + 2{x}
Ak 0 < {z} < 1, tak 2{z} < 1a |2z] = 2[z]. V tomto pripade teda méme |[2z] — 2|z].
Ak 1 <{z} <1, tak 1 < 2{z} < 1, z ¢oho dostaneme [2z| = 2|z] + 1 a [2z] — 2|z]

o

1.
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Obr. 1.2: Funkcie |2z] a 2|x] a ich rozdiel

Platnost lemy vidno vcelku dobre aj z grafov funkeii [2z] a 2|z] vystupujicich

v tejto leme (Obr. a[l.2).



Kapitola 2

Prvocisla

Tematika prvocisel patri k najfascinujicejSim oblastiam nielen teérie ¢isel ale aj matematiky
vobec. Je zndme mnozstvo dodnes nerozrieSenych hypotéz a problémov suvisiacich s prvocis-
lami. Pritazlivost tejto oblasti pre ,amatérskych matematikov® je v tom, ze na formulovanie
tychto problémov casto stacia vedomosti so zdkladnej skoly — to plati aj o mnohych inych
problémoch v teérii cisel, vela nematematikov sa napriklad pokusalo dokazat znamu Velku
Fermatovu vetu. Pre ,skutoénych matematikov* by ¢aro tejto problematiky mohlo byt skor
v tom, ze prvocisla sa objavuju v najroznejsich oblastiach a najnecakanejsich suvislostiach.

2.1 Delitelnost

Mnohé veci z tejto Casti uz poznite (zo strednej skoly, z inych predndsok), preto niektoré
spomenieme iba struc¢nejsie. S podobnymi vysledkami, aké uvedieme tu pre celé ¢isla, ste sa
stretli aj na predndskach o polynémoch (pozri [KGGS| Kapitola 5]). Mnohé z nich sa daji
zovSeobecnit na tzv. okruhy s jednoznaénym rozkladom a Euklidovské okruhy (pozri [KGGS|,
Kapitola 7).

Nasledujiica pomerne jednoduché veta bude mat dolezité désledky.

Veta 2.1.1 (Veta o deleni so zvyskom). Nech p,q st celé éisla, g > 0. Potom existuji celé
cisla n a r také, Ze
p=n.q+r a 0<r<aq.

Navyse, n a r st tymito podmienkamsi jednoznacne urcené.

Cislo r z predchadzajicej vety sa nazyva zvysok p po deleni ¢islom q a oznacuje sa p
mod gq.

Dékaz. Existencia: Mnozina {k € Z; kq < p} je neprézdna a zhora ohranicend. Preto existuje
n := max{k; kq < p}. Polozme r = p — ng. O¢ividne r > 0.

Tvrdime, Ze r < ¢q. Nech by to tak nebolo. Z nerovnosti r > ¢ dostaneme p > (n+ 1)g, ¢o
je spor s definiciou ¢isla n.

Jednoznacnost: Predpokladajme, ze p=n.q+r =n'.q+ 7', kde 0 < r,r’ < q. Potom

(n—n"g=1—r

Predpokladajme, ze by |n — n’| > 0. Potom |r — | > ¢, ¢o je spor s tym, ze 0 < r, 1’ < q.
Preto plati
(n—n)gq=r—1"=0,



an=n/,r=r". O

Definicia 2.1.2. Ak a,b st celé ¢isla, tak hovorime, ze a deli b ak existuje také ¢ € Z, ze
b = a.c. Oznacdujeme a | b.

Ak a nedeli b, pouzijeme oznadenie a 1 b. Napriklad 3 | 9, ale 31 —7.
Lahko sa overia nasledujice vlastnosti relacie |.

Veta 2.1.3. Nech a,b,c,m,n € Z.
(i) a|0,1]a, ala.

Ak a #0, tak 01 a.

Aka|bab|c, taka|ec.

Akal|baalc, taka|m.b+n.c.

—
2
)
S

3
ISN
S
9]
S
s
D
IS

<
o
D
S

al | |0].
Ak a,beN aa|b, tak a <b.

)
)
)
(v) Ak a|bab]a, tak a = +b.
)
)
) Ak a,b €N si také, Zea |b ab|a, tak a =b.
)

Ak ab|ac aa#0, tak b | c.

Uvedené tvrdenia budeme v dalsom pouzivat bez explicitnej odvolavky. Cast (viiil) budeme
velmi ¢asto pouzivat na ddkaz, ze sa dve prirodzené ¢isla rovnaju.

Definicia 2.1.4. Nech a,b € Z. Prirodzené ¢islo d sa nazyva najvicsi spolocny delitel Cisel
a a b, ak

(i) dla,d]|b,
(7i) pre vSetky Cisla ¢ € Z také, ze ¢ | a, ¢ | b plati ¢ < d.

Najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel a a b oznacujeme (a, b).

Pouzivame sice rovnaké oznacenie pre n.s.d. ako pre usporiadané dvojice, z kontextu by
vzdy malo byt zrejmé, o ktory z tychto 2 pojmov ide (n.s.d. sa bude v tychto pozndmkach
vyskytovat ovela CastejSie ako usporiadand dvojica).

Ak (a,b) = 1, cisla a a b voldme nesddelitelné, v opatnom pripade hovorime, ze st
sudelitelné.

Lema 2.1.5. Ak a # 0 alebo b # 0, tak existuje najvdcsi spolocny delitel cisel a a b.
Dokaz. Bez ujmy na vsSeobecnosti nech a # 0. Uvazujme mnozinu S vsetkych spolo¢nych
delitelov a a b. Kedze 1 € S, tdto mnozina je neprdzdna. Pre kazdé s € S plati s < |a].

Teda mnozina S je zhora ohranicend a ma maximalny prvok d. Tento prvok je najvacsim
spolo¢nym delitelom a a b. O

Vsimnite si, ze n.s.d. (0,0) neexistuje (pretoze kazdé prirodzené ¢islo je delitelom nuly).
Priamo z definicie je zrejmé, Ze ak n.s.d. (a,b) existuje, tak je uréeny jednoznacne.



Priklad 2.1.6. Poéitajme hodnoty polynému f(n) = n* +n? + 1 pre n € N:

f1)y=3

f(2) =21=37
£(3) =91 =713
F(4) =273 =3.7.13
£(5) = 651 = 3.7.31

Z prvych vypocitanych hodnét sa zda, Ze po sebe idtice ¢isla maja vzdy spolo¢ného delitela
vacsieho ako 1, teda, ze su sudelitelné. Lahko sa mdzeme presvedd¢it o tom, Ze to tak bude
skuto¢ne pre Tubovolné n. Plati totiz
fm)=n*+n?+1=0>-n+1)n%>+n+1),
fn+1)=[n+1) =+ +1[n+1)* +n+1)+1=®n>+n+1)(n>+3n+3).
Preto n? +n + 1 > 3 je spoloénym delitelom é&isel f(n) a f(n +1).

Nasledujiica charakteristika n.s.d. bude dolezité vo viacerych dokazoch.

Nazgva sa podla franctizskeho matematika Etienne Bézouta, ktory dokézal podobné tvr-
denie pre polynémy. Pre prirodzené ¢isla vSak mozno toto tvrdenie najst uz v préaci iného
franciizskeho matematika, Claude Gaspard Bachet de Méziriaca, publikovanej v prvej po-
lovici 17-teho storoc¢ia. Tento isty matematik je autorom prekladu Diofantovej Aritmetiky
z Gréctiny do Latinciny — prave v tomto preklade sa nachddza zndma Fermatova poznamka
o tom, ze nasiel velmi pekny dokaz Velkej Fermatovej vety, ale je nan na okraji knihy priméalo
miesta.

Veta 2.1.7 (Bézoutova identita). Nech a,b € Z, aspori jedno z nich je nenulové. Nech
d = (a,b). Potom existuji ¢isla u,v € Z také, Ze

d = au+ bv.
Navyse d je najmensie prirodzené cislo, ktoré mozno zapisat v takomto tvare.

Dokaz. V pripade, zZe niektoré z ¢isel a, b je nulové, tvrdenie oc¢ividne plati. Budeme preto
predpokladat, ze a, b # 0.

Oznaéme M := {ax+by;z,y € Z} NN. Nech m = min M. Zrejme m = au+ bv pre nejaké
u,v € Z. Chceme ukazat, ze m = d.

Pretoze d | a,b, plati aj d | ax + by pre Iubovolné celé &isla z, y. Specidlne plati d | m.
KedZe d aj m st kladné, vyplyva z toho d < m.

Na overenie opa¢nej nerovnosti stac¢i ukdzat, ze m | a a m | b. Podla vety existuja
q a r také, ze a = mq +r, 0 < r < m. Ak by platilo » > 0, tak dostaneme r = a — mqg =
a— (au+bv)g = a(l —uq) —bvg € M, ¢o je v spore s tym, Ze m je najmensi prvok mnoziny
M. Preto musi platit » = 0, z ¢oho dostaneme a = mq a m | a. Podobne sa over{ m | b. O

Vsimnime si, ze mnozina {ax + by;z,y € Z} tvori idedl v okruhu (Z,+,-). Vieme, Ze
(Z,+,-) je okruh hlavnych idedlov. Podla predchddzajicej vety je tento idedl generovany
¢islom (a, b).

Désledok 2.1.8. Nech a,b,c € Z a asponi jedno z cisel je nenulové. Ak ¢ | a a c | b, tak
c| (a,b).

Dokaz. Podla vety sa d4 najvacsi spolocény delitel ¢isel a a b vyjadrit v tvare (a,b) =
ua + vb, kde u,v € Z. Z toho, ze ¢ | a a ¢ | b dostaneme ¢ | ua + vb = (a,b). O

Definicia najvicsieho spolo¢ného delitela hovori, Ze (a,b) je najvacsi prvok mnoziny spo-
loénych delitelov a a b vzhladom na usporiadanie <. VSimnite si, ze veta [2.1.3] ndm okrem
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iného hovori, Ze reldcia | na mnozine prirodzenych ¢isel je ¢iastoéné usporiadanie. Podla pred-
chadzajiceho dosledku je (a,b) najvacsi prvok mnoziny (kladnych) spolo¢nych delitelov a a
b aj vzhladom na toto ¢iastocné usporiadanie.

Lema 2.1.9 (Euklidova lema). Ak a,b,c € Z, a | bc a (a,b) =1, tak a | c.

Doékaz. Podla vety existuji u,v € Z také, ze au + bv = 1. Z toho dostaneme ¢ =
(au + bv)e = a.uc + be.v. Cislo a deli oba séitance, a teda a | c. O

Uvedieme este jednu lemu, ktora hovori o delitelnosti v stuvislosti s nestdelitelnymi ¢islami.
Lema 2.1.10. Ak a,b,c€ Z, (a,b) =1, a|cab|c, takab|c.

Dékaz. Mame ¢ = ka pre nejaké k € Z. Pretoze b | ka a (a,b) = 1, pouzitim Euklidovej lemy
dostaneme b | k, z ¢oho uz lahko vyplyva ab | ka = c. O

Lema 2.1.11 (Zakladné vlastnosti n.s.d.). Vo wvSetkych castiach predpokladdme, Ze cisla

vystupujice v jednotlivijch rovnostiach si také, Ze obe strany rovnosti si definované.
(i) Ak c=k-b+a, tak (a,b) = (b, c).

(ii) Ak (a,b) =1 a (a,c) =1, tak (a,bc) = 1.

(iii) Ak (a,b;) =1 pre kazdé i =1,...,k, tak (a,by...bg) = 1.

(iv) Ak (a,c) =1, tak (a,bc) = (a,b).

(v) Ak d = (a,b), tak (%,%) =1.

(vi) (ka,kb) = k(a,b)

Dékaz. (il) Pre ¢isla x, y ozna¢me M, , mnozinu ich spolo¢nych delitelov. N.s.d. 2 ¢isel je
najvacsi prvok tejto mnoziny.

Zrejme d|a Ad|b=d|c=kb+a.

Obratene d | c=kb+a Ad|b=d]|a=c— kb

Dokézali sme M, , = M.y, z ¢oho vyplyva (a,b) = (b, c)

Ozna¢me d = (a,bc). Podla vety existuju z,y,2’,y’ € Z také, ze ax + by =
ax’+cy’ = 1. Z toho dostaneme ax+by = ax+by.1 = ax+by.(ax’+cy') = a.(x+byx’)+be.yy’.
Ziskali sme vyjadrenie 1 = au + bev, kde u a v st celé ¢isla. Z toho vyplyva, ze d | 1 a, kedZze
d je prirodzené cislo, d = 1.

(iiil) Vyplyva z matematickou indukciou vzhladom na k.

(iv) Staci ndm ukazat, ze kazdy spoloény delitel d ¢isel a a be musi delit b. Z toho, Ze d | a
a (a,c¢) = 1 mame (d, c) = 1. Potom podla Euklidovej lemy d | bc implikuje d | b.

Podla Vetyplati ax+by = d pre nejaké x,y € Z. Z toho dostaneme §x + gy =1.
Pretoze 1 je najmensie prirodzené cislo a (§, g) je najmensie prirodzené ¢islo, ktoré mozno
ziskat celociselnou kombinéciou ¢isel § a %, musi platit (§, g) =1

Staci si uvedomit, ze ak a, b vynasobime rovnakym cislom k, zvicsia sa vsetky prvky
mnoziny M, ; prave k-krat. Teda aj najmensi prvok tejto mnoziny bude k-krat vacsi. O

Vlastnost (fil) je zdkladom Euklidovho algoritmu na vypocet najvacsieho spolo¢ného deli-
tela. (Euklidovym algoritmom stcasne vypocitame aj koeficienty u a v z vety ) Tento
algoritmus poznéte pre pripad polynémov, pre celé ¢isla funguje analogicky (pozri napriklad
Dodatok [KGGS, Veta 5.3.2], [Cl Veta 1.1.7], [Cl Theorem 1C]).

Pomocou uvedenych vlastnosti mézeme ukézat, ze n.s.d. éisel z prikladu 2.1.6] je bud
n?+n+ 1 alebo 7(n? +n+1).
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Priklad 2.1.12. V prikladesme zistili, Ze f(n) =n*+n?+1=(n?>—n+1)(n>+n+1)
afin+1)=[n+1)2—n+1)+1[n+1)2+n+1)+1] = (n?+n+1)(n®+3n+3), teda
n?+n+1 je spoloénym delitelom &fsel f(n) a f(n+1). Na zistenie ich n.s.d. ndm staéf urcit
n.s.d. ¢éisel a(n) =n? —n+1 a b(n) = n? + 3n + 3. Dostavame

(a(n),b(n)) = (a(n),b(n) —a(n)) = (N2 —n+1,4n+2) L (2 —n+1,2n+1) =

M2 —n+1-@nt1),2n+1)=m2—3n20+1)=@nm—-3),2n+1) 2 (n—3,2n+1) =
(n—=3,2n+1)—2(n—-3))=(n—-3,7)

V rovnosti (1) sme vyuzili, Ze n? —n + 1 je neparne (a lemu 2.1.11). V rovnosti (2) sme
vyuzili faks, ze (n,2n 4+ 1) = 1 a td istd lemu. Takisto sme (vo vacSine rovnosti) pouzivali

lemu LI,
Zistili sme, ze (a(n),b(n)) | 7 a teda (f(n), f(n + 1)) | 7(n® + n + 1). Dokonca vieme, 7e
(a(n),b(n)) = 7 iba v pripade, ze 7 | n — 3, ¢ize n = 7k + 3. To znamen4, Ze
Tn?>+n+1), akn="7k+3,
Fn+1)) =
(f(n), f(n ) n?+n+1, inak.

Este uvedieme niektoré vlastnosti n.s.d., ktoré budeme potrebovat neskor.

Lema 2.1.13. Nech m,n € N. Ak (m,n) =1 a d | mn, tak existuji jednoznacne uréené éisla
u,v € N také, Ze d = uv, u | m a v | n. (Konkrétne si to ¢isla u= (d,m) av=(d,n).)
Dékaz. Existencia: Ukézeme, e &isla u := (d,m) a v := (d,n) spliiaji uvedené podmienky.
PretoZe plati w | m a v | n, pricom m a n st nestdelitelné, plat{ aj (u,v) = 1. Sti¢asne
u,v | d a podla lemy dostaneme uv | d.
Podla vety existuju celé &sla x1, T2, Y1, y2 také, Ze

u = dzy +my,
v = dxg + nys.
Preto
wo = d*zix9 + d(nz1y2 + mxoyr) + mnyiye.

Z toho, ze d | mn vidime, Ze d | uv.

Ukézali sme, Ze d | uv aj uv | d. PretoZe ide o prirodzené ¢isla, médme d = wv.

Jednoznacnost: Je zrejmé, ze pre &sla u, v, ktoré spliiaji podmienky z tvrdenia lemy plati
ul| (d,m)av|(d,n).

Prepokladajme, Ze by neplatilo u = (d,m). Potom u < (d,m) a uwv < (d,m)(d,n) = d
(poslednti rovnost sme ukézali v prvej ¢asti dokazu), ¢o je spor. O

Dosledok 2.1.14. Ak a,b,c € N a (a,b) = 1, tak (ab,c) = (a,c)(b,c).

Dékaz. Oznalme d := (ab, ¢). Pretoze d | ab, na zéklade predchadzajicej lemy d = (d, a)(d, b).
Teraz si staci vsimnut, ze (d,a) = ((ab,c),a) = (a,c), a takisto (d,b) = ((ab,c),b) = (b,¢).
Preto (ab,c) = d = (a,c)(b, c). O

Duélny pojem k najvéicsiemu spolo¢nému delitelu je najmensi spolo¢ny nasobok.

Definicia 2.1.15. Nech a,b € Z. Prirodzené ¢islo n sa nazyva najmensi spolocny ndsobok
Cisel a a b, ak

(i) a|n,b|n,
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(it) pre vsetky ¢isla ¢ € N také, Ze a | ¢, b | ¢ plati n < c.
Najmensi spolo¢ny ndsobok ¢isel a a b oznacujeme |[a, b].

Veta 2.1.16. Ak a,b si lubovolné prirodzené cisla rozne od 0, tak

ab
b= .
U=
Dékaz. Ozna¢me d := (a,b) n := %. Pretoze d | a, n je celé &islo. Overime, Ze n spliia

podmienky z definicie n.s.n.

Cislo n je celo¢iselnym nasobkom a, pretoze n = ag. To znamend, Ze a | n. Podobne sa
ukdze b | n.

Zostava nam overit druht podmienku z definicie nsn. Nech teda c je prirodzené ¢islo také,
Ze a | ¢, b | c. Potom zrejme plati aj % | S a 4 | S. Pretoze (4,%) = 1 (Lema )
dostaneme podla Euklidovej lemy, Ze aj g—é’ | 5, z oho uz vyplyva (po vyndsobeni ¢islom d),
ren="12]|c. O

Najmensi spolo¢ny nédsobok a najvicsi spolocny delitel moézeme definovat indukciou aj pre
viacero ¢isel. Budeme pouzivat oznacenie (ay,...,a,) a [a1,...,an].
Cvicenia

1. Je reldcia | Ciastoéné usporiadanie na niektorej z mnozin Z, N, Ny? Ak 4no, ¢o st v
jednotlivych pripadoch maximélne a miniméalne prvky? Existuju v tejto usporiadanej
mnozine supréma a infima kone¢ného poctu cisel?

2. Kde sme pouzili v dokaze vety [2.1.1] fakt, Ze mnozina prirodzenych ¢isel je dobre uspo-
riadand (kazda neprézdna podmnozina mé najmensi prvok)?

3. Dokéite,ieaka,beaé+%EN,takazbaa:laleboa:Q.

4. Fibonacciho postupnost je uréend predpisom Fy; = 1, Fb = 1, F,, = F_1 + F,_o.
Dokézte, ze pre kazdé n € N plati (F),, Fj,41) = 1.

5. Dokazte, ze (F,, F13) € {1,2} pre kazdé n € N.
. Ak n € N, dokédzte (14n + 3,21n +4) = 1.
. Dokézte, ze sucin 3 po sebe iducich prirodzenych cisel je delitelny 6.

. Dokézte, ze sucin n po sebe idtcich prirodzenych ¢isel je delitelny ¢islom n!.

© o N O

. Dokézte, ze ak (a,b) =1, tak a) (a+b,a—>b) je 1 alebo 2; b) (2a+0b,a+2b) je 1 alebo 3;
¢) (a+b,a® —ab+b?) je 1 alebo 3; d) pre lubovolné m,n € N plat{ (a™ —b™, a™ —b") =
(m,n) _ b(man)
a .

10. Dokézte, ze (a, (ab,c)) = (a,c) (predpokladdme, Ze ¢isla a, b, ¢ st také, ze vSetky n.s.d.
vystupujiice v tomto vztahu existuji).

11. N4jdite vietky prirodzené &isla, pre ktoré &fslo a) n? —1, b) n? + 1 je mocninou dvojky.

12. Ako N,, oznaCme ¢islo, ktorého zapis v desiatkovej stustave pozostava z n jednotiek,
(teda N, = 10° + 10! + ...+ 10"~ 1). Dokazte, ze N,, | N,,, prave vtedy, ked n | m.
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13. Dokéazte: Neparne prirodzené ¢islo N > 3 je zlozené prave vtedy, ked existuji nezadporné
celé &isla n,m € NU {0} také, Ze n —m > 1 a N = n? — m?. Najdite ¢isla, m a n pre
zlozené ¢isla N = 39,161, 737.

14. Dokézte, Ze pre kazdé n € N plat{ 9 | (n — 1)3 +n3 + (n + 1)3.
15. Dokéazte, ze pre lubovolné n € N plati 6 | n(n + 1)(2n + 1).
16. Dokéazte, ze pre lubovolné n € N plati (n!+1,(n + 1)1 +1) = 1.

17. Dokézte, Ze pre fubovolné n € N platf 120 | n® — 5n3 + 4n. (Hint: Méze pomoct skisit
rozlozit n® — 5n3 + 4n na siéin.)

2.2 Prvodisla

V tejto casti si povieme definiciu a zakladné vlastnosti prvocisel a dokdzeme zakladni vetu
aritmetiky, ktord hovori, ze kazdé ¢islo sa da jednoznacne zapisat ako sucin prvocisel.

Definicia 2.2.1. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Ak n = m.k pre nejaké celé ¢isla 1 < m, k <
n, tak hovorime, ze n je zloZené cislo. V opa¢nom pripade hovorime, ze p je prvocislo.
Mnozinu vSetkych prvocisel budeme oznacovat P.

Inymi slovami, n > 1 je prvocislo ak nemé v N inych delitelov ako 1 a n. Podla obvyklej
konvencie prirodzené ¢islo 1 nepovazujeme za zlozené c¢islo ani za prvocislo.
Prvodéislami st napriklad 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, ...

2.2.1 Zakladné vlastnosti prvocisel
Lema 2.2.2. Pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1 ewistuje prvocislo p také, Ze p | n.

Dékaz. Indukciou vzhladom na n. Pre n = 2 tvrdenie zrejme plati.

Predpokladajme, ze tvrdenie lemy plati pre vSetky ¢isla mensie ako n, ukdzeme, ze plati
aj pre n.

Ak n je prvocislo, tak stac¢i polozit p = n. Ak n je zlozené, tak n = mk pre nejaké
prirodzené ¢isla 1 < m, k < n. Podla indukéného predpokladu existuje prvocéislo p také, ze
p | m. Zrejme potom aj p | n. O

Lahko sa da overit, ze ak n je zlozené ¢islo, tak musi existovat prvocislo p, ktoré deli
n také, ze p < /n (pozri cviCenie . To znamend, ze na urcenie, ¢i n je zlozené, staci
vyskusat ¢ je delitelné niektorym z prvoéisel velkosti najviac v/n. Toto pozorovanie je zékla-
dom najjednoduchsieho algoritmu na testovanie prvociselnosti, ktory sa nazyva Eratostenovo
sito. V stucasnosti sa pouzivaji na testovanie prvociselnosti hlavne rézne pravdepodobnostné
algoritmy. Pomerne neddvno sa podarilo trom indickym matematikom [AKS] objavit prvy
deterministicky algoritmus na testovanie prvociselnosti, ktory bezi v polynomidlnom case.
(Pod polynomiélnou ¢asovou zloZitostou tu rozumieme ¢asovi zlozitost vzhladom na dizku
vstupu. Dizka vstupu je vlastne pocet cifier zadaného ¢sla, t.j. lgn.)

Dokaz nasledujiicej vety mozno najst uz v Euklidovych Zakladoch.

Veta 2.2.3 (Euklides). MnoZina P je nekonecnd.

Doékaz. Sporom. Nech by p1, ..., p, boli vSetky prvocisla. Nech n = p1ps ... p,+1. Pre Ziadne
z Cisel p1, ..., pn neplati pi | n, o je spor s lemoum O
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Lema 2.2.4. Nech p je prvocislo.
(i) Nech a € Z. Potom (a,p) =1 alebo (a,p) = p.
(ii) Nech a,b e Z. Ak p | ab, tak p| a alebo p | b.
(iii) Nech ay,...,an € Z. Ak p|ay...an, tak p | ar pre niektoré k=1,...,n.

Dékaz. (i): Nech d = (a,p). Pretoze d | p a p je prvocislo, moze to byt iba 1 alebo p.
(ii): Ak (a,p) = p, tak mame p | a. V opacnom pripade dostaneme z Euklidovej lemy

(lema 219) p | b.

(iii): Vyplyva z (ii) pomocou indukcie. O

2.2.2 Zakladna veta aritmetiky, kanonicky rozklad

Veta 2.2.5 (Zékladnd veta aritmetiky). KaZdé prirodzené ¢islo n > 1 je mozné zapisat ako
stcin prvocisel n = p1 ... pg.
Tento zdpis je jednoznacny az na poradie.

(Ak by sme sa dohodli, Ze prazdny si¢in je rovny jednej, tak modzeme pripustit aj n = 1.)

Dékaz. Existencia: Indukciou. Pre n = 2 tvrdenie plati.

Ak n > 2 tak podla lemy existuje prvocislo p také, ze p | n. Ak p = n, tak zapis
Cisla n v tvare sucinu prvocisel pozostava z tohto jediného prvocisla. V opa¢nom pripade
je % > 1 a moézeme pouzit indukény predpoklad. Z neho dostaneme, ze % =P1...Pk—1 A
n=pp1...Prk-1-

Jednoznacnost: Nech n = p1...pr = q1...Gm st rozklady toho istého ¢isla n. Chceme
ukdzat, Ze prvocisla p1,...,pk, ¢1,--.,Gm sa liSia nanajvys usporiadanim (z toho sicasne
vyplyva, ze m = k.)

Opét budeme postupovat indukciou. Pre n = 2 je to pravda. Predpokladajme, ze tvrdenie
plati pre vSetky prirodzené ¢isla mensie ako n a vécsie ako 1.

PretoZe p1 | q1 - . - Gm, existuje podla lemy qi, kde i € {1,2,...,m}, také, ze p1 | q;-
Pretoze ¢; je prvocislo, plati potom p; = ¢;.

Polozme s =py...pxk =q1 ... qi—1-Qi41 - - - @m- Ak s = 1, tak tvrdenie vety plati. Ak s > 1,

tak podla indukéného predpokladu prvocisla g1, ..., ¢;—1, Gi+1, - - - , ¢m S len preusporiadanim

prvocisel po, ..., pk, a teda to iste plati aj pre p1,...,pr a q1,-- -, ¢m- O
7 predchédzajicej vety vyplyva, ze kazdé prirodzené ¢islo n > 1 mozno jednoznacne

zapisat v tvare n = p{* ... pp*, kde p1, ..., pr s navzdjom roézne prvocisla a aq, ..., o5 € N.

(Tento zapis je jednozna¢ny az na preusporiadanie prvoéisel pi, ..., pg.)

Definicia 2.2.6. Jednozna¢ny zapis ¢isla n v tvare n = p* ... p*, kde py, ..., py sG navzi-

jom rozne prvocisla a ag,...,ar € N, nazyvame kanonicky rozklad éisla n.

Priklady kanonického rozkladu:

1125 = 52.72,
5! =120 = 23.3.5,
1400 = 23.52.7.

Pri hladani kanonického rozkladu je tiez casto uzito¢né uz spomenuté pozorovanie, ze ak
n je zlozené, tak ma prvociselného delitela velkosti nanajvys /n (cvicenie .
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Cvicéenia

1. Nech a,b € N a py1,...,p, st vsetky prvocisla, ktoré delia a alebo b. Potom mame
jednoznacéné vyjadrenie a = p{* ...p%", b = pfl ...pAn. Dokézte, ze a | b prave vtedy,
ked a; < 3; pre vsetky i =1,...,n.

2. Nech m,n € N a py,...,p, st vSetky prvocisla, ktoré delia m alebo n. Potom mame
jednozna¢né vyjadrenie m = p{* ... p%n, n = pfl ...p8n kde a, B € Ny. Dokazte, Ze
(m’ Tl) _ pinin(ozhﬁl) o 2in(an,ﬂn) [m, TL] _ prlrlax(oqﬁl) N .pgax(amﬁn).

3. Néajdite vsetky cisla p také, ze p, p + 2 aj p + 4 sa prvocisla.

4. Dokézte, ze pre vietky prirodzené éisla n > 1 je ¢islo n* + 4 zlozené.

5. Dokéazte, ze pre vietky prirodzené &isla n > 1 je éislo n* 4+ n? + 1 zloZené.
6. Dokézte, ze ak 2" — 1 je prvocislo, tak n je prvocislo.

7. Dokéazte, ze ak 2™ + 1 je prvocislo, tak n je mocnina 2. Pre aké n st 2" — 1 aj 2" + 1
prvocisla?

8. Dokézte, ze ak n € N je zlozené ¢islo, tak existuje prvodislo p také, ze p | n a p < y/n.
Nech n € N a p je najmensie prvodislo, ktoré delf n. Dokézte, ze ak p > /n, tak % je
prvocislo alebo 1.

9. Dokézte, Ze ak p aj p® + 2 st prvocisla, tak aj p® + 2 je prvoéislo. Kolko takyjch trojic
existuje?

10. Dokézte, ze pre n > 1 sucet H, = Y ;_, % nie je celé &islo. (Cisla H,, sa zvyknt volat
harmonické cisla.)

2.3 RozloZenie prvocisel

Uz vieme, ze prvocisel je nekonecne vela. Mézeme si vSak polozit otdzku, akych ¢isel je viac
— zlozenych c¢isel alebo prvocisel. Z hladiska kardinality ich je rovnako vela — obe mnoziny st
nekonecné spocitatelné. Zrejme teda kardinalita nebude vhodné kritérium na porovnavanie
velkosti podmnozin mnoziny N — s vynimkou kone¢nych mnozin maji vsSetky podmnoziny
N rovnakd mohutnost. Mohli by sme sa pokusit ndjst iné kritérid na postdenie toho, ¢i
podmnozina N je ,velka“ alebo ,mala“.

2.3.1 Medzery v mnozine prvocisel

Veta 2.3.1. FEzistuje lubovolne dlhd postupnost po sebe idicich zloZenych cisel.

Dékaz. Nech n € N, n > 2. Uvazujme cisla n! +2,n!+3,...,n! +n. Pre kazdé z tychto cisel
plati k | n! 4+ k, ¢ize kazdé z nich mé vlastného delitela. Uvedené ¢isla tvoria teda postupnost
n — 1 po sebe iducich zlozenych cisel. O
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2.3.2 Rad prevratenych hodndt prvocdisel

Ako sme uz spomenuli, existuje mnozstvo kritérii na to, ktoré podmnoziny prirodzenych ¢isel
mozeme povazovat za velké a ktoré za malé, pricom v réznych situdciach mézu byt vhodné
rozne kritéria.

Jednou z moznosti je zistit, ¢i rad zostaveny z prevratenych hodnét danej mnoziny kon-
verguje alebo diverguje. Je napriklad zndme, ze harmonicky rad > % diverguje, ¢o zodpoveda
tomu, %e mnozina vSetkych prirodzenych éisel je velkd. Naopak, rad > % = e konverguje, ¢o
zodpovedd tomu, Ze mnozina {n!;n € N} je pomerne riedka. UkdZeme, Ze mnozina vSetkych
prvocisel je v tomto zmysle velka.

Hoci rad ) p% diverguje, jeho divergencia je extrémne pomald. Aj o harmonickom rade
vieme, ze diverguje velmi pomaly — rastie zhruba ako logaritmicka funkcia pozri rovnost
1} Je zname, ze pre rad prevratenych hodndt prvocisel plati Zp <pr ~Inlnz.

vedieme niekolko roznych dékazov. V prvom z nich budeme potrebovat pojem cisla bez
kvadratickych delitelov.

Definicia 2.3.2. Hovorime, ze ¢islo n € N je ¢islo bez kvadratickijch delitelov, ak neexistuje
prirodzené ¢islo k > 1 také, ze k2 | n.

O tom, ¢i dané c¢islo je bez kvadratickych delitelov sa mozno Tahko presvedc¢it na za-
klade jeho kanonického rozkladu. Cislo nemd kvadratickych delitelov prave vtedy, ked jeho
kanonicky rozklad obsahuje iba prvé mocniny prvocisel, t.j. n = p1 ... pk.

7Z toho tiez vidno, ze kazdé ¢islo mozno jednoznacne napisat v tvare n = j.k2, kde j nema
kvadratickych delitelov. Ak totiz n = p{"* ...py* je kanonicky rozklad ¢isla n a qi,. .., gm st
tie prvocisla, ktoré sa vyskytuji v kanonickom rozklade ¢isla n v neparnej mocnine, tak plati
n=jk kdej=q...qnak= pL .. L J

Napriklad pre n = 23.32.5.7" mame rozklad n = (2.5.7).(2.3.73)2.

V dalSom budeme ako p,, oznacovat n-té prvocislo, t.j. mnozinu vSetkych prvocisel mozno
zapisat v tvare P = {p1 <ps <...}.

Budeme tiez pouzivat nerovnost

e’ >1+uz,

ktord plati pre kazdé = > 0. (St to prvé 2 éleny Taylorovho rozvoja funkcie e¢* v bode 0.)
Veta 2.3.3. Rad prevrdtenych hodnot prvocisel diverguje, t.j.
1
ypER
p€EP p

Uvedenti vetu ako prvy dokdzal L. Euler. Nasledujici dokaz je z ¢lanku [Ni2], da sa tiez
najst v knihdch [KLSZ| a [DD]. Prehlad viacerych dalsich dokazov podéva ¢lanok [E].

Dokaz. Pre n € N ozna¢me S, Ciasto¢ny sucet
i 1
b1 i’

kde py oznacuje k-té prvocislo. Plati
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Po roznasobeni pravej strany dostaneme prevratené hodnoty vSetkych ¢isel tvaru ¢y . . . qx,
kde q1,...,qr st navzajom rézne prvocisla velkosti nanajvys p,. To znamend, ze uvedeny
vyraz je sucet prevratenych hodnét vsetkych ¢isel bez kvadratickych delitelov, ktoré obsahuja
vo svojom rozklade len prvocisla py, ..., py.

Oznac¢me B mnozinu vSetkych ¢isel bez kvadratickych delitelov. Z predchadzajiceho od-

hadu teda vyplyva, ze
1
esn > E ;

J<Pn
jeB
(Cisla velkosti najviac p,, urcite neobsahuji vo svojom rozklade vidsie prvodisla, nez je pi,.)

Predpokladajme, Ze by existovala limita lim S, = S < 400 (rastica postupnost musi
n—oo

mat limitu, ak je ohraniend). KedZe postupnost S, je rastica a e* je rastica funkcia, pre
vietky n € N plati e¥ > e5n.

Pretoze kazdé prirodzené ¢islo mozno zapisat v tvare t = jk2, kde j € B, dostaneme
nerovnost

1 Pn 1 Pn 1
> (58)=20
J<pn k=1

jEB

(Nerovnost plati, pretoze kazdé ¢ na pravej strane sa vyskytne ako menovatel v niektorom zo
zlomkov, ktoré vznikni rozndsobenim lavej strany.)

o0
Je zndme, ze Zl k—lz = %2 (pozri dodatok [Bf veta [B.2.1} na tomto mieste by ndm tplne
n=
postadil aj fakt, Ze tento rad konverguje, ktory sa ukdze pomerne lahko). Dostdvame teda

2 s i 1
—e" > e
6 —t

Co je spor s tym, ze rad na pravej strane nerovnosti diverguje. O

Iny dokaz vety [2.3.3] ktorého autorom je P. Erdés, je uvedeny v knihe [AZ]. Prva kapitola
tejto knihy je venovana Siestim zaujimavym dokazom, ze mnozina P je nekonec¢na. Nasledu-
juci dékaz je prave jeden z nich — aj ked samozrejme tvrdenie, ze rad prevratenych hodnot
prvocisel diverguje je podstatne silnejsSie tvrdenie.

o0
Dokaz vety[2.53.3 Predpokladajme, ze rad > pik konverguje. Potom existuje k € N také, ze
n=1

1
— <
Di

N | =

i>k+1

Pre kazdé prirodzené ¢islo N mame potom nerovnost

N < N

i>ht1 Pi 2
Nazvime prvocisla p1, ..., p, malymi prvocislami, ostatné prvocisla budeme volat velké.
Pre N € N ozna¢me N, pocet tych ¢isel z 1,2, ..., N, ktoré obsahuji vo svojom kanonic-

kom rozklade aspon jedno velké prvocislo. Ako N, oznac¢ime pocet tych cisel, ktoré obsahuji
len malé prvodinitele (sem rétame aj ¢islo 1). (Indexy b a s st z anglického big a small.)
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Tymto sme rozlozili mnozinu {1,2,..., N} na dve disjunktné ¢asti, preto plati N = N;+ Np.
Pokusime sa teraz odhadnuf cisla Ny a Ng.
Pocet cisel nepresahujicich IV, ktoré su delitelné prvocislom p;, je \_pﬂj Preto

Ny < > {NJS > E<§.

i>hy1 LPi i>hy1 Pi

Na odhad &isla N, opit pouzijeme fakt, Ze kazdé n < N mozeme napisat ako n = a,b?,
kde a, je ¢islo bez kvadratickych delitelov. Pretoze a, vo svojom prvociselnom rozklade
obsahuje len malé prvocinitele a vSetky st v prvej mocnine, mame 2¥ moznosti pre ¢islo a,.
Z toho, 7e b2 < n < N méme odhad b, < VN, preto mame najviac v/ N moznosti pre &slo
b,,. Celkovo teda mame

N, < 2FV/N.

Ak zvolime dostatoéne velké N, tak N, < 28V/N < % a N + Ng < N, ¢o je spor. O
Ako dalsiu moZnost dokazu vety spomenieme nasledujiice tvrdenie z ¢ldnku [Mo]. [

Tvrdenie 2.3.4. Ak rad ZpeP% konverguje, tak lim # =0, kde m(n) = |{p € P;p < n}|
n—oo

oznacuje pocet prvocisel neprevysujicich n.

Dékaz. Ozna¢me R, = 5. 1. Viimnime si, ze plati
p<n,peP

7T(TL) =Ry —R0+2(R2 —Rl) —|——|—’/l(Rn _Rn—l) =nR, — (R0+R1 +...+R7L_1).

7 toho dostaneme
7T(TL)_R Roy+Ri+...+ Ry
- — {vp — .

n n

Je zndme, ze ak nejakd postupnost konverguje, tak aj postupnost pozostavajica z jej aritme-
tickych priemerov konverguje k tomu istému ¢éislu (cvicenie [7]). Preto

lim R, = lim Rot Bat.. 4 o

n—o00 n—o00 n
a z predchddzajicej rovnosti lahko vyplyva lim =2 = 0. O
n—oo

Teraz si ukdzeme, ako sa dd pomocou predchadzajiceho tvrdenia odvodit veta [2.3.3]
Toto tvrdenie vSak sicasne slizi ako prvy priklad pouzitia funkcie 7(n), ktorou sa budeme
podrobne zaoberat v nasledujicej ¢asti. Tvrdenie 2.3.4] ukazuje stvis medzi touto funkciou
a divergenciou prevrateného radu prvocisel. Prevrateny rad prvocisel ako aj funkcia 7 slizia
ako prostriedky na popis rozloZenia prvocisel.

Doékaz vety[2.5.3 Predpokladajme, ze rad > % konverguje. V takom pripade existuje n také,
peP

> o<

pEP,p>n

~

ze

DO =

IMozno sa Vam zd4 neobvyklé uvidzat takéto tvrdenie, ktoré ma tvar implikdcie, pricom predpoklad
implikdcie (ako uz vieme), nie je splneny. Tato ndmietka je tplne oprédvnend; sformuloval som ho v takejto
podobe, ze v dalSsom semestri vyuzijeme to, ze podobné tvrdenie plati pre Iubovolni mnozinu — moézete
skontrolovat, ze v nasledujicom dokaze naozaj nikde nevyuzivame, Ze ide o mnozinu P. Na tomto mieste
som vsak povazoval rozumnejsie ho zatial formulovat iba pre prvocisla, aby som nezavadzal oznacenia, ktoré
budeme potrebovat az ovela neskor.
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Podla tvrdenia k tomuto n existuje m € N také, ze T « L. &ize

nlm 2nl?
w(nlm 1
(ntm) _ 1
m 2
Uvazujme teraz ¢isla T; = nli—1 pre i = 1,...,m. Je zrejmé, Ze tieto ¢isla nie st delitelné
ziadnym z ¢isel 2,3,...,n. Teda ak prvocislo p deli T;, tak p > n. Dalej si uvedomme, ze

ak sucasne plati p | T; a p | T; pre nejaké ¢ # j, tak mame p | T; — T; = n!(i — j), z ¢oho
dostaneme (pretoze p > n), ze p | i — j. Teda ak pevne zvolime prvocislo p, toto prvoéislo
moze byt delitelom najviac 1 + % ¢isel spomedzi ¢isel 11, ..., T,.

Pretoze kazdé z cisel T; je delitelné nejakym prvoéislom p spiﬁajﬁcim nerovnost n!m >
p > n, dostavame z toho

> (T;-i-l) > m,
Zl+ﬂ(n!m) >1,

m
p>n p

¢o je v spore s odhadmi uvedenymi v prvej casti dokazu. O

V suvislosti s vetou |[2.3.3] mozno spomenut hypotézu, ktori vyslovil P. Erdés. Tato hy-
o0

potéza tvrdi, ze kazdd mnozina A = {ny < ns < ...} takd, ze rad > nik diverguje obsahuje
k=1

lubovolne dlhé konecéné aritmetické postupnosti. (T.j. pre kazdé n existuji a a d tak, ze
{a,a+d,...,a+nd} C A.) Tato hypotéza je dodnes nerozrieSena.

Veta hovori, 7e mnozina PP spliia predpoklady Erdosovej hypotézy. Ale aj problém, &
prvocisla obsahuju Tubovolne dlhé konecéné aritmetické postupnosti bol velmi dlho otvoreny,
pomerne neddvno na tito otdzku kladne odpovedali B. Green a T. Tao |GTJ]. Viac sa o ich
dékaze mozno dozvediet napriklad v prehladovom élanku [Kl]ﬂ

2.3.3 Prvodiselna funkcia

Definicia 2.3.5. Pocet prvocisel nepresahujicich redlne ¢&islo « oznacujeme 7(x). Funkcia 7
sa nazyva prvociselnd funkcia.

m(z) = {p < z;p € P}

Funkcia 7 teda popisuje rozlozenie prvocisel medzi prirodzenymi ¢islami.
Jednym z velmi zndmych vysledkov tedrie ¢isel je prvociselnd veta, ktord vlastne opisuje
asymptotické spravanie funkcie m(x). Tato veta hovori, Ze

tj. m(x) ~ o

Prvociselnt vetu dokézali nezavisle od seba J. Hadamard a Ch. de la Valleé Poussin
koncom 19-teho storodia. P. Erdos a A. Selberg v 50-tych rokoch nasli dokaz tejto vety,
ktory nevyuzival komplexni analyzu. (Viac o tomto dokaze sa moZete dozvediet napriklad

v [Lev2)].) Tato vetu nebudeme dokazovat (dokaz je pomerne zlozity — napriek tomu, Ze viacer{

2Terence Tao dostal v roku 2006 Fieldsovu medailu. Je zlaty medailista z IMO 1988.
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matematici zostrojili jednoduchsie dékazy nez bol pévodny dokaz tejto vety, pozri napriklad
&lénky [Nel, [Za] alebo diplomovi précu [VR])F|v nasledujticej ¢asti viak dokézeme aspoti o
nieco slabsie tvrdenia.

Prvociselnd veta vlastne hovori, Ze m(x) ~ . Poznamenajme, takisto bez dokazu, ze
pre n-té prvoéislo plati asymptoticky odhad p,, ~ nlnn (ddkaz tohto tvrdenia z prvociselnej
vety mozno najst napriklad v [GKP]).

Z prvociselnej vety mozeme odvodit napriklad tento zaujimavy fakt:

Tvrdenie 2.3.6. MnoZina {£;p,q € P} je hustd v (0, +00).

Pripomenime, ze podmnozina M C (0,400) je hustd v (0, +00), ak v kazdom otvorenom
intervale (a,b), kde 0 < a < b, sa nachddza nejaky prvok mnoziny M. Napriklad QN (0, +o0)
je hustd podmnozina (0, +00).

Lema 2.3.7. Nech 0 < a < b sd redlne ¢isla. Potom lim (7w(bn) — w(an)) = +oo.

n—oo

Dékaz. Najprv vypocitame limitu podielu :ész)) 7 prvociselnej vety mame

lim w(bn) ~ lim mon _ . anaJrlnn :é
n—oo w(an)  n—oo pLs  nsecalnb+Inn a’

Pretoze w(bn) — w(an) = w(an) (:((ZZ% - 1) a 1i_>m m(an) = 400, mame li_)m (m(bn) —
n e} n oo

m(an)) = 4o0. O

Dékaz tvrdenia [2.3.8. Nech 0 < a < b st redlne ¢isla. Ukdzeme, Ze existujt p, q € P také, Ze
a< § <b.
Podla lemy lim (w(bn)—m(an)) = 4+o00. Preto existuje také ng, ze pre vsetky n > ng

n—oo

plati w(bn) — w(an) > 1.
Nech ¢ je Tubovolné prvoéislo vicsie ako mg. Potom 7(bg) — w(aq) > 1, teda existuje
prvocislo p také, ze ag < p < bg a a < % <b. O

Prvociselna veta sa Casto zvykne uvadzat aj vo formulécii, kde namiesto = vystupuje

Inx
niektord z funkeif
Todt Todt
li(z) = — Li(z) = — =li(z) — 1i(2).
i) = [ L) = [ i) - i)

(S integrdlom v definicii funkcii li(x) je trochu problém — ak chceme byt tplne presni, této
funkcia sa definuje pre x > 1 ako

1—¢ T
dt dt
li(z) = lim — +/ —.
e—=0+ Jy  Int 14 Int

) Zaujimavé je spomenit, ze funkcia li(z) ddva pre ,malé*“ hodnoty x skutoéne velmi presné

odhady pre 7(z).

li(z)

sy ‘v v Li(z)
Je zrejmé, ze T 1. Ak ukdzeme, ze

z/Inx

— 1, tak z toho vyplynie, ze ekvivalentné
formulécie prvociselnej vety sa

m T lim Z&)
z—00 11(;5) T—>00 Ll(x)

38 dokazom prvoéiselnej vety zaloZenom na komplexnej analyze sa moéZete stretniit napriklad aj na pred-
mete Vybrané kapitoly z tedrie funkcii kompleznej premennej (2-MAT-619).
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Tvrdenie 2.3.8. L
lim i(z) =1

z—oo z/Inx

Dokaz. Obe funkcie, Li(z) aj = rasti do 4+o00. Preto mozeme pouzit L'Hospitalove pravidlo
a dostaneme

Li Li’ =

T GO T C) R v
T—00 o T—00 ( T ) T—00 JL%If
nz Inx In®z

O

Dlho sa verilo (na zéklade numerickych vypoctov), Ze plati nerovnost li(z) < w(z). Az
v roku 1914 dokézal J. E. Littlewood, ze funkcia 7(z) — li(z) mé nekonecéne vela znamien-
kovych zmien. Neskdr E. Skewes dokazal, ze prva znamienkova zmena sa vyskytne najneskor

- v/ 101000 . s p . v v . ’ v .
pri &isle 1010 . Postupne sa podarilo najst aj podstatne mensie ohranicenia, stéle vsak ide
o obrovské cisla. Zaujimavy je fakt, ze aj takéto obrovské ¢isla sa mézu vyskytniat s urcitym
matematickym vyznamom.

2.3.4 CebySevove nerovnosti

Cielom tejto ¢asti je dokazat CebySevovu vetu, ktord je o nieco slabsi vysledok, nez prvociselna
veta.

Veta 2.3.9 (Cebysevove nerovnosti). Ewistujii také redlne kladné konstanty cy,co, Ze pre
vsetky x > 2 plati

T (2) < T
co— <7z Co—.
Ynz = =g

V tejto casti bude platit dohoda, ze vzdy ked vytvarame sumu alebo stéin a séitujeme
alebo ndsobime vsetky p z daného rozsahu, tak p predstavuje iba prvoéisla. (Cize ide o sumu
alebo sicin len cez prvodisla patriace do tohto rozsahu.)

Lema 2.3.10. Pre kazdé redlne c¢islo x > 2 plati
II» <4
p<z
pricom uvedeny sucin berieme cez vsetky prvocisla p nepresahujice x.

Dokaz. Najprv si vSimnime, Ze staci dokazovat lemu pre prirodzené ¢isla n > 2. Ak totiz
lema plati pre kazdé prirodzené ¢islo, tak pre redlne ¢islo > 2 dostaneme

Hp: H p<alzl <47,

p<z p<|x]

Pre prirodzené cisla n > 2 dokdzeme tvrdenie lemy matematickou indukciou, pricom
budeme rozliSovat dva pripady - ked n je parne a ked n je neparne. Pre n = 2 tvrdenie plati.
Predpokladajme teraz, ze plati pre vsetky Cisla mensie ako n.

Ak n = 2k pre nejaké prirodzené ¢islo k > 1, tak n nie je prvocislo, ¢ize plati

sz H p < 421 < g%k,

p<2k p<2k—1
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Ak n =2k + 1, tak plati

IIre=11» I »r< JI »

p<2k+1 p<k+1 k+1<p<L2k+1 k+1<p<2k+1

Kombinacné ¢islo

<2kk :11> _ (Qk ]: 1) (2K 1)1. (;k)k (k+2)

je delitelné kazdym prvocislom p, pre ktoré k + 1 < p < 2k + 1. (Takéto prvocisla delia

<. : . : . . 2k+1

Citatel ale nedelia menovatel uvedeného zlomku.) Preto plati II p < ( k_tl ) Tento
k+1<p<2k+1

binomicky koeficient mézeme lahko odhadnit na zaklade nerovnosti

2k +1 2k +1 2k +1
2k+1 _
2 >(k+1)+( k )2<k+1>’

W1\ o
1 < 92k _ gk
p= <k:+1><

k+1<p<2k+1

Celkovo teda dostavame, ze [ p < 4F+!.4F = 42k+1 O
p<2k+1

z ktorej dostaneme

Veta 2.3.11. Pre kazZdé dostatocne velké cislo n plati

5
m(n) < 2
lgn

Dékaz. V dokaze odhadneme zhora aj zdola vyraz > lgp.
p<n

Sgpz S lgpz Y lgvia= (x(n) - n(va) g Vit = (n(n) - m(vim) L

2
p<n Vn<p<n Vn<p<n

Z lemy [2.3.10] dostaneme
Zlgp:lg Hp < 2n.
p<n p<n

Spojenim tychto dvoch nerovnosti dostaneme mw(n) < é—l + 7(v/n) < é—’; + /n. Pre

dostatocne velké n platf \/n < £, z ¢oho vyplyva

5
m(n) < 2
lgn
O
Pre Tubovolné kladné ¢islo n ozna¢me d,, = [1,2,...,n]| najmensi spolo¢ny nédsobok prvych

n prirodzenych ¢isel. Nasledujici dékaz dolného odhadu pre 7(n) je z ¢lanku [Nail.

Lema 2.3.12. Pre kaZdé kladné cislo n plati d,, > 2772,

23



Dékaz. Oznacme I := fol 2™(1 — x)™dx. Pre kazdé x € (0,1) plati 0 < z(1 — x) = i — (-
1)2 <1z éoho vyplyva 0 < I < 2.
Sticasne plati

1 m m 1 m
1
1= et () (C1)kdy = ") (-1 k/ Ry = SR
f e () evtar= 32 () ot [ tan= 3ot () s
Po tdprave na spolocného menovatela dostaneme zlomok, ktorého menovatel je najviac

dom+1, pretoze dom,4+1 je spoloénym nasobkom menovatelov vSetkych zlomkov, ktoré vystu-
puji v sucte. Mozeme teda uvedeny integral vyjadrit v tvare I = d2::+1, kde A > 0 je
prirodzené cislo. Potom plati pre n = 2m + 1

d, = d2m+1 > 4™ = on—1,
Ak n je parne, tak plati d,, > d,,_; > 2" 2. O

Veta 2.3.13. Pre kazZdé kladné cislo n plati

n—2
w(n) > .
Ign
Dokaz. Nech pq,...,pg st vSetky prvocisla, ktoré si mensie alebo rovné n. Kazdé ¢islo m =
1,...,n ma rozklad tvaru
k
m = H pflm R
i=1
kde s,,, > 0 pre vSetky ¢ = 1,..., k. Potom najmensi spolo¢ny nasobok d,, ¢isel 1,2,...,n
ma tvar

k
MmMaxySiq ,---,Si
dn:HPi {si15e08in}
i=1

(cviGenie [] v casti.1)).
Zrejme plati p;nax{sl“""s"i} < n pre kazdé i = 1,...,k. Z toho vyplyva, ze d,, < nF
n™" . Z toho dostaneme podla lemy [2.3.12|7(n) > 8dn > n=2

lgn = lgn

7 viet 2.3.11| a[2.3.13| uz vyplyvajt obe Cebysevove nerovnosti.

Doésledok 2.3.14. Nech p,, oznacuje n-té prvocislo. Potom existuji redlne ¢isla 0 < a < b
také, Ze

o

anlnn < p, < bnlnn

pre kazdé n > 2.

Doékaz. Podla vety existuji redlne kladné konstanty cy,co, ze c1 < 7m(z) < copls-
Polozme = = p,,. Potom 7(z) = n a mame

nlnn < nlnp, < copn,

pre a = + teda plati lavd nerovnost.
ca2

Stcasne n = 7(p,) > 1 o~ Pretoze 1151010 1117;5 = 0, pre dostatocne velké n mame

Inp,

VPn

< cC1.
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Pre dost velké n teda plati \/p, < n, z ¢oho vyplyva p, < n? a lnp, < 2Inn, a teda
1 2
Pn < —nlnp, < —nlnn.
C1 C1

Vhodnou volbou konstanty b vieme dosiahnuf, aby tato nerovnost platila pre kazdén > 2. O
Poznamenajme, zZe je zndme, ze dokonca plati presnejsi odhad
nlnn+nlnlnn —n <p, <nlnn+nlnlnn

pre vsetky n > 6.
DalSou dolezitou funkciou v tedrii ¢isel je CebySevova funkcia 9(x), ktord je definovand

ako
I x) = Z In p.

p<z

Podla dohody na zaciatku tejto casti uvedentt sumu berieme len cez prvocisla z daného
rozsahu. (VSimnite si, Ze podobnt funkciu sme pouzili v dékaze vety [2.3.11)).
Nasledujtica veta zachytdva vztah medzi funkciami 7(x) a 9(x).

Veta 2.3.15.
J(x)

Inx

m(x) ~

Dékaz. Zrejme d(z) = >, Inp < > Inx = 7(z)Inz. Z toho dostaneme, Ze
p<z p<z

O(x)
m(xz)Inz =1

Majme teraz x > 2 a 0 < € < 1. Potom plati
I x) > Z Inp > (7(z) —7(z' 7)1 —e)lnz > (r(z) — ') (1 —¢) Ina.
rl-e<p<z

Z toho dostaneme (podla vety [2.3.9)
1-e 1751
i za-a(1- 25 ) 2a-9 (1- T ).

m(z)lnx — m(x) ax

Ak urobime limitu pre z idice do nekonecna, tak mame

lim inf Lx)

z—oo 7(z)lnx

>1—-c.

Pretoze € mozeme zvolit Tubovolne malé, plati potom

lim (@)

=1.
z—oo m(z) Inz

Dosledok 2.3.16. Existuju také redlne konstanty A, B > 0, Ze pre vSetky x > 2 plati

Az < 9Y(x) = Zlnp < Bz.

p<z
Stcasne nam veta [2.3.15] ddva ekvivalentnt formuldciu prvociselnej vety:

Hx) ~ .
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2.3.5 Bertrandov postulat

Chebyshev said

And I say it again
There’s always a prime
Between n and 2n.

V tejto casti ukdzeme nasledujicu vetu

Veta 2.3.17 (Bertrandov postuldt). Pre kaZdé n € N existuje prvocislo p také, Ze
n <p<2n.

Tito vetu dokézal P. CebySev, nazyva sa vsak na pocet J. Bertranda, ktory ju overil pre
n < 3000000 a vyslovil ju ako hypotézu. Dokaz, ktory tu uvddzame, je opat z knihy [AZ].
Pochadza od P. Erdésa — z jeho prvého publikovaného élanku. (Erdos mal vtedy 19 rokov.)
Pred dékazom Bertrandovho postulatu uvedieme jednu pomocni vetu.

Veta 2.3.18 (Legendre). Prvocislo p sa v kanonickom rozklade ¢isla n! vyskytuje v mocnine

rovnej
o0
Ak
j=1 LP
Dokaz. 7 cisel 1,2,...,n sa p vyskytne ako faktor v L%J ¢islach, v aspon druhej mocnine sa

vyskytne prave v [z ] cislach, atd. Celkove teda dostdvame Yooy L5k ] vyskytov prvocisla
D- O

Uvedend suma je v skutoénosti kone¢nd — od istého k budd ¢leny | % | nulové.
Napriklad ¢islo n = 10! moézeme zapisat v tvare 10! = 2*13*25%37%  kde

al—L1°J+L4OJ+L10J—5+2+1—8
a2:L130J+L1J—3+1*4
agle—E?J—Qa

= [#]=1

Doékaz vety[2.53.17 Dokaz spociva v tom, ze z predpokladu, ze medzi n a 2n nie st prvodisla,
dostaneme odhad hodnoty kombina¢ného ¢isla (2:) Ukézeme, ze od urcitého n tento odhad
neplati. Pre mensie n tvrdenie vety overime priamo.
Predpokladajme teda, ze n je také prirodzené ¢islo, Zze neexistuje prvocislo p, n < p < 2n.
Oznac¢me ako r(p,n) mocninu v akej sa vyskytuje prvocislo p v kanonickom rozklade ¢isla

(2”) (2") . Pretoze predpokladame, ze medzi n a 2n nie si ziadne prvocisla, dostavame

(2:) =I[vrom. (2.1)

rovnost
p<n

Podla predchadzajicej vety je

-5 (5)2))

Séitance vystupujice v tomto stéte mozu nadobudat iba hodnoty 0 a 1 (v zavislosti od
{2—"} —lema [1.3.3) a pre p? > 2n st nulové.

p]

Z toho vyplyva, ze pre p > v/2n mame r(p,n) = L?”j —-2[3].
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Dalej ak n > p > 2n, ¢ize 3 > 7 =1, tak L%"J —2[3]=0.

Pre n > % mame %n > /2n.

Vidime teda, Ze pre p > %n jer(p,n) =0.

Pre prvodisla také, ze v2n < p < %n je r(p,n) < 1. Podla lemy [2.3.10[ potom dostaneme

I »o < [ »<ain

V2n<p<in p<3n

Dalej si uvedomme, Ze pre vietky prvoéisla vystupujtice v kanonickom rozklade (*") musi

platit p®n) < 2n. (Staci si vSimnut, Ze scitance v 1' st nulové pre vsetky j také, ze
p? > 2n, Cize r(p,n) < max{j;p’ < 2n}.) Cize prvodisla velkosti najviac v/2n neprispeji k
sucinu l) viicsou hodnotou nez (2n)V2". Z 1) dostaneme potom horny odhad

n

Teraz sa poktisime (2:) odhadniit zdola. V&imnime si, Ze v binomickom rozvoji (1+1)%" je

(*™) najviicsi koeficient. Pretoze tento rozvoj ma 2n+ 1 koeficientov, dostaneme (*") > 23:1.
Ak si vSimneme, Ze (277) je pre n > 1 aspon tak velky ako stdet (20") + @Z) = 2 dvoch
najmensich koeficientov, mézeme tento odhad o kisok vylepsit:

<2n) 4n
> —.
n/) = 2n

(Qn)vﬁﬁ4§n > 4"
2n
(2n)V2PH > 45 (2.3)

Dostavame teda nerovnosti

Posledna nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou (v2n + 1)(Ign + 1) > 2. Pretoze podiel
lavej a pravej strany konverguje k 0, od istého n tato nerovnost neplati. My vsak potrebujeme
este najst nejaké dostatocne velké n také, ze pre vicsie n uz tato nerovnost neplati (a pre ne
teda dostdvame zelany spor) a overit, Ze pre mensie n je tiez Bertrandov postuldt splneny.

To mdzeme urobit nasledovnym sposobom. Pouzitim nerovnosti a + 1 < 2% (ktord plati
pre a > 2) dostaneme

o = (V2n) < (| ¥2n] +1)8 < 26LV2n], (2.4)

Z nerovnosti (2.3)) a (2.4]) dostaneme
92n < (29)3(V2nt1) L 9l V2n](18VEN+18)

Pre n > 50 mame +/2n > 10, ¢ize 18v/2n + 18 < 20v/2n.
92n _ 920V2nV2n _ 220(2@%

Této nerovnost moze byt splnend iba ak (2n)3 < 20, 2n < 8000, n < 4000.
Aby sme overili Bertrandov postulat pre n < 4000, staci overit

2,3,5,7,13,23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4001

su prvocisla také, ze nasledujice je vzdy mensie nez dvojnasobok predchadzajtceho. O
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Cvicenia
1. Existuje v kazdej aritmetickej postupnosti Tubovolny pocet po sebe idtucich zlozenych

¢isel?

2. Aké je najvicsia moznd dizka postupnosti po sebe idicich &isel bez kvadratickych de-
litelov? Néjdite priklad takej postupnosti. Rieste podobni dlohu pre pripad tretich
mocnin.

3. Ukazte, ze pp42 > 3n pre n > 1.

4. Konverguje rad ZpEP p%?

5. Zistite, ¢i rad ZpE]P’ (e% — 1) konverguje alebo diverguje.

k
6. Dokdzte, ze lim ] (1 - i) = 0.

k—o0 i=1 pi

7. Dokéazte, ze ak lim z, = L a y, = % je postupnost aritmetickych priemerov
n—oo

¢isel x,,, tak lim y, = L.
n—oo
8. Dokazte, ze funkcia ﬁn) nadobuda vsetky celoc¢iselné hodnoty vécsie ako 1.
9. Dokézte, ze 5 je jediné prvocislo, ktoré je suc¢tom vsetkych od neho mensich prvocisel.
10. Nech a je maximdlny exponent taky, ze p® | n. Dokazte, Ze p t (;ﬁz)

11. Dokézte [[ p>npren €N, n # 1.
p<n

12. Dokézte, ze n! nie je stvorec prirodzeného ¢isla pre ziadne n > 1.

13. Akn=p".maptm, takpt ().

2.4 Prvocisla specialneho tvaru

2.4.1 Prvocdisla v aritmetickych postupnostiach

Najprv si dokdzeme jedno velmi jednoduché tvrdenie, ktorého dékaz do istej miery pripomina
Euklidov dokaz o nekonecnosti mnoziny P.

Tvrdenie 2.4.1. Existuje nekonecne vela prvocisel tvaru 4k + 3.

Dokaz. Sporom.

Vsetky prvocisla vacsie ako 2 sd tvaru 4k+1 alebo 4k+3. Predpokladajme, ze by existoval
iba koneény pocet prvocisel tvaru 4k + 3. Nech teda p,, je najvicsie prvocislo takéhoto tvaru.
Polozme N = 4ps ... p, + 3, kde pi oznacuje k-te prvocislo, t.j. p1 = 2, p2 = 3, atd.

Zrejme N > p, a (N,pr) = 4ps...pn +3,08) = (3,pr) = 1 pre k > 2, k < n. Stcasne
(N,3) = (4p3...pn,3) = 1 a N je neparne. Teda N nie je delitelné Ziadnym prvocislom
mensim ako p,. Ak N je zlozené, tak musi byt stc¢inom prvocisel vacsich ako p,,, z nich kazdé
mé tvar 4k + 1. VSimnime si, ze si¢in lubovolného poctu takychto ¢isel ddva po deleni 4 opat
zvySok 1, (4k + 1)(4l + 1) = 4(4kl + k + 1) + 1. To znamen4, Ze ¢islo N nemdzeme dostat
takymto spdsobom. O
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V predchidzajicom dokaze sme vyuzili tivahu, ze stcin 2 ¢isel, ktoré maju po deleni 4
zvysok 1, dava po deleni 4 opat zvySok 1. V dalSej kapitole sa budeme zaoberat kongruenciami,
ktoré umoznuju elegantnejsi a prehladnejsi zapis podobnych tvah.

Bez dokazu spomenieme nasledujuci vysledok.

Veta 2.4.2 (Dirichletova veta). Nech a,d € N, (a,d) = 1. Potom v aritmetickej postupnosti
a + nd existuje nekonecne vela prvocisel.

V suvislosti s uvedenou vetou je mozné pytat sa na prvocisla vyjadritelné pomocou kvad-
ratickych, kubickych polynémov atd. O tejto problematike je dodnes zndme velmi mélo, nevie
sa napriklad, & existuje nekonecne vela prvoéisel tvaru k2 + 1 alebo tvaru k2 + k + 1.

Dirichletova veta samozrejme nehovori o tom, Ze prvocisla v danej aritmetickej postup-
nosti nasleduji tesne po sebe. O aritmetickych postupnostiach prvocisel sme uz hovorili
v stvislosti s vysledkom B. Greena a T. Taa [GT].

2.4.2 Dalsie typy prvocisel a niektoré znidme otvorené problémy
Prvociselné dvojcata

Ak p aj p+2 st prvocisla, hovorime, ze st to prvociselné dvojcéatd. Dodnes nie je zname, ¢i ich
existuje nekonecne vela. Je vSak zname, ze aj ak by ich bolo nekonecne vela, tak ich prevrateny
rad konverguje, ¢ize ich je v istom zmysle podstatne menej ako vSetkych prvocisel. Tento fakt
dokézal nérsky matematik V. Brun, stcet prevrateného radu prvociselnych dvojciat

Bom (24 D)+ (Lo D) (Lo My (Lo Y (A L)y
27 \3 "5 57 11 13 17 19 29 "31) "

sa nazyva Brunova konstanta.

Uvedeny rad konverguje velmi pomaly, preto je tazké numericky odhadnit Brunovu kon-
stantu. Dnes je zndme iba to, ze 1,82 < By < 2,15. Prave pri snahe numericky vyratat
Brunovu konstantu odhalil T. R. Nicely znamu chybu procesora Pentium pri aritmetike s de-
satinnou ¢iarkou.

Snad najvicsim priblizenim k dokdzaniu hypotézy o prvociselnych dvojcatach je vysledok,
Ze existuje nekonecne vela takych prvocisel p, Ze p + 2 je sicin najviac 2 prvocisel.

Fermatove cisla

Definicia 2.4.3. Fermatove ¢isla st &isla tvaru F,, = 22" + 1 pre n € Z, n > 0.

Pre malé n dostaneme:

F1 = 5

F, =17

Fy = 257
Fy = 66537

Veta 2.4.4. Lubovolné dve Fermatove ¢isla su nesudelitelné.

Dékaz. Uvazujme &sla F, = 22" + 1 a Foyp = 22" 41 = (22")2" + 1. Viimnime si, 7e
Fopp—2=(22")2 1= (22" 4+ 1)((22")2 -1 = (22")2" -2 4 ... — 1), &ize F), | Fopp — 2.
Z toho vyplyva, ze (Fy, Fyyr) = (Fn,2) = 1. O

Dokéazali sme, ze ak k < m, tak Fj | F,, — 2. Indukciou sa da overit, Ze plati dokonca
. m—1
viac: [[;— Fr = Fn — 2.

29



Predchadzajicu vetu je mozné vyuzit na iny dékaz nekonecnosti mnoziny prvocisel. Kazdé
¢islo F,, musi byt delitelné nejakym prvocislom g,,. Pretoze Fermatove ¢isla st po 2 nestide-
litelné, pre rézne Cisla m dostaneme roézne prvocisla ¢,,. Teda prvocisel je nekonec¢ne vela.

P. de Fermat sa domnieval, Ze vSetky takéto ¢isla st prvocisla. L. Euler vyvratil jeho hypo-
tézu tym, Ze sa mu podarilo rozlozit &islo Fy = 23241 = 4294 967 297 = 641-6700417. Dodnes
nie je zname, Ci existuje nekonecne vela Fermatovych prvocisel ani ¢i existuje nekonecne vela
zlozenych Fermatovych cisel.

Vzhladom k tomu, ze pre velké n je Fermatove cislo Fj, obrovské je velmi tazké overit
tato hypotézu uz pre malé n. V sucasnosti jediné zname Fermatove prvocisla su Fy az Fj. Je
zname, ze vsetky dalsie Fermatove ¢isla az po F3o st zlozené.

Cislo Fy je skuto¢ne obrovské — tazko si predstavit overenie postupnym delenim prvoéis-
lami mensimi ako +/F5, ¢i ide o prvoéislo. L. Euler vsak dokéazal vysledok, z ktorého vyply-
valo, ze staci overovat delitelnost ¢islami tvaru 64k + 1 a tak pomerne Tahko nasiel delitela
641 = 64 - 10 + 1. (Neskor — v kapitole o kongruencidch — si ukdzeme, ako mozno delitelnost
overovat bez toho, aby sme danym ¢islom museli delit.)

Viaceri odbornici na histériu teérie ¢isel vyjadrili predpoklad, ze Fermat poznal tento
vysledok, preto je do istej miery prekvapivé, zZe sdm neprisiel na neplatnost svojej hypotézy.

Konkrétne, Euler ukazal, ze ak prvocislo p je delitelom ¢isla F,,, tak p musi mat tvar
k2™t 1+ 1 pre nejaké prirodzené é&islo k. My tento fakt dokdzeme neskér ako vetu
Eulerov vysledok sa podarilo neskor zlepsit F. Lucasovi, ktory dokazal, ze také prvocislo musi
byt tvaru k2m*2 4+ 1.

V stvislosti s Fermatovymi ¢islami je velmi zaujimavy vysledok C. F. Gaussa a P. Want-
zela, ze pravidelny n-uholnik mozno zostrojit pomocou pravitka a kruzidla prave vtedy, ked n
je sucin mocniny 2 a niekolkych Fermatovych prvocisel. Teda jediné ,prvociselnouholniky “,
o ktorych vieme, ze s skonstruovatelné, st n-uholniky pre n =3, 5, 17, 257 a 65537. Dokaz
sa d& néjst napriklad v [KLS, Chapter 16].

Mersennove ¢éisla

Prvocisla tvaru M,, = 2™ — 1 sa nazyvaja Mersennove prvoéfslaﬁ Ani o nich sa nevie, ¢i ich
existuje nekonecne vela. Mersennove prvocisla spomenieme v nasledujicej kapitole v stvislosti
s dokonalymi c¢islami.

D4 sa ukazat, ze Mersennove Cisla My, a M; su nesidelitelné pre k, I také, ze (k,1) = 1.

Lema 2.4.5. Ak 2™ — 1 je prvocislo, tak n je tiez prvocisio.

Dékaz. Ak by n bolo zloZené &islo, ¢ize n = m.k pre 1 < m,k < n, tak 2" —1 = (2™)F -1 =
(2™ —1)(1+2m + ...+ 2m=1), O

Nie vSetky Mersennove ¢isla si prvocisla. Neskor ukézeme (tvrdenie 3.1.15)), ze ak p, ¢
st prvocisla a ¢ | M, = 2P — 1, tak p | ¢ — 1. Sktsme vyuzit tento vysledok na hladanie
prvociselnych faktorov prvych Mersennovych cisel.

Priklad 2.4.6. 22 —-1=3,23—-1=7, 2% — 1 = 31 st prvodisla.

V pripade M; = 27 — 1 = 127 musi pre prvociselné faktory platit 7 | ¢ — 1, ¢iZe staci
sktigat ¢isla tvaru 7k 4 1. Cisla 8 a 15 nie sti prvoéisla, tie teda ani skii$at nemusime. Dalej uz
nemusime pokracovat, lebo 152 > 127 (a kazdé zloZené ¢islo n md prvoéiselny faktor velkosti
najviac \/n).

Teraz presktimajme Mp; = 21 — 1 = 2047. V tomto pripade mdme 11 | ¢ — 1, &iZe nés
zaujimaju prvocisla tvaru 11k + 1. Priamym vypoc¢tom zistime, ze uz prvé také prvocislo
23 = 2.11 + 1 je delitefom M, a plati 21 — 1 = 2047 = 23 - 89.

4Marin Mersenne (1588-1648), franctizsky matematik, teolég a hudobny teoretik.
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Bez dokazu uvedme nasledujiicu vetu, ktord umoznuje dokazat este jednoduchsim sposo-
bom, zZe niektoré Mersennove ¢isla si zlozené.

Veta 2.4.7. Ak p = 4k + 3 je prvocislo, k > 1, tak 2p + 1 je prvocislo prdve vtedy, ked
2p+1|M,=2°—1.

Napriklad pre £ = 1 mdme p = 7 a 2p + 1 = 15. Cislo 15 nie je prvoéislo a vidime, 7Ze
15127 —1=127.
Naopak pre £ =2 mame p = 11 a 2p+ 1 = 23. Teda 2p + 1 = 23 je prvocislo a v priklade

sme videli, ze 23 | 211 — 1.

Uvedena veta pochadza od L. Eulera. Dokazat ju mozno pouzitim vysledkov o kvadratic-
kych zvyskoch. K nim sa dostaneme neskor; uvedent vetu dokazeme ako vetu
Prvocéisla Sophie-Germainovej

V predchadzajicej vete sa objavila podmienka, ze p aj 2p + 1 st prvocisla. Takéto prvocisla
sa vyskytli v stivislosti s viacerymi problémami v teérii ¢isel. Tiez je s nimi spojenych viacero
otvorenych otazok.

Definicia 2.4.8. Prvocislo p sa nazyva prvocislo Sophie-Germainovej ak aj 2p+1 je prvocislo.
Nie je zname, ¢i takych prvocisel je nekonecne Vel’aﬂ

Cvicenia
1. Dokazte, ze existuje nekonecne vela prvocisel tvaru 6k + 5.

2. Dokéazte, Ze pre prirodzené ¢isla m, n také, ze (m,n) = 1 plati (M,,, M,) = 1, kde
M;, = 2% — 1 je k-te Mersennove ¢islo.

5Prvoéisla Sophie-Germainovej sa spominaji vo filme Proof (2005; Anthony Hopkins, Gwyneth Paltrow,
Jake Gyllenhaal). Jeden z konzultantov pri tomto filme bol Tim Gowers, drzitel Fieldsovej medaily z roku
1998.
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Kapitola 3

Aritmetické funkcie

3.1 Kongruencie

3.1.1 Definicia a zakladné vlastnosti

Kongruencie st velmi elegantny prostriedok na zapis a dokazovanie niektorych faktov o de-
litelnosti. Zapis pre kongruencie zaviedol C. F. Gauss.

Definicia 3.1.1. Nech n € N, a,b € Z. Hovorime, ze a a b st kongruentné modulo n, ak
n | a —b. Oznacenie: ¢ =b (mod n).

Inymi slovami, to ze a a b st kongruentné modulo n znamend, ze maji rovnaky zvysok
po deleni ¢islom n. Napriklad 13 =1 (mod 4), 13 =8 (mod 5).

Teraz si ukazeme, ze so zvyskami moézeme pocitat rovnako ako s ¢islami — ibaze vsetky
operacie treba robit modulo n. Inak povedané, s kongruenciami mézeme narabat do urcitej
miery podobne ako s rovnicami. Najprv vSak (bez dokazu) uvedieme niektoré jednoduché
vlastnosti kongruencii.

Lema 3.1.2. Nechn €N, a,b,c € Z.
(i) a=a (mod n)
(i) a

(iii) a =b (mod n) A b=c (mod n) = a =c¢ (mod n)

b (mod n) = b=a (mod n)

Tato veta vlastne hovori, Ze kongruencia modulo n je relacia ekvivalencie.

Definicia 3.1.3. Triedy ekvivalencie zodpovedajtice relacii @ = b (mod n) nazyvame zvys-
kové triedy modulo n. Zvyskovu triedu ¢isla k oznacujeme k.

Veta 3.1.4. Nechn € N, a,b € Z. Nech a =b (mod n), ¢ =d (mod n). Potom

a+c=b+d (modn),
ac =bd (mod n).

Dékaz. Podla predpokladov n | a — b an | ¢ — d. Z toho dostaneme n | (a +¢) — (b+d) =
(a—b)+ (¢c—d)an]|ac—bd=ac—bc+bc—bd=(a—b)c+blc—d). O
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Predchadzajica veta ukazuje, ze operacie + a - st kompatibilné s reldciou =. Preto siicet
a sucin zvyskovych tried dané nasledujicimi vztahmi st dobre definované operécie.

a+

a -

> o

=a-+b,
a-b.

Vsimnime si, ze mnozina zvyskovych tried modulo n tvori grupu aj okruh s jednotkou. Je
to vlastne okruh (Z,,®,®), ktory dobre poznite z algebry. Teda vypocty s kongruenciami
su vlastne sposob zapisu vypoctov v tomto okruhu.

Z vety mozeme lahko indukciou odvodit tieto dosledky:

Désledok 3.1.5. Ak a; = b; (mod n) pre vsetky i = 1,...k, tak

a1+ --+ap=by+---+b (mod n),
ay...ap =by...bx (mod n).

Désledok 3.1.6. Ak a = b (mod n) pre nejaké n € N, a,b € Z, tak plati pre vSetky k € N
aj kongruencia

a®* =b*  (mod n).

Ak f je polyném s celociselnymi koeficientmi, tak

f(a)= f(b) (mod n).

Priklad 3.1.7. Ako sme spomenuli v sivislosti s Fermatovymi ¢islami, L. Euler ukazal, ze
¢islo Fy = 23241 je zloZené, konkrétne, ukdzal, ze 641 | F. Prave kongruencie ndm poskytuji
prostriedok ako mozeme overit tento fakt bez toho, aby sme museli delit &islo 232 4 1 ¢islom
641. Staci si uvedomit, %e dokazované tvrdenie je ekvivalentné s kongruenciou 232 = —1
(mod 641).
Jednoduchym vypoctom dostaneme
28 = 256 (mod 641)
216 = 2562 = 64.4.256 = 1024.64 = 102.640 + 256 = 256 — 102 = 154 (mod 641)
232 = 1542 = 14%.11% = 196.121 = (3.64 + 4)(2.64 — 7) = 6.64% + 8.64 — 21.64 — 28 =
(384 +8 —21).64 — 28 = 371.64 — 28 = 37.640 + 64 — 28 = —37 + 36 = —1 (mod 641)
(Samozrejme, stacilo by v kazdom kroku umocnit predchadzajici vysledok na druhi a
urobif zvysok po deleni 641. Vypocty, ktoré sme tu urobili, st pokusom ukazat, ako by sme
si mohli zjednodusit précu, keby sme to skutoc¢ne poécitali ruéne — tak ako kedysi Euler.)

Priklad 3.1.8. V prikladesme zistili, ze My, = 2" —1 je najmensie zlozené Mersennove
¢islo. Ukézali sme konkrétne, Ze 23 | M;;. Pomocou pouzitia kongruencii moZeme ten isty
fakt overit nasledovne:

24 =16 = —7 (mod 23),

28 = (=7)2 =49 =3 (mod 23),

211 = 28923 =38=24=1 (mod 23).

Videli sme, ze kongruencie mozeme scitovat, nasobif i umocnovat. Naskyta sa otdzka, ¢i
mozeme kratit ¢islom vyskytujicim sa na oboch strandch kongruencie.

Veta 3.1.9. Ak (m,n) =1, tak existuje u € Z také, Ze um =1 (mod n).
Ak (m,n) = 1, tak pre lubovolné celé ¢isla k,1 plati implikdcia km = Im (mod n) = k=1
(mod n).
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Doékaz. Na zaklade vety 2.1.7] mame existenciu u,v € Z takych, ze um + vn = 1. To ale
znamend, ze um = 1 (mod n).

Na dokaz druhej ¢asti tvrdenia sta¢i kongruenciu km = Im (mod n) vyndsobit ¢islom w,
ktorého existenciu sme ukézali v prvej Casti. O

Definicia 3.1.10. Zvyskovu triedu modulo n nazveme redukovanou, ak kazdy jej prvok je
nesudelitelny s ¢islom n.

Z vety a z lemy [2.1.11|{ii) vyplyva, Ze

Veta 3.1.11. MnoZina vsetkych redukovangch zvyskovich tried modulo n tvori grupu vzhla-
dom na ndsobenie.

Ak n je prvoéislo, tak vietky zvySkové triedy okrem 0 st redukované. V tom pripade je
grupa z predchadzajicej vety grupa (Z, \ {0}, ®).
Vetu B.1.9 méZzeme zovseobecnit nasledovne:

Veta 3.1.12. Ak ac =bc (mod n) a d = (n,c), tak a =b (mod %).

Dokaz. 7 toho, ze n | (a — b)c lahko vyplyva % | (a — b)§. (Vsimnite si, Ze 5 aj § st celé

¢isla.)
Podla lemy [2.1.11)(v)) mame (%, §) = 1, preto z Euklidovej lemy (lema [2.1.9) dostaneme
O

n v 7~ — n
%] a—b, to znamend, ze a = b (mod %).
Uvedieme este niektoré jednoduché vlastnosti kongruencii.

Tvrdenie 3.1.13. Ak a =b (mod n) a m | n, tak plati a = b (mod m).
Ak a = b (mod n) a a = b (mod m), kde m a n si nesidelitelné, teda (m,n) = 1, tak
a=b (mod mn).

Dékaz. Kedze m | n an|a—b, z tranzitivnosti m | a — b.
Ak n|a—bam]|a—Dbpre nesidelitelné m, n, tak mdme mn | a — b z lemy [2.1.10, O

Dosledok 3.1.14. Ak plati a = b (mod m;), pricom m;, i = 1,2,...,n, s po dvoch nesi-
delitelné, tak plati aj a =b (mod m), kde m = my ... my,.

Fakt, ze redukované zvyskové triedy tvoria grupu, ndm casto umozni vyhodne pouzit
niektoré poznatky z tedrie griup na dokaz teoreticko-Ciselnych vysledkov. To budeme vidiet
na viacerych miestach v tejto kapitole. Ako prvu ilustraciu mézeme dokézat nasledujice
tvrdenie o Mersennovych ¢islach:

Tvrdenie 3.1.15. Nech p, q st prvocisla a q | M, = 2P — 1. Potom p |q— 1.

Dékaz. Podla predpokladu plati 22 = 1 (mod g). To znamena, ze rad ¢isla 2 v grupe (Z, \
{0}, ®) je delitel p; kedZe p je prvodislo, tak rdd ¢éisla 2 je p. Podla Lagrangeovej vety rdd
TubovoIného prvku deli pocet prvkov grupy, preto p | ¢ — 1. O

Mozete sa zamysliet nad tym, ¢i by ste vedeli tto vec odvodit aj nejako inak, bez od-
volévania sa na vlastnosti grip. (MoZze vdm pomdct veta t.j. mald Fermatova veta, ku
ktorej sa dostaneme neskor.)

Pozndmka. Azda nezaskodi pripomenit nejaké pojmy, ktoré by ste mali poznat z algebry
a mohli by sa podobat na veci, ktoré sme preberali v tejto Casti.

Termin kongruencia ste uz poculi v sivislosti s grupami. Je to taka reldcia ekvivalencie
na grupe, ktord sa ,rozumne“ sprava vzhladom na grupovi operaciu. A v pripade grip
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existuje jedno—jednoznacnd korespondencia medzi kongruenciami a normélnymi podgrupami.
Teda kongruencie a norméalne podgrupy mozeme vnimat ako dva roézne pohlady na tu istd
vec. Treti mozny pohlad je pozeraf sa na normalne podgrupy ako na jadrda homomorfizmov.
(Pozri napriklad [KGGS| Definicia 3.7.4, Cvicenie 3.7.9] alebo tiez cvifenia na konci kapitoly
o normdlnych podgrupéch v [SI1].)

Podobne to bolo v pripade okruhov, kde ale podobnii tilohu hraji idealy. Idedly st opét
prave jadra (okruhovych) homomorfizmov. A zodpovedaji kongruenciam, ¢o su reldcie na da-
nom okruhu zachovévajice séitovanie aj nasobenie. (Pozri napriklad [KGGS| Cvicenia 4.6.7,
4.6.8] alebo tiez cvicenia na konci kapitoly o idedloch a faktorovych okruhoch v [S11].)

3.1.2 Linearne kongruencie
V tejto Casti sa budeme zaoberat riesenim linedrnych kongruencii, teda kongruencii tvaru
ar=b (mod n),

kde z je nezndma. (N4jst riesenie znamend néjst zvyskové triedy, ktorych prvky spiﬁajﬁ dant
kongruenciu. Samozrejme, staci nijst jedného reprezentanta z kazdej triedy.)

Veta 3.1.16. Kongruencia
axr =b (mod n) (3.1)

md rieSenie prave vtedy ked d | b, kde d = (a,n).
Navyse, ak kongruencia (3.1) md riesenie, tak pocet (navzdjom nekongruentngch) rieseni
jed. Ak xq je lubovolné riesenie l) tak vsetky riesenia tejto kongruencie su tvaru xo+ %".

Dokaz. Nech existuje riesenie x kongruencie (3.1)). Potom plati b — ax = k.n pre nejaké
k € Z, z ¢oho vyplyva b = ax + kn. PretoZe d je spoloénym delitelom a a n, mime d |
axr + kn =b.

Nech d | b, teda b = cd pre vhodné ¢ € Z. Podla Bézoutovej identity (veta [2.1.7)
existuji u,v € Z také, ze d = au + nv. Potom méme b = acu + ncv, ¢ize acu = b (mod n),
teda x = cu je rieSenim kongruencie (3.1).

Zostava nam ukazat tvrdenie o pocte rieseni. Nech xg je nejaké rieSenie tejto kongruencie.
Tyvrdime, ze potom vSetky rieSenia su tvaru xg + %” pre nejaké k € Z. Najprv overime,
ze Cisla tohto tvaru su skutocne rieSeniami. Na to si sta¢i vSimnut, ze

akn a

n|— =-=kn
| d d
kn akn
a<$o+d) Zawo-l-TEaonb (mod n).
Dalej ukézeme, Ze kazdé rieSenie musi mat uvedeny tvar. Skutocne, ak x je riesenie (3.1)),

tak plati ax = axo (mod n) a podla vety [3.1.12|x = xp (mod %). To znamend, ze x mé tvar
xo + %" pre vhodné k.

Vsimnime si, Ze ¢isla zo, 0 + 4,..., 20 + (dzil)" st po dvoch nekongruentné modulo n
(pretoze rozdiel Tubovolnej dvojice z nich je menej ako n). Teda mame aspoi d rieSeni.

Takisto vsak vidno, ze kazdé rieSenie je kongruentné s niektorym z uvedenych d rieSeni.
Aktotiiq::xo—&—%”, kde k = p.d+r a0 <r <d, tak rozdiel z — (o + =) = % = pn je
delitelny cislom n, a teda x = 2o + % (mod n). O

Vsimnime si, ze dokaz predchadzajicej vety nam dava sicasne navod na vypocet rieseni.
Ak kongruencia ma rieSenie, tak jedno riesenie nadjdeme pomocou Euklidovho algoritmu
a ostatné pripoc¢itanim vhodného nasobku ¢isla %.

Uvedeny postup ilustrujeme na jednoduchom priklade.
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Priklad 3.1.17. Rieste kongruenciu 34z = 60 (mod 98).
Pretoze (34,98) = 2 | 60, podla vety [3.1.16| m& tato kongruencia 2 rieSenia. Najprv,
pouzitim Euklidovho algoritmu, vyjadrime 2 ako celo¢iselnti kombinaciu 34 a 98.

98 =2.34+ 30 30 =98 —2.34
34=130+14 4=34-30=3.34—-98
30=74+2 2=30—-74=28.98—-23.34
Zistili sme teda, Ze 34.(—23) = 2 (mod 98). Aby sme ziskali rieSenie pévodnej kongruen-
cie, musime tito kongruenciu vyndsobit 30. Pouzitim pozorovania, ze 4.23 = —6 (mod 98)
dostaneme 23.30 = 23.2 + 7.4.23 =46 — 7.6 = 4 (mod 98).
Riesenim kongruencie je teda -4. Dalsie riesenie dostaneme pripoéitanim 9—28 = 49.

Riesenia uvedenej kongruencie st teda —4 a 45.

3.1.3 Cinska veta o zvySkoch

Nasledujtica veta sa vola Cinska veta o zvyskoch pretoze jej prvy znamy vyskyt je v knihe
¢inskeho matematika Sun Tzua. Existuji zovseobecnenia tejto vety na okruhy a obory in-
tegrity. Tvrdenie vety, ktord tu vedieme sa v niektorych ucebniciach formuluje nie pomocou
kongruencii ale pomocou homomorfizmov grip (napriklad [HGK] Theorem 7.6.1]) alebo po-
mocou idedlov v okruhoch ([Ros, Theorem 1.10]). Istt okruhovo-teoreticki verziu tejto vety
sa mozete naucit na predmete pocitacova algebra.

Tato veta hovori o existencii rieSenia niektorych systémov kongruencii. Uvedieme 2 do-
kazy, oba z nich st pomerne prirodzené. Jedna z myslienok, ktord napadne ¢loveku pri rieseni
takejto ulohy, je vyskusat vsetky moznosti pre jednotlivé kongruencie. V prvom ddkaze pomo-
cou Dirichletovho principu ukazeme, ze medzi nimi sa vyskytne aj moznost, ktord vyhovuje
vsetkym kongruenciam. Druhy dokaz peknym spésobom vyuziva princip superpozicie.

Veta 3.1.18 (Cinska veta o zvyskoch). Nech mq,...,my si po dvoch nesidelitelné cisla.
Nech by, ...,b, € Z. Potom systém kongruencii

x=b; (mod my)

x=by (mod my)

x=b, (modm,)

md prdve jedno riesenie modulo my ... my, (CiZe existuje prave jedno x € {0,1,...,mq...my—
1} splriajice vsetky uvedené kongruencie).
Dokaz. Pre n = 1 tvrdenie zrejme plati - staci polozift © = by mod m;. Jednoznacnost je
takisto zrejma.

Ukazeme, ze tvrdenie plati pre n = 2. Chceme najst riesenie kongruencii

x=b; (mod my)

=by (mod msg)

medzi ¢islami 0,1,...,myms — 1. Prvii z nich spfﬁajﬁ préve ¢isla tvaru kmqi + b, k =
0,1,...,mo — 1.

Vsimnime si, ze ziadne 2 z tychto ¢isel nemaju rovnaky zvySok po deleni mo. Ak totiz
plati kmy +b =Imq +b (mod ms), tak kmy =Im; (mod ms) az vetydostaneme k=1
(mod my). Pretoze k aj | stt mensie ako mg, musi uz potom platit k = [.
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Méme teda mo rieseni prvej kongruencie, ktoré maju rozlicné zvysky po deleni ms. Preto
sa medzi zvySkami musi vyskytnit aj ¢islo by mod mg (Dirichletov princip). Teda dand st-
stava kongruencif mé rieSenie. NavySe, toto riesenie je jednoznacné (kazdy zvySok sa vyskytne
préve raz).

Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre n — 1. To znamena, ze existuje jediné riesenie
x0 € {0,1,...,myma...my_1 — 1} kongruencii

x=by (mod mq)

x=by (mod mo)

x=bp_1  (mod my,_1).

Inymi slovami, uvedena ststava kongruencii je ekvivalentnd jedinej kongruencii x = xg
(mod mq ...my—1).
Povodna stustava

=0b; (mod my)

=by (mod ms)

x=b, (modmy).
je teda ekvivalentnd sistave

r=x9 (mod my...mp_1)

x=b, (modm,).

Z predchddzajicej ¢asti dokazu (pripad n = 2) uz vieme, ze tato sistava mé jednoznacne

urcené rieSenie. O

Dokaz. FExistencia: Ozna¢me m := mq...m, a M; := 2 pre i = 1,2,...,n. Inak, polozili
m

sme M; =my ... mj_1Mjt1 ... Mmy. Potom pre i # j plati ;nj | M; a (m;, M;) = 1. Podla vety

[3:1.16] kongruencia

M;y=1 (mod m;)
ma riesenie pre kazdé i. Ozna¢me toto rieSenie ¢;. Teda c¢; je také ¢islo, ze plati ¢; M; = 1
(mod m;), a teda ¢;M;b; = b; (mod m;).
Dostali sme zatial
c¢iM;b; =b; (mod m;)
¢iM;b; =0 (mod m;)
pre vSetky j # i. Teraz uz staci tieto rieSenia ,pospajat*.
Polozme xg := Y ., ¢;M;b;. Z toho, ze ¢;M;b; = b; (mod m;) a M; = 0 (mod m;) pre
j # i dostaneme xg = b; (mod m;) pre vSetky ¢ = 1,2,...,n. Teda takto zvolené zq je
skutoc¢ne riesenim danej sistavy.
Jednoznacnost: Nech x1 a xg st dve riesenia danej stustavy, teda

1 =20 =b; (mod my).

Podla dosledku [3.1.14] potom plati 21 = z¢ (mod m). O
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V nasledujicom priklade sa d& okamzite uhadnut, zZe rieSenie daného systému kongruencif
je x = —1 (mod 210). Aj napriek tomu si vSak, ako ilustraciu, ukdzeme vypocet rieSenia
kongruencie postupom uvedenym v predchéddzajicom dokaze.

Priklad 3.1.19. Riesme sustavu

Dostavame My = 3.5.7 = 105, My = 2.5.7 =70, M5 = 2.3.7 = 42, My = 2.3.5 = 30. Vyriesme
teraz kongruencie M;c; =1 (mod m;).

105y =1 (mod 2) & y =1 (mod 2) = ¢; =1

T0y=1 (mod 3) ©y=1 (mod 3) = =1

42y =1 (mod 5) & 2y=1 (mod 5) & y=3 (mod 5) = ¢33 =3

30y=1 (mod 7) ©2y=1 (mod 7) < y=4 (mod 7) = ¢4 =4

Riesenim kongruencie je potom zy = Z?Zl c;iMiby =105+2-70+4-42-3+6-30-4 =
1469 = 209 (mod 210).

Ina moznost riesenia je zacat s prvou kongruenciou a vysledok vzdy dosadit do nasledu-
jucej. (Tento postup zodpovedd prvému z ddkazov, ktoré sme si uviedli.) Prvd kongruencia
2 =1 (mod 2) znamend, Ze x = 2k + 1. Dosadenim do nasledujticej dostaneme:
2k+1=2 (mod 3) =2k=1 (mod 3) = k=2 (mod 3) = k=3l+2=2=60+5.
6/4+5=4 (mod 5) =1=4 (mod 5) = I =5m+4 =z =30m+ 29.
30m+29=6 (mod7)=2m+1=6 (mod7) =2m =5 (mod 7) = m =6 (mod 7) =
m="Tn+6 =z =210m + 209.

(Nepochybujem, ze vicSina z vas si hned po napisan{ ststavy kongruenci{ v§imla, ze —1
je jej rieSenim. Na ukézku postupu pri rieSeni vSak staéi aj takyto ocividny priklad.)

7Z Cinskej vety o zvyskoch Iahko dostaneme nasledujiice zovieobecnenie:

Veta 3.1.20. Nech my,...,m, su po dvoch nesiudelitelné ¢isla. Nech ay,...,an,b1,...,b, €
Z a pre kazdé k =1,2,...,n plati (ag, my) = 1. Potom systém kongruencii

arx =b;  (mod mq)

asx = by (mod my)

anx =b, (mod my,)

md prdve jedno riesenie modulo my ...my,.

Dokaz. Podla vety ku kazdému ay, existuje aj tak, ze agaj, = 1 (mod my). Vynaso-
benim kazdej kongruencie v sistave prislusnym a) dostaneme systém kongruencii, ktory je
ekvivalentny s povodnym a ma tvar ako systém vo vete [3.1.18] a teda mé podla tejto vety
jediné riesenie modulo my ...m,,. O

Ako aplikaciu Cinskej vety o zvyskoch mozeme uviest nasledujiici vysledok:

Veta 3.1.21. Nech f(z) je polyném s celociselngmi koeficientmi. Nech mq,...,m, € N si

po dvoch nestdelitelné a nech M = my ... m,. Potom kongruencia

f(x)=0 (mod M) (3.2)
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md riesenie prdave vtedy, ked kazZdd z kongruencii
f(x)=0 (mod my), k=1,...,r (3.3)
md riesenie. Ak v(my) oznacuje pocet rieseni kongruencie , tak
v(M) =v(my)v(msz) ... v(myg)
je pocet rieseni kongruencie (3.2)).

Dékaz. Ak plati f(a) = 0 (mod M), tak plati aj kongruencia f(a) = 0 (mod my), lebo
my, | M (tvrdenie [3.1.13).

Obratene, ak pre kazdé k = 1,2,...,r mame rieSenie a; kongruencie , tak podla
Cinskej vety o zvyskoch existuje modulo M jediné a také, ze a = a;, (mod M). Pre také a
plat f(a) = f(ax) (mod my) (dosledok[3.1.6) a f(a) = f(ax) (mod M) (druhd éast tvrdenia

FLD3).

Podla Cinskej vety o zvyskoch mame jedno-jednoznaéni korespondenciu medzi n-ticami
(ai,...,a,) rieSen{ kongruencii (3.3) a rieSeniami a kongruencie (3.2]). Preto pocet rieSenf
v(M) je sti¢inom poétov v(my). O
Cvicenia

1. Dokézte lemu B.1.2

2. Dokazte, Ze pre Iubovolné celé &isla p, ¢ je p°q — pg® delitelné 5.

3. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré 2" — 1 je delitelné 7.

4. Dokazte, ze prirodzené ¢islo n > 1, ktorého desiatkovy zapis pozostava zo samych
jednotiek, nemdze byt stvorcom prirodzeného cisla.

5. Nech F,, oznacuje n-té Fibonacciho ¢éislo (t.j. F, je urdené rekurentnym predpisom
Foio = F,11 + F, a poiatoénymi hodnotami Fy = 0, F; = 1.) Dokézte, ze pre kazdé
m € N existuje nekoneéne vela ¢éisel n takych, ze F,, = 0 (mod m); inak povedané
m | F,,. (Hint: Pokuste sa pomocou Dirichletovho principu dokézat, ze postupnost F,
mod m sa bude cyklicky opakovat.)

6. Dokézte, ze ak a = b (mod p™), pre nejaké prvoéislo p, n € N a a,b € Z, tak a? = bP
(mod p™t1).

7. Ak 3| a® + b? pre nejaké a,b € Z, tak a aj b st nasobky 3.

8. Rieste linedrne kongruencie: a) 25z = 4 (mod 11); b) 16z = 4 (mod 12); ¢) 16z = 4
(mod 13).

9. Rieste stustavu kongruencii
3x =7 (mod 5)
x=1 (mod 4)
5z=2 (mod 11)
10. Rieste stustavu kongruencii
2c =5 (mod 7)
4r =2 (mod 6)
x=3 (mod5)
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11. Najdite 5 po sebe idudcich prirodzenych ¢isel takych, ze prvé z nich je parne, dalsie je
delitelné 3, tretie je delitelné 5, stvrté je delitelné 7 a piate je delitelné 11.

12. Néjdite vSetky celé nezdporné ¢isla n také, zZe 22" + 5 je prvoéislo.

13. Ukézte, ze 6 | n(2n + 1)(7n 4+ 1) pre kazdé n € Z. Najdite vsetky celé ¢isla také, ze
12 | n(2n+ 1)(Tn + 1).

3.2 Aritmetické funkcie, multiplikativne funkcie

Definicia 3.2.1. Aritmetickou funkciou nazyvame akukolvek funkciu f: N — C (C oznacuje
mnozinu vSetkych komplexnych ¢isel).

Hovorim, Ze aritmetickd funkcia f je multiplikativona, ak pre Tubovolné a,b € N, (a,b) =1
plati rovnost

f(ab) = f(a)f(b)

a ak existuje n € N také, ze f(n) # 0.
Multiplikativna funkcia je dplne multiplikativna, ak tato rovnost plati pre lubovolné a,b €

N.
Lema 3.2.2. Ak f je multiplikativna funkcia tak f(1) = 1.

Dékaz. Podla definicie multiplikativnej funkcie existuje prirodzené &islo n také, ze f(n) # 0.
Potom z rovnosti f(n) = f(n.1) = f(n).f(1) dostaneme f(1) = 1. O

Ako najjednoduchsie priklady multiplikativnych funkcii mozeme spomentt konStantni
funkciu f(1) =1 a identitu f(n) = n. Je zrejmé, ze sic¢in 2 multiplikativnych funkcif je opét
multiplikativna funkcia.

Z dosledku vyplyva, ze pre pevne zvolené k € N je funkcia f(n) = (n, k) multipli-
kativna.

Nasledujica lema je zrejmd priamo z definicie multiplikativnej funkcie.

Lema 3.2.3. Ak f je multiplikativna funkcia a n = p7* ...pp* je kanonicky rozklad cisla n,
tak

fn) = fe)f(02°) - - f(p")-

Ak je navyse uplne multiplikativna, tak

pre lubovolné p € P, o € N.

Lema 3.2.4. Ak f je multiplikativna funkcia, tak aj funkcia

o) =" 1)
d|n

je multiplikativna.

Dékaz. Plati g(1) = f(1) # 0, ¢ize mdme zarudenu existenciu prirodzeného &isla, pre ktoré
je hodnota g nenulova.

Nech m,n € N st nestdelitelné; (m,n) = 1. Potom g(m.n) = >_,,,,, f(d). Podla lemy
2.1.13| sa kazdé ¢islo d, ktoré deli mn, d4 jednoznacéne zapisat ako sicin dy.da, kde dy | m
a dg | n. (Inak povedané, mame jednojednozna¢nii koreSpondenciu medzi delitelmi d é&isla
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mn a dvojicami ¢isel di, do takymi, Ze d; | m a dg | n.) Zrejme (di,ds) = 1, preto f(d) =
fdids) = f(d1)f(d2). Potom ale dostavame

gmn) = 3 fdr)-f(da) = | 3 fta) | [ 30 £(ds) | = g(m)gn).
di|m di|m dz|n
dz|n

O

Ina moznost ako dokazat predchadzajicu lemu je vyuzit cvicenie
V tejto casti sa budeme dalej zaoberaf niektorymi jednoduchymi multiplikativnymi fun-
kciami.

Definicia 3.2.5. Nech n € N. Potom oznac¢ime ako
(i) d(n) pocet vSetkych kladnych delitelov ¢isla n,
(it) o(n) sudet vietkych kladnych delitelov ¢isla n.

Najprv ukdzeme, ze funkcie, ktoré sme prave zadefinovali st multiplikativne a najdeme
vyjadrenie d(n) a o(n) pomocou kanonického rozkladu ¢isla n.

Lema 3.2.6. Funkcie d a o su multiplikativne.

Dékaz. Vsimnime si, ze plati d(n) = ka 1. Funkcia f(n) = 1 je multiplikativna, preto
podla lemy je aj funkcia d multiplikativna.
Dalej plati o(n) = Zk|n k a opat z lemy méame, %e o je multiplikativna funkcia. [

Veta 3.2.7. Nech n =pi" ...py* je kanonicky rozklad ¢isla n. Potom

dn)=(a1+1)...(ax + 1),

pfl)t1+1 -1 pzk+1 -1

O'n: ..
(n) p1—1 pr—1

Doékaz. Podla lemy staci overit tieto vzorce pre ¢isla tvaru n = p®, kde p je prvocislo.
Vsetky kladné delitele &isla p* sa 1,p,p?,...,p%.

Teda d(p®) =a+lao(p®)=14+p+...+p* =1t

a+l_q
p—1

O

Mozete si tiez vSimnut, Ze tieto vzorce takisto vyplyvaji z cvicenia [3]
Pomocou funkcie 0 mézeme definovat pojem dokonalého ¢isla.

Definicia 3.2.8. Hovorime, Ze prirodzené ¢islo n je dokonalé (alebo tiez perfekiné) ¢islo, ak
o(n) = 2n.

Inymi slovami, n je dokonalé ak sa rovna siuctu svojich vlastnych delitelov.

Parne dokonalé cisla sa daju charakterizovat pomocou Mersennovijch prvocisel tvaru
2P — 1. Tento vysledok bol znamy uz starogréckym matematikom. Bohuzial, ani tato cha-
rakteristika nie je tiplne uspokojiva — nie je zndme, ¢i existuje nekonecne vela Mersennovych
prvocisel. (Pripomenme, Ze nutnd podmienka na to, aby M,, = 2™ — 1 bolo prvodislo je, ze
aj n je prvocislo, pozri lemu ) Nie je zndme ani to, ¢i existuje neparne dokonalé ¢islo.

Veta 3.2.9. Pdrne ¢islo n je dokonalé ¢islo prave vtedy, ked md tvar n = 2P~1(2P — 1), kde
p aj 2P — 1 su prvocisla.
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Dékaz. Ak n m4 uvedeny tvar, tak o(n) = o(2P~1)o(2P —1). Pretoze 2P — 1 je prvoéislo,
plati o(2P — 1) = 2P. Z toho dostaneme o(n) = (2P — 1)2P = 2n.

Nech n je parne dokonalé ¢islo. Potom n ma tvar n = 2% kde k > 1 a 2 { [.
Z podmienky o(n) = 2n dostaneme rovnost

(28 — Do (1) = 2811
7Z nej vyplyva, ze 281 — 1|1, ¢ize [ = r(2¥+! —1). Po dosadeni dostaneme

(28T — Do (1) = 2k 1p(28 L — 1),

o(l) = 2~y

Sticasne vieme, 7e [ aj r st delitelmi ¢isla [ a [ > 7 (lebo 2F1 — 1 > 1), ¢éiZe r je vlastny
delitel ¢&isla [, preto o (1) > 1 +r = 21y = o(I).

Ak by [ malo aj nejaké dalsie delitele, tak by poslednd nerovnost bola ostra, ¢o vedie
k sporu. Preto [ a r st jediné delitele ¢isla [, ¢o znamena, ze r = 1 a [ je prvocislo.

Pretoze | = 251 — 1 je prvoéislo, podla lemy je aj k + 1 prvocislo. O

Pre neparne dokonalé ¢isla uvedieme nasledujicu nutni podmienku.

4k+1

Veta 3.2.10. Akn > 1 je nepdrne dokonalé ¢islo, tak n md tvar p m?, kde m je nepdrne,

p je prvocislo tvaru 4b+ 1, pfm a k > 0.

Dokaz. Predpokladajme, ze n > 1 je neparne dokonalé ¢islo an = pll1 ...p% je jeho kanonicky
rozklad. Pretoze n je neparne, medzi prvocislami pq, ..., p, sa nevyskytuje 2. Z toho, ze n je

dokonalé, dostaneme
T

o(n) = H(l—l—pi—i—...—i—péf‘) = 2n.
i=1
Prave jeden z ¢initelov na lavej strane poslednej rovnosti musi byt delitelny 2. Bez ujmy na
vseobecnosti, nech je to prvy z nich, teda

2\1+p1+...+pl11.

Stcasne plati 44 14+py1+ ... +p' a2 1+p; + ... +pli prei =2,3,...,7r.
7 poslednej podmienky vyplyva, ze [; pre ¢« = 2,3,...,r si parne, teda n = pil.m2, kde
L,

m=[Ii_, pfl je neparne celé &islo.

Ozna¢me p := p; a l := l;. Zostadva nam ukazat, ze p je tvaru 4b+ 1 a |l = 4k + 1 pre
nejaké k € Ny.

Pretoze 1 +p+ ...+ p' je parne, [ je neparne, [ = 2t + 1 pre nejaké t. Z toho 1 +p+ ...+
PPl =0+p)(1+p*+...+p*). Akbyp=4b+3,tak 4 [ p+1|1+p+...+p*F ¢o
vsak neplati. Zostava teda druhd moznost, ze p je tvaru 4b + 1.

Pre neparne ¢islo [ mame takisto 2 moznosti; [ = 4k + 1 alebo [ = 4k + 3. Ak by platilo
I =4k+3,tak 1+p+...+p' = 1+p+...+p*3 = (1+p+p? +p*)(1+p*+.. . +p*). Lenze
411+ p+p?+p3 (stadf si véimnit, Ze p =1 (mod 4) implikuje p* = 1 (mod 4) pre vietky
prirodzené t; ¢ize 1+p+p?+p3 = 1+1+1+1 (mod 4)), ¢o by znamenalo 4 | 1+p+...+p".
Zostava teda druhd moznost, I = 4k + 1. O

Podmienka z predchadzajicej vety je iba nutnd, nie vSak postacujica. Napriklad 5 =
5+0+1 12 ale o(5) = 6 # 2.5.

Veta 3.2.11. (i) Ku kaZdému redlnemu cislu t > 1 existuje nekonecne vela takjch cisel
n €N, Ze # > t.
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v o(n)

(ii) Ezistuje nekonecne vela takyjch cisel n € N, Ze == < 2.

Dékaz. a) Uvazujme &isla ny = k! Potom o(ny) > k! + & + K 4 4 B gize

o(ng) 1 1
— > 14+ 4.+
- > 1+ B +...+ A

Zvysok vyplyva z divergencie harmonického radu.
b) Pre kazdé prvocislo mdme o(p) = p + 1, ¢ize an) =1+ % < 2. Prvocisel je nekonecne
vela. O

Dalej popiseme spravanie funkcif o(n) a d(n) pre velké n. (V istom zmysle ho popisuje aj

tvrdenie [5.1.17])

Veta 3.2.12.

35, 7() = Foo

hgr_l)gf d(n) =2

limsupd(n) = +o0

n—oo
Dokaz. Staci si vSimnut, ze plati:
o(n) > n,
d(p) = 2 ak p je prvocislo
a d(k!) > k. O

Veta 3.2.13. Pre kaZdé € > 0 plati lim df:j) =0.
n— 00

d(n)

Lema 3.2.14. Pre lubovolné § > 0 existuje redlne cislo ks také, ze 5

n € N.

< ks pre vsetky

Dékaz. Nech 6 >0 an=pl"...pp". Potom

d(n) H a; + 1
5 7
" o P
Uvazujme jednotlivé ¢initele p®.
Ak p > 219 tak p*® > 2% a preto
a+l a+1
pozé < 2a < 1
Zostava druhd moznost p < 2179, Vtedy
a+1 «a
s ST o5s

a sucasne
p >2%0 = 2 > 1 4 0§5In2 > adln2.

7 toho 41 1
o
— <1 .
pad +51n2
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Pretoze takychto ¢initelov nemoze byt viac ako 29, dostévame

91/8

% = (1 - 5112) = ha.
O
Doékaz vety[3.2.13 Nech 0 < § < e. Potom
0< d,(:z) = di?) ’ nslﬂs < nljia'
Pretoze prava strana konverguje k 0, dostavame nlgr;o dr(::) =0. O

Cvicenia
1. Prirodzené ¢islo nazvime dokonalym ¢islom druhého druhu, ak je rovné sicinu svojich
vlastnych delitelov. Ukazte, ze n je dokonalé ¢islo druhého druhu prave vtedy, ked n
je sti¢in 2 prvoéisel n = pipo, alebo n je tretou mocninou nejakého prvoéisla n = p3.
Ukézte, ze ¢islo 6 je jediné dokonalé ¢islo prvého aj druhého druhu. (Pod dokonalym
¢islom prvého druhu rozumieme éislo rovné siétu svojich vlastnych delitelov.)

o(n) _
d(n)

% (priemernd velkost delitela je % ). Dokazte, Ze

2. Cislo n nazvime vyvazené, ak 5

6 je jediné vyvazené cislo.

3. Nech f je multiplikativna funkcia a nech n = plf piﬁ’“ je kanonicky rozklad ¢isla n.
Dokazte, ze

k
S f@) =]+ fi) + -+ F@)).
d|n

i=1
4. Dokézte: Ak f je uplne multiplikativna funkcia a g(n) = > f(d), tak funkcia
d|n,d neparne
g je multiplikativna, ale nemusi byt uplne multiplikativna. Mo6zeme predpoklad, ze f
je plne multiplikativna nahradit predpokladom, ze f je multiplikativna?

5. Oznacme ako d*(n) pocet neparnych delitelov ¢isla n. Ukézte, Ze d* je multiplikativna,
ale nie je uplne multiplikativna. Co by sa stalo ak by sme uvazovali parne delitele?

6. Dokézte, ze d(n) je neparne prave vtedy, ked n je druhou mocninou celého éisla.
7. Dokazte, ze de 1= @ plati pre vSetky n € N. Ak n je dokonalé, tak Zd‘n 1=2
8. Dokéizte, ze 3, d(t)® = (> in d(t))?.
9. Dokéizte, ze ][, t = ndm/2,
10. Dokazte, ze pre IubovoIné n € N plati d(n) < d(2" —1).

11. Dokéazte, ze ak f: N — N je multiplikativna funkcia a g: N — C je uplne multiplikativna
funkcia, tak zlozenie g o f je tiez multiplikativna funkcia. Platilo by to, ak by sme
pozadovali iba aby g bola multiplikativna?
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3.3 Eulerova funkcia

3.3.1 Eulerova funkcia, Mald Fermatova veta

Definicia 3.3.1. Nech m € N. Ako ¢(m) oznafime polet €isel z mnoziny {1,2,...,m}
nesudelitelnych s m. Funkciu ¢ nazyvame Fulerova funkcia.

Priklad 3.3.2. ¢(1) =1

p(12) = 4, pretoze ¢isla neprevySujice 12, ktoré si s ¢islom 12 nesidelitelné si prave
1,5,7,11.

Ak p je prvocislo, tak ¢(p) = p — 1, lebo ¢isla 1,2,...,p — 1 st nesidelitelné s p.

Tiez plati p(p*) = p* — p*~1, pretoze s ¢islom p* st stidelitelné prave nasobky ¢isla p.
Tych je medzi ¢islami {1,2,...,p*} prave pF~1.

Pretoze pozndme hodnotu ¢(p®) pre lubovolné prvocislo p, ak je funkcia ¢ multiplika-
tivna, tak vieme podla lemy z kanonického rozkladu ¢isla n vyrdtat hodnotu ¢(n).
Podme sa preto poktsit ukazat, ze funkcia ¢ je multiplikativna.

Veta 3.3.3. FEulerova funkcia ¢ je multiplikativna.

Dékaz. Prelubovolné k € N ozna¢me My, = {a € {1,2,...,k}; (a, k) = 1}. Pri tomto oznaceni
plati p(k) = [My].
Nech m,n € N a (m,n) = 1. Chceme ukazat, ze p(m.n) = ¢(m).p(n). Na to staci najst
bijekciu f: My, x M, = M.
Nech (a,b) € My, X My, t.j. (a,m) =1a (b,n) =1, prifom a < m a b < n st z Ny. Podla
¢inskej vety o zvyskoch existuje jediné x € {0,1,...,mn — 1} také, Ze
z=a (modm),

x=b (mod n). (3:4)

To znamena, ze x = km + a = In + b pre nejaké k,[ € Z.
Vsimnime si, ze
(x,m) = (km +a,m) = (a,m) =1,
(z,n) = (In+b,n) = (byn) =1.

Méme teda (z,m) = (x,n) = 1 (pozri lemu [2.1.11)), a teda aj (z,mn) = 1. To znamen4, Ze
x € My, a zobrazenie f mdzeme definovat tak, ze dvojici (a,b) € M, x M, priradi rieSenie

sustavy (3.4).

Podla ¢inskej vety o zvyskoch existuje ku kazdej dvojici (a,b) € M,, x M, prive jedno
rieSenie, preto f je prosté zobrazenie.

Zobrazenie f je aj surjektivne. Nech (z, mn) = 1. Polozme a =  mod m, b =z mod n.
Pretoze * = km + a, dostdvame (a,m) = (km + a,m) = (z,a) = 1. Podobne sa overi, Ze
(b,n) = 1. Teda (a,b) € M, x M, a je zrejmé, ze f(a,b) = . O

7 predchadzajicej vety a z lemy dostaneme potom

Veta 3.3.4. Nech n=pi"...pp* je kanonicky rozklad cisla n. Potom

o =TL0r ) =nIT (1~ 1), 5

i=1 i=1
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Iny spbsob, ako dokazat predchadzajuci vysledok, je pouzit princip zapojenia a vypojenia
(cvicenie . Dalsi mozny dokaz mozete najst v [Cl.

Teraz ukazeme Eulerovu vetu, ktora hovori o sivise Eulerovej funkcie s niektorymi kon-
gruenciami. Na jej dokaz pouzijeme jednu pomocni lemu a Mald Fermatovu vetu. Pre Mala
Fermatovu vetu poskytneme 3 dokazy, jeden z nich je algebraicky, druhy by sme mohli nazvat
Lteoreticko-Ciselny“ a treti je kombinatoricky.

V.

Lema 3.3.5. Nech p je prvocislo a nech 1 <i<p—1. Potom p | (IZ’), Cize

(I.)) =0 (mod p).

7

Doékaz. 7 kombinatorického vyznamu ¢isla (’; (pocet i-prvkovych podmnozin ubovolnej p-
prvkovej mnoziny) vyplyva, Ze je to celé éislo)'| Mame vyjadrenie

(1) -t

Prvocislo p deli ¢itatel tohto zlomku, ale nedeli jeho menovatel, lebo vSetky ¢isla v menovateli
st mensie ako p. Z toho vyplyva, ze p | (?). 0O

Iny dokaz tejto lemy (hoci zdkladn4 idea je do znac¢nej miery podobnd) je v cviceni

Lema 3.3.6. Nech p je prvocislo. Potom
a? =a (mod p) (3.6)
pre kazZdé celé cislo a.

Dékaz. Pre kazdé prvoéislo p madme (—a)? = —a? (mod p), Cize stadi overit platnost kon-
gruencie pre a > 0. Uvedena kongruencia zrejme plati pre a = 0, a = 1. Pre ostatné a ju
mozeme dokazat indukciou vzhladom na a.

Predpokladajme, Ze a > 0 a plati a? = a (mod p). Z binomickej vety méme (a + 1)P =

e

(’Z’) a'. Pouzitim lemy [3.3.5| dostaneme

0

K2

(a+1)P=a’+1=a+1 (mod p).
O

Veta 3.3.7 (Mala Fermatova veta). Nech p je prvocislo a nech a je celé ¢islo také, Ze p{ a.
Potom
a?”” ' =1 (mod p) (3.7)

Doékaz. Tvrdenie malej Fermatovej vety vyplyva z lemy a z toho, ze (a,p) = 1. O

Dékaz. Pocet prvkov grupy (Z, \ {0},®) je p — 1. Podla Lagrangeovej vety rad kazdého
prvku tejto grupy deli p — 1. Teda a® = 1 (mod p), pre nejaké ¢ | p — 1, a preto aj a?~* =1
(mod p). O

ny spésob ako dokdzat, ze (2) je celé ¢islo pre ITubovolné pripustné n a k je indukciou pomocou zndmeho

vatahu ("f1) = (")) + (7).

46

{euler:EQFERM1}

{prelitc:EQFERM}



Kombinatoricky dokaz lemy[3.3.6, Nech p je prvocislo. Budeme pocitat ofarbenia néhrdel-
nika pozostavajuceho z p guli¢iek a farbami. (Farby sa mo6zu opakovat. Pozri obr. )
Najprv majme nahrdelnik rozopnuty. Potom méame af roéznych ofarbeni. Ako uvidime
o chvilu, budi sa nam hodit tie ofarbenia, ktoré pouzivaju aspon dve rézne farby. Takychto
ofarbeni je prave
al — a.

(Vynechali sme a moznych ofarbeni jedinou farbou.)

Ak uvazujeme zopnuty nahrdelnik, je logické povazovat za rovnaké tie ofarbenia, ktoré sa
lisia iba otocenim. Pre dané ofarbenie nahrdelnika mame p moznych otoceni — inak povedané,
ofarbenie zopnutého nahrdelnika zodpoveda p moznym ofarbeniam rozopnutého nahrdelnika.
Ak by sa nam podarilo dokézat, Ze Tubovolné dve ofarbenia vzniknuté otocenim su rozne,
rozdelili by sme takto a? — a ofarbenim do skupin po p (kazda skupina je reprezentovand
jednym ofarbenim zopnutého nghrdelnika), ¢ize

pl|af —a.

Uvazujme teraz, ¢i otoCenim niektorého ofarbenia obsahujiceho aspon 2 farby moézeme
dostat opéat rovnaké ofarbenie. Predpokladajme, ze otocenim o k pozicii dostaneme rovnaké
ofarbenie. Pretoze niektoré dve susedné gulocky maji roznu farbu, nemoéze ist o otocenie o
jedinu poziciu. Ak rovnaky ndhrdelnik dostaneme otoCenim o k pozicii, znamena to, prva
gulocka mé rovnakd farbu ako (k + 1)-vé, druhd rovnaki ako (k + 2)-hé, atd.

Zvolme najmensie mozné také k € N. Tvrdime, Ze k | p. Ak by to tak nebolo, mali by
sme p = ck — r pre nejaké ¢, r € Z také, ze 0 < r < k. (Pouzili sme trochu zmenené tvrdenie
vety o deleni so zvyskom — namiesto zvysku po deleni ¢islom k berieme rozdiel p a tohoto
zvysku.)

Rovnost ¢k = p + r ndm vsak hovori, Ze c-krat opakovanym pootocenim o k pozicii
dostaneme presne to isté, ¢o jedinym otocenim o r pozicii. Teda ani otocCenie o r pozicii
nemeni ofarbenie. Stcasne vsak 0 < r < p, ¢o je spor s vyberom k.

Vidime, Ze k | p a 1 < k < p, ¢o nemdze nastat, lebo p je prvocislo. O
o L
L L
L
L L
L L

Obr. 3.1: Ofarbenie zopnutého nahrdelnika a 5 ofarbeni rozopnutého nahrdelnika, ktoré mu
zodpovedaju

Poznamenajme, ze obratenie malej Fermatovej vety neplati. Existuje nekonecne vela zlo-
zenych &sel, ktoré tiez spliiaju kongruenciu pre kazdé a. Tieto ¢isla sa nazyvaju abso-
litne pseudoprvocisla alebo Carmichaelove ¢isla (pozri [AGP [CPL [HW], [KS| [V]). Najmensie
Carmichaelove c¢islo je 561 = 3 - 11 - 17.
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Pomocou malej Fermatovej vety teraz dokazeme Eulerovu vetu. Pri dokaze pouzijeme
nasledovny postup: Tvrdenie najprv overime pre prvocisla, potom pre mocniny prvocisel a
nakoniec pre lubovolné ¢isla — tie m6zeme dostat ako sucin ¢isel tvaru p®. Pri overovani
Eulerovej vety pre mocniny prvocisel bude uzitocna nasledujtca lema.

Lema 3.3.8. Nechn € N a p je prvocislo. Akn =1 (mod p®), tak n? =1 (mod p*+!).
Doékaz. Cheeme ukazat, ze p®*1 | n? —1. Pouzijeme rovnost n? —1 = (n—1)(1+n+...+nP~1).
Podla predpokladu méme p* | n — 1.
Stucasne plati
n®* =1 (mod p)

pre vSetky k = 0,1,...,p — 1. (Tieto kongruencie dostaneme jednoducho umocnenim kon-
gruencie n = 1 (mod p), ktord vyplyva z n = 1 (mod p®).) Séitanim tychto kongruencii cez
vsetky £k =0,1,...,p — 1 dostaneme

l+n+...+n771 =0 (mod p),

inymi slovami p | 1 +n + ... +nP7L.
Celkovo teda dostaneme p®™ =p®.p| (n—1)(1+n+... +nP71)=nP — 1. O

Veta 3.3.9 (Eulerova veta). Nech a,n € N si také, Ze (a,n) = 1. Potom
a?™ =1 (mod n).

Dokaz. Pripad, ze n = p je prvocislo je uz rozrieseny vo vete V tomto pripade totiz
plati p(n) =p— 1.

Nech teraz n = p®, kde p je prvoéislo. Teraz mame ¢(n) = p® —p®~t = (p — 1)p*~ L.
Z vety vieme, ze a?~! = 1 (mod p). Opakovanym pouzitim lemy (resp. indukciou)
potom dostaneme a®~DP" " =1 (mod p%).

Nech teraz n = p{* ...pp*. Pre kazdé i = 1,2,...,k mame a?®") =1 (mod pi*). Z toho
vyplyva

a?™ = (q?®N)Pe(/PI) =1 (mod p).
Podla ¢éinskej vety o zvyskoch existuje jediné m € {0,1,...,n—1} také, ze m =1 (mod p;*)
pre kazdé i. Zrejme m = 1 spliia tito kongruenciu. Ukdzali sme vak, Ze ju spiiia aj a®(™,
preto
a?™ =1 (mod n).

O

Nasleduju dva dalsie ,algebraické“ dokazy FEulerovej vety, ktoré st podstatne jednoduch-
sie.

Dokaz. Nech ay, ..., a,(,) st vietky ¢isla z mnoziny {1,2,...,n} nesidelitelné s n. Pretoze
(a,n) = 1, plati aj (aag,n) = 1 pre vSetky k = 1,2,...,¢(n). Navyse, podla vety
ziadne dve z ¢isel aay, ..., aa,(,) nie st kongruentné modulo n. St to teda tie isté cisla ako
ai, ..., 0p(n) len inak usporiadané. Preto plati

a1...0pm) = 00471 ... A0y, (mod n)
ay...G0yp(n) = a‘P(")al - Qip(n) (mod ’I’L)
Kedze (ai . ..au(m),n) = 1, mdzeme opéf pouzit vetu a dostaneme

a?™ =1 (mod n).
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Dékaz. Mnozina redukovanych zvyskovych tried modulo n tvori grupu (Veta . Pocet
prvkov tejto grupy je ¢(n). Preto rdd kazdého prvku tejto grupy musi byt delitelom éisla
©(n), z ¢oho dostévame, ze

a?™ =1 (mod n)

pre kazdé a nestudelitelné s n. O

Veta 3.3.10. Pre lubovolné prirodzené cislo n plati
Z o(d) =n.
d|n

Dékaz. Podla lemy je funkcia g(n) = -, ¢(d) multiplikativna, a teda staci dokdzat
uvedenti rovnost pre mocniny prvocisel.
Ak n = p*, kde p je prvoéislo, tak mame

gn) =)+ o) +...00") =1+p—1+...+p" —p" 1 =p" =n.

Ukédzeme si este jeden dokaz vety [3:3.10] ktory nevyuziva lemu [3:2.4]

Dékaz. Oznacme A := {1,2,...n} a Ag = {k € A;(k,n) = d}. Takymto spdsobom sme
rozlozili mnozinu A na viacero podmnozin. MnoZina Ay je neprazdna iba vtedy, ked d | n.
Preto plati |A| = >"| A4l
d|n
Mnozina A4 obsahuje také ¢isla, Ze (k,n) = d, ¢o je podla lemy ekvivalentné
S tym, ze (%, %) = 1. NavySe existuje bijekcia medzi ¢islami k | d spliiajtcimi (k,n) = d a
cislami j | % takymi, Ze (j, §) = 1. Preto |A4| = {j < 5 (j, %) =1}=9¢p (%) Z toho vyplyva

n=14=3¢(5) =Y ¢l@.

d|n dln

Teraz dokazeme vysledok L. Eulera, ktory sme spominali pri Fermatovych ¢islach.

Veta 3.3.11 (Euler). Ak p je prvocislo a p | Fy,, tak p je tvaru p = k2™ 4+ 1 pre nejaké
ke N.

Dékaz. Nech p | F,,, = 22" +1. Ozna¢me r rad &isla 2 v grupe (Z,\ {0}, ®); t.j. r je najmensie
¢islo také, ze 2" =1 (mod p) alebo ekvivalentne p | 2" — 1.

Podla Lagrangeovej vety rad kazdého prvku grupy deli pocet jej prvkov. Preto r | p — 1,
¢ize p = kr + 1 pre nejaké k € N.

Ukézeme rovnost r = 2™*1 7z ¢oho uz vyplyva tvrdenie vety.

Najprv si vSimnime, ze

2m,+1

pl22" —1=(22" —1)(2¥" +1),
z ¢oho vyplyva, ze r < 2+t a p | 2mHL,

Teda r musi byt mocnina 2. Aby sme ukdzali, Ze ¢islo r neméze byt mensie ako 2m+!
stacf overit, ze pt 22" — 1.

Ak by platilo p | 22" — 1, tak aj p | 2 = (22" +1) — (22" — 1), &ize p = 2, ¢o je spor s tym,
ze p deli nepéarne c¢islo F,. O
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Definicia 3.3.12. Nech a,n € N a (a,n) = 1. Potom najmensie také &islo k, ze a* = 1
(mod n), sa nazyva exponent ¢isla a modulo n.

Existencia Cisla k v predchadzajicej definicii vyplyva priamo z Eulerovej vety. Exponent
¢isla @ modulo n je vlastne rad prvku @ grupy redukovanych zvyskovych tried (Veta .
V dokaze vety sme vlastne ukédzali, Ze exponent ¢isla 2 modulo p je 2™+,

Zakladné vlastnosti exponentu st zhrnuté v nasledujicej vete.

Veta 3.3.13. Nech a,n € N st nesudelitelné a nech k je exponent ¢isla a modulo n. Potom
(i) Cisla 1,a,a?,...,a*" 1 si nekongruentné modulo n.
(ii) Ku kaZdému s € N existuje r € {0,1,2,...,k — 1} také, Ze a® = a” (mod n).

(iii) Ak a®* =1 (mod n) pre nejaké s € N, tak k | s. Specidlne plati k | o(n).

3.3.2 Wilsonova a Lagrangeova veta

Kongruenciu tvaru f(z) = b (mod m), kde f je polyném n-tého stupna s celo¢iselnymi
koeficientami, nazyvame kongruenciou n-tého stupna. Uz sme sa zaoberali kongruenciami
prvého stupna — linearnymi kongruenciami. Videli sme, zZe linedrna kongruencia moze mat
viac nez jedno riesenie. Teda vo vSeobecnosti nie je pravda, ze kongruencia n-tého stupna ma
najviac n rieseni. Ukazeme vsak, ze ak ide o kongruencie modulo p, kde p je prvocislo, tak
toto tvrdenie plati.

Veta 3.3.14 (Lagrangeova veta). Ak f(z) = a2 + ap_12" 1 + -+ + ag je polyném s
celociselngmi koeficientami, p je prvocislo a p t an, tak kongruencia f(x) = 0 (mod p) md
najviac n (navzdjom nekongruentngch) riesent.

Fkvivalentne, ak tdto kongruencia md viac ako n (navzdjom nekongruentnych) riesend,
tak p deli vsetky koeficienty polyndému f(x).

Dokaz. Matematickou indukciou.

Pre n = 1 sme uz tvrdenie dokézali. V tomto pripade mame totiz linedrnu kongruenciu
ax +b =0 (mod p). Ak p 1 a, ¢ize (a,p) = 1, podla vety ma tato kongruencia jediné
rieSenie (az na kongruenciu modulo p).

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n — 1. Nech by xq, ..., x, bolo n+1 réznych rieseni
kongruencie f(z) =0 (mod p). Méme

f@)—f(zo) = Z ak(a:k—xlé) = (z—x9) Z ak(xk71+xk72a:o—|—xk73x%+. . .—|—x§_1) = (z—x9)g(x),
k=1 k=1

kde g(x) je polyném stupiia n — 1 s vedicim koeficientom a,, .

Dostévame (z; — 2¢)g(z;) =0 (mod p) a g(z;) =0 (mod p) pre kazdé i = 1,...,n. Cize
g(z) =0 (mod p) m4 n rieSeni, z ktorych ziadne 2 nie st kongruentné modulo p, ¢o je spor
s indukénym predpokladom. O

Podéme este jeden dokaz Lagrangeovej vety. Pripomenme najprv jeden vysledok o deter-
minantoch z linedrnej algebry (pozri [Kor, Priklad 6.2.17(2)]).

Tvrdenie 3.3.15 (Vandermondov determinant). Nech x1,...,x, si prvky pola F'. Potom

n—1
1z ... .
1 a9 ... 207
2 = H (xj — ;).
.................. I<isi<n
n—1 = =
1 =z, T,

50



Specidlne dostdvame, Ze ak x; # x; pre vsetky i # j, tak Vandermondov determinant je
nenulovy.

Dékaz Lagrangeovej vety. RieSenia kongruencie f(z) =0 (mod p) jednojednoznacéne zodpo-

vedaji rieSeniam rovnice g(x) = 0 v poli Z,, kde g(z) méa koeficienty b; = a; mod p,
1=0,1,...,n.

Predpokladajme, Ze 1, . .., Z,41 sS4 navzadjom rozne rieSenia rovnice g(z) = 0 v Z,. Potom
koeficienty bg, by, ..., b, si riesenim sustavy

b + byt by =0
b + by 12y by =0

bpap iy +bp1@ 1+ b =0

Vsimnime si, ze matica tejto sistavy je prave Vandermondova matica prislichajica prvkom
T1,...,Tnt1- Jej determinant je teda nenulovy. Z toho vyplyva, ze tato stistava ma iba nulové
rieSenie a b; = 0 v Z,, pre vSetky i. Pretoze a; mod p = 0, mdme p | a;. O

Veta 3.3.16 (Wilsonova veta). Cislo p je prvocislo prdve vtedy, ked plati kongruencia
(p—1!'=-1 (mod p). (3.8)

Aj pre Wilsonovu vetu uvedieme 3 dokazy, jeden z nich bude algebraicky, druhy bude
vyuzivat Lagrangeovu vetu a treti z nich by sa dal nazvat kombinatoricky.

Dokaz. Tahko overime, ze tvrdenie vety plati pre p = 2. Vo zvysku dokazu uz budeme
predpokladat, ze p > 2.
Vieme, ze Z,\ {0} tvori vzhladom na ndsobenie grupu, ¢ize ku kazdému prvku existuje
inverzny prvok. T.j. ku kazdému a € {1,...,p — 1} existuje b také, ze ab =1 (mod p).
Sktisme najprv zistit, ktoré prvky si inverzné sami k sebe (idempotentné). Musi pre ne
platit

a>=1 (mod p)
a>—1=(a—1)(a+1)=0 (mod p)

To znamend, ze si¢in a —1 a a+ 1 v Z, je 0. Pretoze (Z,,+,-) je pole (a teda nemd delitele
nuly), dostaneme a —1 = 0 (mod p) alebo a+1 =0 (mod p), ¢ize mame iba 2 idempotentné
prvky: a =1,p — 1 (mod p).

Ostatné prvky {2,...,p — 2} moZeme teda usporiadat do dvojic tak, ze ab =1 (mod p)
pre kazdu dvojicu. Sacin tychto prvkov modulo p je teda 1. Preto

p—-D'=1l(p—1)=-1 (mod p).

Nepriamo. Nech p je zlozené ¢islo, p = m.n, 1 < m,n < p.
Ak by platilo (p—1)! = —1 (mod p), tak plati aj (p —1)! = —1 (mod n), lebo n | p. Cislo
n sa vSak vyskytne ako jeden z Cinitelov v stiine (p —1)! =1.2...(p—1), preto (p —1)! =0
(mod n), ¢o je spor.
[
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Dokaz. Uvazujme polyném

p—1

flz)=aP"t —1- H(a:—m).

m=1

Stupen tohoto polynému je nanajvys p — 2. Podla malej Fermatovej vety su vsetky cisla
x=1,2,...,p— 1 rieSeniami kongruencie f(z) =0 (mod p), preto podla Lagrangeovej vety
p deli vSetky koeficienty polynému f. Teraz si stac¢i vSimnuf, ze absolutny ¢len polynému f
jo —1 — (—1)PL(p— 1)L

Opacni implikdciu sme ukézali v predchadzajicom dokaze. O

Uvedieme este jeden ddkaz pochadzajici z ¢lanku [Gup], mozete ho néjst aj v [KLSZ,
s.83].

Ako M (n,r) oznacime systém vSetkych usporiadanych r-tic Hy, ..., H, spliiajicich tieto
podmienky:
(a) Pre vietky i = 1,...,7 je H; #0 a H; C{1,2,...,n}.
(b) Mnoziny Hy,..., H, st po dvoch disjunktné, t.j. H; N H; = () pre i # j.

(c) QlHi:{172,...7n}.

Symbolom B(n,r) budeme oznacovat pocet prvkov mnoziny M (n,r).

Cisla B(n, ) tizko stvisia so Stirlingoviimi ¢islami druhého drubu. Ako S(n,r) sa oznacuje
pocet rozkladov n-prvkovej mnoziny na r (neprézdnych) podmnozin. Vidime, Ze jediny rozdiel
oproti nasej definicii je teda ten, Ze nezalezi na poradi mnozin Hi, ..., H,; teda B(n,r) =
r1S(n,r). Je mozné, ze so Stirlingovymi ¢islami (a takisto s Bellovymi ¢islami, ktoré vyjadruji
pocet vSetkych rozkladov n-prvkovej mnoziny), ste sa uz stretli na inych prednéskach.

Najprv uvedieme 2 rekurentné vztahy, ktoré platia pre ¢isla B(n,r). Podobné vztahy
platia aj pre S(n,r); pozri cvifenie 21| v tejto kapitole.

B(n,r)=r(B(n—1,7r)+ B(n—1,r — 1)) (3.9)
n—r+1 n
B(n,r) = B(n—k,r—1) (3.10)
2 ()

Vztahom a okrajovymi podmienkami B(n,n) = nl, B(n,1) = 1 st urc¢ené vsetky hod-
noty B(n,r).

Na overenie vztahu si sta¢i rozdelit prvky M (n,r) na také, ktoré obsahuji mnozinu
{n} a také, ktoré ju neobsahuji. Mame r moznosti, do ktorej mnoziny bude patrit prvok n.
Ak rozklad obsahuje ako jednu z mnozin mnozinu {n}, tak ostatné prvky musia byt rozdelené
do ostatnych r — 1 mnozin, takychto (usporiadanych) rozkladov je B(n—1,r—1). V opacnom
pripade je prvok n vo viac nez jednoprvkovej mnozine, preto ostatné prvky rozdelujeme do
r mnozin (nejaké prvky musime pridat aj do tej mnoziny, ktora obsahuje n). To zodpovedd
¢lenu B(n — 1,7) vystupujicemu v (3.9).

Pri druhom uvedenom vztahu sme rozdelili prvky M (n,r) podla toho, kolkoprvkovd je
mnozina H;. Tadto mnoZina nemdze mat viac ako n—r+1 prvkov (pretoze mnoziny Ho, ..., H,
su neprazdne). Ak obsahuje k prvkov, tak méme (Z) roznych sposobov, ktorymi mozeme
vybrat tychto k prvkov. Ak sme uz vybrali k-prvkovi mnozinu H;i, tak zvysnych n — k
prvkov mozeme rozdelit do mnozin Ho, ..., H, prave B(n — k,r — 1) sposobmi.

Pomocou a moézeme ukazat nasledujicu lemu.

Lema 3.3.17. Nech p je prvocislo. Potom
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(i) p| B(p,r) pre vsetky r > 2,
(ii) p| Blp—1,7) 4+ (=1)" pre vsetky r také, e 1 <r <p—1.

Dékaz. (i) Ak r > 2, tak v sCitujeme len cez k < p Podla lemy st vsetky sc¢itance
v su delitelné cislom p.

(ii) Indukciou vzhladom na r. Ak r = 1, tak mdme B(p — 1,r) = 1, ¢iZe uvedené tvrdenie
hovori, ze p | 1 — 1 = 0, ¢o je skutoéne pravda.

Predpokladajme teraz, Ze toto tvrdenie plati pre r — 1, &ize p | B(p— 1,7 — 1) + (=1)"" L.
Stcasne vieme, ze B(p,r) =r(B(p — 1,7) + B(p — 1,r — 1)). Podla ¢asti (i) plati p | B(p,r)
a, kedze p t r, dostaneme p | B(p — 1,7) + B(p — 1,7 — 1). Z toho dostaneme

pl[Bp—17)+Bp-1r-1)]-[Blp-Lr-1)+(-1)""=Bp-1r)+(-1)".
O

Dokaz Wilsonovej vety. Vyplyva z lemy [3.3.17| — stac¢i zobrat r = p — 1 a dostaneme
p|Blp—1,7)+(=1)" = (p— 1!+ (—1)?7}, z Coho mame (p — 1)! = —1 (mod p). (Ak p je
nepdrne, tak (—1)? = —1; ak p =2, tak 1 = —1 (mod p).) O

Wilsonovu vetu mozno pouzit na dokaz jedného zndmeho vysledku o kvadratickych zvys-
koch.

Definicia 3.3.18. Cislo ¢ sa nazyva kvadraticky zvysok modulo n, ak existuje také = € Z,
ze
> =¢q (mod n).

Veta 3.3.19. Ak p je prvocislo tvaru p = 4k + 1, tak —1 je kvadraticky zvysok modulo p.

Doékaz. Podla Wilsonovej vety mame

1...(p—1)=1...2k(2k+1)... 4k =1...2k(=2k)...(-1) =

3.3.3 Asymptotické spravanie Eulerovej funkcie

Pri funkcidch o(n) a d(n) sme sa pozreli na to, ako sa spravaji pre n idiice do nekonecna
(vety |3.2.11} [3.2.12] a 3.2.13)). Sktisme sa pozriet aj na funkciu ¢(n).
Spravime aspon jednu jednoduchti vec — porovnanie oproti funkcii n.

Veta 3.3.20.
lim sup M =1
n— 00 n
lim inf ﬂ =0

n—00 n
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Dékaz. Dokaz prvej ¢asti je jednoduchy: Staéi si uvedomit, ze ak n je prvodéislo, tak p(n) =
n — 1, ¢ize
) 1
n o n’

Prvocisel je nekonecne vela, nasli sme podpostupnost, ktora konverguje k jednotke.

Stcasne mame p(n) < n, z ¢oho limsup,, ,. p(n)/n < 1.

Podobne pre limes inferior je trividlne, ze liminf, , ¢(n)/n > 0, lebo p(n) > 0. Na
to, aby sme ukézali, Ze limes inferior je skutoCne rovné nule, by sa nam hodila nejakd po-
stupnost prirodzenych ¢isel, kde p(n) je relativne malé. Skisme sa pozrief na &isla tvaru
ng = p1p2 . ..pk. Pre takéto ¢isla mame

(1) (3 ()62

Pretoze rad ) é diverguje, z vety dostaneme, ze

9] 1 ' k 1
[I(1-=)=lim 1——)=0.
Dj k:—)oojzl pj

j=1

To znamena, ze prava strana predoslej rovnosti konverguje k nule pre k — oo.

Nasli sme teda rastiicu postupnost ny takad, ze klim %
—00 v

0. O

o) _

= 0, z ¢oho vyplyva lim inf
n—oo
Cvicenia
1. Néjdite vSetky n také, Ze a) ¢(n) = §; b) ¢(n) = ¢(2n); c) v(n) = 12.

2. Dokéazte vztah (3.5) pomocou principu zapojenia a vypojenia.
Dokazte, ze 343 | 2147 — 1.

LS

Dokézte, ze ak p je prvodcislo, tak (a + b)? = aP + b (mod p).

5. Nech p je neparne prvoéislo. Dokdzte, ze 1P~ +2P~1 + . .+ (p—1)P~1 = —1 (mod p)
alP+2P+ ... 4+ (p—1)P =0 (mod p).

6. Dokézte, ze 17 1 5n? + 15 pre Tubovolné n € N.

7. Cisla ktoré spliiaju kongruenciu pre nejaké konkrétne ¢islo a nazyvame pseudopr-
vocisla pri bize a. Dokazte, ze ak n je neparne pseudoprvocislo pri baze 2, tak aj
m = 2" — 1 je pseudoprvodislo pri béze 2. (Teda existuje nekonecne vela neparnych
pseudoprvodisel pri baze 2.)

8. Dokazte, ze ak p je prvocislo a Mersennove ¢islo M, = 2P — 1 je zlozené, tak M, je
pseudoprvodislo pri baze 2.

9. Ak p je neparne prvoéislo, dokézte pomocou Malej Fermatovej vety, ze 2 = —1
(mod p) m4 riesenie prave vtedy, ked p = 1 (mod 4). Pouzitim tohoto vysledku ukazte,
e vietky nepéarne prvoéiselné delitele &isla n?+1 st tvaru 4k+1 a Ze existuje nekonecne
vela prvocisel takéhoto tvaru.

54



10. Ak p je neparne prvocislo, dokazte, ze 12-3% - .- (p—2)2 = 22.42 ... (p—1)% = (—1)(P+1)/2
(mod p).

11. Dokéazte: Ak p je prvoécislo a h +k = p — 1, tak hlk! = (=1)¥*1 (mod p).

12. Ukéazte, Ze pre binomické koeficienty plati z(f) = p(’i’:ll). Vyuzite tito rovnost na iny

dokaz lemy
13. Nech p je prvoéislo tvaru 4k + 3 a nech p | a® + b?. Dokézte, ze potom p deli &fsla a a b.

14. Nech a,n € N a a > 2. Dokézte, ze a* = 1 (mod a™ — 1) prave vtedy, ked n | k. Dalej
ukazte, ze n | p(a™ —1).

15. Dokézte, Ze 21 | 3n” + 7n® + 11n pre Iubovolné n € Z.

16. Dokézte, ze 10 | 3*"*2 + 1 pre n € N.

17. Dokézte vetu

18. Nech a(n) = ((n — 1)1)2 mod n a b(n) = ((n — 1)! + 1)> mod n. Dokédzte, ze f(n) =
na(n) + 2b(n) je vzdy prvodislo, pri¢om kazdé prvocislo mozno ziskat v takomto tvare.
(Hint: Skuste vyuzit Zze ((p — 1)!)? = p (mod 0) préve vtedy, ked p je zloZené a ((p —
1)1)2 = p (mod 1) prave vtedy, ked p je prvoéislo. Tento fakt sa d4 lahko odvodit
z Wilsonovej vety.)

19. Vypoéitajte posledné tri cifry desiatkového zapisu &isla 77740

20. Dokézte, ze (5% + 3,5% + 1) = 14.

21. Dokézte, ze pre Stirlingove ¢isla druhého druhu platia rovnosti S(n, k) = kS(n—1,k)+
Sn—1,k—=1)a S(n, k)= _, k""™S(m—1,k—1).

22. Aky je vztah medzi ofarbeniami n-prvkovej mnoziny pouzitim k farieb (pricom nemu-
sime pouzit vSetky z nich) a jej rozkladmi na k mnozin. Dokazte, ze k™ = 25:1 B(n,r) (’;)
Odvodte z tohoto vztahu a z lemy [3.3.17] Malt Fermatovu vetu. Obrétene, pouzitim
postupu z ,nahrdelnikového dékazu“ Malej Fermatovej vety dokédzte, ze p | B(p,r) pre
r>2.

3.4 Mobiova funkcia

Definicia 3.4.1. Pre Iubovolné prirodzené ¢islo n definujeme Mdébiovu funkciu p predpisom

1, akn=1;
u(n) =< (=1)", akn=p;...p, je sucin navzdjom roznych prvocisel
0, inak.

Vidime, ze p(n) # 0 prave vtedy, ked n je ¢islo bez kvadratickych delitelov.
Lema 3.4.2. Funkcia p je multiplikativna.

Dékaz. Nech a, b st prirodzené ¢isla, (a,b) = 1. Ak je niektoré z nich ndsobkom Stvorca, tak

p(ab) = p(a)p(b) = 0.
Ak si obe ¢isla bez kvadratickych delitelov, tak ani ab nemé kvadratické delitele. (Kvad-
raticky delitel by mohol vzniknit jedine z prvocisel obsiahnutych v kanonickych rozkladoch
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oboch ¢isel, ¢o nie je mozné, pretoze ¢isla a a b st nestdelitelné.) Oznacme k pocet prvoéisel-
nych delitelov ¢isla a a [ pocet prvociselnych delitelov &isla b. Dostavame u(ab) = (—1)F+ =
(=D*(=1)" = pla)p(d). O

Veta 3.4.3. Nech f je multiplikativna funkcia a nech n = pi* ... pp* je kanonicky rozklad
¢isla n > 1. Potom
Zu = (1= f(p1) - (1= f(pw))-

Dékaz. Funkcia pu(n)f(n) je multiplikativna (sic¢in 2 multiplikativnych funkcif). Potom aj
funkcia g(n) = >, u(d)f(d) je multiplikativna (lema , teda je jednoznacne urcend
svojimi hodnotami pre mocniny prvocisel.

Takisto lahko vidno, Ze funkcia na pravej strane rovnosti, ktori sa snazime dokazat, je
tiez multiplikativna. Preto na dékaz rovnosti tychto dvoch funkcii staci overit, Ze sa rovnaja
pre mocniny prvocisel.

Ak n = p¥, kde p je prvocislo, tak g(n) = p(1)f(1) + u(p)f(p) + ... + p(P*) f(*) =
1—f(p)+0+...+0=1~- f(p). O

Ing dékaz. Z definicie Mobiovej funkcie vyplyva, ze v suéte > din w(d) f(d) budi nenulové len
¢leny prislichajice delitelom tvaru d = p;, ...p;, (pre ostatné delitele je pu(d) = 0). Kazdy
takyto delitel prispeje k celkovej sume hodnotou (—1)%f(p;,) ... f(p:.). Je zrejmé, ze rovnaki
sumu dostaneme roznasobenim pravej strany dokazovanej rovnosti. O

Ak za multiplikativnu funkciu f zvolime v predchadzajicej vete f(n) = 1 resp. f(n) = -,
tak dostaneme

Dosledok 3.4.4.

I akn=1,
dz:d:{ [ 1(1—}%), inak.
7 vety potom mame
Dosledok 3.4.5.

d
=D

d|n

Uz vieme, Ze ak f je multiplikativna funkcia, tak aj funkcia g(n) = >_4,, f(d) je multip-
likativna. UkdZeme ako pomocou Mdobiovej funkcie a tzv. Dirichletovej konvolicie (Dirichle-
tovho sicinu) mozeme z funkcie g vyjadrit funkciu f.

Definicia 3.4.6. Dirichletova konvolicia (Dirichletov sicin) aritmetickych funkcii f a g je
funkcia
=> f(d)g (E) :
d
d|n
Tuato definiciu moézeme ekvivalentne prepisat aj takto: f*xg(n) = > f(a)g(b).

ab=n

Hoci sme na to explicitne neupozornili, s Dirichletovym stc¢inom sme sa uz stretli. Napri-
klad Dosledok vlastne hovori, Zze ¢ = p * idy.
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Takisto vyraz Y f(n), s ktorym sme sa uz viackrat stretli, sa da zapisat ako f xu, kde u
d|n
je funkcia definovana ako u(n) = 1 pre vSetky n € N.
Désledok [3:4.4)ndm hovori, Ze uxu = I, kde I oznac¢uje multiplikativnu funkciu definovani
ako I(1) =1 a I(n) =0 pre n # 1. Je pomerne lahké zistit, Ze plati f « I = f.

Veta 3.4.7 (Mobiova inverzia). Ak g(n) = Y. f(m) pre lubovolné n, tak

m|n

o)=Y ulm)g (=) = > n (=) glm).

Dokaz. Druha rovnost je zrejmé. Pocitajme

S oumg () = D ulm) D fk) = 3 ulm)fk) = Y Sk) Y ulm) = f(n)
k|2

m|n m|n * mk|n k|n m| ¢

(Pri vypocte sme pouzili zdmenu poradia sumdcie a v poslednej rovnosti désledok ) O

Veta 3.4.8 (Mébiova inverzia). Ak f(n) = > p(Z)g(m), takg(n) = Y. f(m)= > f(Z).

Dokaz. Opét pouzijeme podobny vypocet ako v predchiadzajicom dokaze.

S () = S () ot = a0 S w () = gt
m|n m|n k|3 kln

O

Napriklad z désledku a vety dostaneme, ze n = -, ¢(d), cize dostévame
dalsi dokaz vety [3.3.10
Tvrdenia viet [3.4.7) a [3.4.8 mozeme pomocou Dirichletovho stcinu zapisat takto:

g=[f*u = [f=upxg,
f=nxg = g=fxu.
Ak uverite (pripadne overite), Ze Dirichletov stGéin je asociativna operécia (cvicenie [1)),

tak s vyuzitim vlastnosti pxu = I a I x f = f mdzeme dokaz tychto viet zapisat velmi
elegantne:

g=fxu = grp=(fru)xp=fx(urp)=f+I=f
f=g*u = [ru=(gxp)rxu=gx(p*ru)=gxI=g

Mnohé dalsie vlastnosti a aplikdcie Dirichletovho stc¢inu mézete najst v kapitole knihy
[Ap], ktora je venovand aritmetickym funkcidm. (V knihe [Ap|] zvolil autor taky pristup, ze
najprv zavedie Mobiovu funkciu a dokaze viaceré vlastnosti Dirichletovho siicinu — medzinym
vety [3.4.7 a[3-4.§ — a vela vlastnost{ ostatnych aritmetickych funkeif dokazuje prave pouzitim
poznatkov o Mébiovej funkeii a Dirichletovom si¢ine.)
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Cvicéenia

1.

Dokazte, ze Dirichletov sucin je asociativna operécie, t.j. pre Iubovolné aritmetické
funkcie méame f * (g * h) = (f * q) * h.

Dokazte, ze ak f a g st multiplikativne funkcie, tak aj Dirichletov sicin f * g je mul-
tiplikativna funkcia.

fyin Yo n 12 (d)
Dokézte, Ze i =3 4, R

Dokazte, Ze 3, p(d) = u%(n).

Nech g(n) = }‘_[ f(d). Dokézte, ze f(n) = }|—[ g (%)”(d) = }|_[ g(d)/ D),

Dokazte, ze existuje multiplikativna funkcia g taka, ze plati
- n
DS m) =3 1 (5)

k=1
pre kazdu funkciu f.

Pomocou cvicenia [6] dokazte

> (kn)u((k,n)) = p(n).

k=1
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Kapitola 4

Kvadratické kongruencie

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat riesitelnostou kongruencii tvaru

z?=a (mod p),
kde p je nepdrne prvocislo, p > 2. (Pripad p = 2 sme vynechali pretoZe ten je skutoc¢ne
trividlny.)

Touto témou sa zaoberalo mnoho vyznamnych matematikov. L. Eulera priviedol k zaklad-
nym vysledkom o kvadratickych kongruenciach vyskum Fermatovych ¢isel. Z dalsich znadmych
mien moézeme spomenut C. F. Gaussa alebo A.-M. Legendra. Do urcitej miery moézeme me-
dzi priekopnikov tejto oblasti ratat aj Fermata, hoci pojem kvadratického zvysku nepouzival,
mnoho z jeho vysledkov sa da interpretovat ako vysledky o kvadratickych zvyskoch.

4.1 Kvadratické zvysky

Definicia 4.1.1. Nech n { ¢g. Potom sa ¢islo ¢ sa nazyva kvadraticky zvysok modulo n, ak
existuje také x € 7Z, ze
2> =¢q (mod n).

V opac¢nom pripade hovorime, ze q je kvadraticky nezvysok modulo n.
‘Budeme pouzivat aj strucnejsi zapis: ¢Rn znamené, Ze q je kvadraticky zvysok modulo n
a gRn znamend, ze q je kvadraticky nezvySok modulo n.

Priklad 4.1.2. Pokuisme sa néjst vsetky kvadratické zvysky modulo 7. Plati
1’=1 (mod7) 2°=4 (mod7) 3°=2 (mod7).
Dalsie &sla uz v podstate netreba sktsat, pretoze
42=(-32=3"=2 (mod7) 5°=(-2%?=2=4 (mod7) 6*=(-1)?’=1*=1 (mod7).
Kvadratické zvysky modulo 7 sui teda 1, 2 a 4.

Definicia 4.1.3. Mnozina ¢isel nq, ..., ny ) sa nazyva redukovany zvyskovy systém modulo
n ak su tieto ¢isla reprezentantmi vsetkych redukovanych zvyskovych tried modulo n.

Ekvivalentne: Je to takych ¢(n) Cisel, Ze ziadne dve z nich nie si kongruentné modulo n
a navyse kazdé z nich je nesudelitelné s n.
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Veta 4.1.4. Nech p > 2 prvocislo. Lubovolny redukovany zvyskovy systém {a1,...,ap—1}
modulo p obsahuje % kvadratickych zvyskov a prl kvadratickych nezvyskov modulo p.

182

Kvadratické zvysky st prdve tie ¢isla, ktoré si kongruentné s cislami 12,22, ..., (%) .
Doékaz. Vsimnime si, ze pre Iubovolné celé éisla plati a® = b (mod p) prave vtedy, ked
a = b (mod p) alebo a = —b (mod p). Uvedend rovnost je totiz ekvivalentnd s rovnostou

(a—0b)(a+b) = 0v Z,. Pretoze Z, je pole, plati tdto rovnost iba vtedy, ked niektory z prvkov
a—bjea+bje0vZ,, cozodpovedd kongruencidm a —b =0 (mod p) a a+b=0 (mod p).
(Iny moZny argument je pozriet sa na a = b (mod p) ako na kongruenciu s nezndmou a a
vyuzit to, ze podla Lagrangeovej vety mé najviac dve rieSenia.)

Reprezentantov aq, ..., a,—1 redukovanych zvyskovych tried méZeme rozdelit na dvojice
prvkov, ktoré po umocneni na druht davaji rovnaky zvysSok po deleni p. KedZze sme roz-
delili p — 1 prvkov na dvojice prislichajice rovnakému zvysku Stvorca, vSetkych moznych
kvadratickych zvyskov je prave %1.

Takisto je vidno, ze z dvojice ¢isel, ktorych druhd mocnina dava rovnaky zvysok po deleni
p, je jedno nanajvys % a druhé je vacsie nez p—;l. 7 toho vyplyva druhd cast tvrdenia. [

Dékaz prvej ¢asti (o pocte kvadratickych zvyskov) sa d4 preformulovat ako dosledok vety
o faktorovom izomorfizme, ked sa pozrieme na situaciu v grupe Z; = Z, \ {0}.

Dokaz. Lahko sa ukdze, Ze zobrazenie @: Z; — Zy, ¢: a a? je homomorfizmus. (Presnejsie
by bolo napisat p(a) = a® mod p, pre zjednodusenie sa tvarme, Ze vietky vypocty robime
modulo p.) Prvky podgrupy Im ¢ st presne kvadratické zvysky modulo p.
Podla vety o faktorovom izomorfizme mame Im ¢ = Z; / Ker . Speciélne pre pocty prvkov

mame

Im | = pr-1

[T |Ker p|
Stadi si teda uvedomit, ze mnoZina Ker ¢ je dvojprvkova. Rovnost Kerp = {+1} sa ukdze
pomocou podobného argumentu, ako sme pouzili v predoslom dokaze. O

4.2 Legendrov symbol

Definicia 4.2.1. Ak p je prvocislo a a je celé Cislo, tak Legendrov symbol (“) definujeme

p
nasledovne:
1 ak aRp,
a -
() =< —1 ak aRp,
b 0 akp|a.

Niekedy sa pouziva aj oznacenie (a|p).

p

Priklad 4.2.2. (1) =1, (3) = -1, () =1, (£) =1

Vo vete [3.3.19| sme ukézali, Ze (%) =1 pre prvoéisla tvaru 4k + 1.

V dalsom uvedieme viacero vysledkov, ktoré sa daju pouzit na vypocet Legendrovho
n

symbolu (;) pre dané n a p.

Veta 4.2.3 (Eulerovo kritérium). Nech p > 2 je prvocislo. Potom pre vsetky n plati

(5)

= (mod p).

Il
S
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Dékaz. Ak p | n, tvrdenie vety je zrejmé.
Ak p t n, tak podla Malej Fermatovej vety mame

p|np_1—1:(np771—1)<n%+1).

Potom p deli niektory z vyrazov n'r + 1, cize n"r = +1 (mod p). Teda vyraz, o ktorom

chceme ukézat, ze sa rovna (%) skuto¢ne nadobida len hodnoty 1 a —1. Treba este ukazaft,

ze 1 to bude prave vtedy, ked n je kvadraticky zvysok modulo p.
Ak n je kvadraticky zvysok, tak existuje x také, ze n = 22 (mod p), z ¢oho potom
dostaneme -
nz =2P"'=1 (mod p)
(opét sme pouzili Mali Fermatovu vetu). Teda pre kvadratické zvysky mé tento vyraz sku-
tocne hodnotu 1 (modulo p). Stcasne vieme z Lagrangeovej vety (Veta, ze kongruenciu
in_l =1 (mod p) moze spliiat najviac p—;l ¢isel. KedZe kvadratickych zvyskov modulo p je
, tito kongruenciu uz nespliiaji ziadne iné &sla. Pre kvadratické nezvysky teda plati
np 1 = —1 (mod p). O

Priklad 4.2.4. (2)=4*=2-4=1 (mod 7)

Zakladné vlastnosti Legendrovho symbolu st zhrnuté v nasledujtcej leme:

Lema 4.2.5. Nech p je nepdrne prvocislo a a,b € Z. Potom

(i) a=b (mod p) = (%) — (%)

Dokaz. Ak a = b (mod p), tak a je kvadraticky zvySok prave vtedy, ked b je kvadraticky
zvySok. (2° = a (mod p) & 2> = b (mod p))

(v) VypTyva z . az . O

Lema 4.2.5(}iii) vlastne hovori, Ze pre pevné p je funkcia a — (%) uplne multiplikativna.

Na jej urcenie nam stac¢i poznat prvociselné hodnoty.

Tiez si mbzete vSimnut, ze tato cast lemy vlastne hovori, Ze: stic¢in dvoch kvadratickych
zvyskov je kvadraticky zvysok, sucin zvysku a nezvysku je nezvysok, sucin dvoch nezvyskov
je zvysok. Mozete sa skusit zamysliet nad tym, ¢i by ste tieto veci vedeli dokazat priamo, bez
pouzitia Eulerovho kritéria.

Teraz sa pokusime zistit, kedy st ¢isla —1 a 2 kvadratickymi zvyskami.

Nasledujice tvrdenie vyplyva priamo z Eulerovho kritéria. Jeho prvi ¢ast sme uz dokazali

vo vete [3.3.191
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Tvrdenie 4.2.6. Pre kaZdé nepdrne prvocislo plati

()=

Teda —1 je kvadraticky zvysok modulo p ak p = 4k + 1 a kvadraticky nezvysok modulo p ak
p =4k + 3.

Pomocou predchadzajiceho tvrdenia mézeme ukazat, ze existuje nekonecne vela prvocisel
tvaru 4k + 1.

Tvrdenie 4.2.7. Ezxistuje nekonecne vela prvocisel tvaru 4k + 1.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, ze by q1, . . ., g, boli vSetky prvocisla, ktoré maju po deleni
4 zvy$ok 1. Polozme N = 4¢?q3...q2 + 1. Potom N je neparne zlozené é&islo a ¢; 1 N pre
i1=1,2,...,n. Teda N nemé ziadny prvocinitel tvaru 4k + 1.

Na druhej strane, ak p je prvoéislo také, Ze p | N, tak (2q1...¢,)%> = —1 (mod p). Teda
—1 je kvadraticky zvysok modulo p a podla tvrdenia maé p tvar 4k + 1. Spor. O

Takisto zistit, kedy je 2 kvadraticky zvysok, nie je prilis zlozité.
Tvrdenie 4.2.8. Nech p > 2 je prvocislo. Potom

(2)-e

Teda 2 je kvadraticky zvysok pre prvocisla tvaru 8k =+ 1 a kvadraticky nezvysok pre prvocisla
tvary 8k &£ 3.

A v . s . —1 .7
Dokaz. Uvazujme nasledujicich 5= kongruencii:

p—1=1(-1)" (mod p)
2=2(-1)* (mod p)
p—3=3(-1)> (mod p)
4=4(-1)* (mod p)

-1
r= Z’TH)(?*U/Q (mod p)

pricom r je (v zavislosti od parity p2;1) bud p — p—;l alebo %.
Vsimnime si, ze na lavej strane sme dostali vSetkych % parnych ¢isel 2,4,...,p—3,p—1
medzi 1 a p (aj ked sd trochu poprehadzované).

Vynésobenim tychto kongruencii dostaneme

2.4. 6 e (p — ]_) = <p;1> !(_1)1+2+--.+(P*1)/2 (mOd p)

Plati 1 +2+...+ 25t = 1ecl(e2l 4 1) =

2

o(p—1)/2 (p;l), = (p;l>!(1)(1’21)/8 (mod p).

—1p+1 2_1 )
p % = pT. Dostévame teda

N|—=
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Pretoze p t (pT_l)!, vyplyva z toho

(2> —9r-1)/2 = (_1)(1)2—1)/8 (mod p).
p

Lahko overfme, 7e ak p = 8k=1, tak éislo L5 = S4h7H0k — 8k2-49) je parne a ak p = 8k=+3,
tak p28,1 _ 64k2:|:848k+8 —8k2+6k+1 je nepérne. -

Priklad 4.2.9. Prvodéislo 7 spliia predpoklady predchédzajiceho tvrdenia — je tvaru 8k — 1.
Skutoé¢ne 2 je kvadraticky zvySok modulo 7, pretoze 32 = 2 (mod 7).

Opét moézeme tento vysledok pouzit na dokaz existencie nekonecne vela prvocisel v istej
aritmetickej postupnosti.

Tvrdenie 4.2.10. Ezistuje nekonecne vela prvocisel tvaru 8k 4 7.

Dékaz. Sporom. Nech qy, .. ., g, st vietky prvoéisla tvaru 8k+7. Polozme N = (4q1qz ... q,)*—
2. Vidime, ze 2 je kvadraticky zvysok modulo N, teda kazdy prvociselny delitel ¢isla N musi
byt tvaru 8k + 7 alebo 8k + 1. Stcasne vidime, ze N = 2(8] + 7) pre vhodné [, ¢o nemdze
nastat ak by vSetky neparne prvociselné delitele ¢isla N mali tvar 8k + 1. Teda N méa aspon
jedného prvociselného delitela tvaru 8k + 7.

Stcasne viak N =2 (mod ¢;) pre i = 1, ..., n, ¢ize Ziadne z prvocisel tvaru 8% + 7 nedelf
N. Dostali sme hladany spor. O

Nasledujicu vetu sme spominali v stvislosti s Mersennovymi ¢islami. Pred jej dékazom
pripomenme, Ze vSetky prvociselné delitele M, = 2P — 1, kde p je prvoéislo, si tvaru kp + 1

(tvrdenie [3.1.15)).

Veta 4.2.11. Ak p = 4k + 3 je prvocislo, k > 1, tak g = 2p + 1 je prvocislo prave vtedy, ked
2p+1|M,=2° - 1.

Dokaz. Nech g = 2p+1 je prvocislo. Pretoze 2p+1 = 8k+7, ¢islo 2 je kvadraticky zvySok
modulo 2p + 1. Existuje teda z také, ze 22 = 2 (mod 2p + 1) z ¢oho dostaneme na zaklade
Malej Fermatovej vety 2¢ = 2?7 = 297! =1 (mod q), ¢o znamena, %e q | 2P — 1 = M,,.

Ak 2p + 1| M,, tak vSetky prvociselné delitele ¢isla 2p + 1 sd stiasne delitelmi M,
¢ize podla tvrdenia [3.1.15]sa tvaru kp + 1. Jediné moznosti st 2p + 1 a p + 1, pricom parne
¢islo p+ 1 nemdze delit nepéarne ¢islo 2p + 1. Teda 2p + 1 skutoCne nema vlastné delitele. [

Uzito¢nym prostriedkom pri vypocte (%) je aj Gaussova lema. Jej dokaz do istej miery
pripomina postup z dékazu tvrdenia [1.2.8|
Veta 4.2.12 (Gaussova lema). Nech p > 2 je prvocislo a pt a. Nech m je pocet tjch cisel z
mnoziny {a,2a,3a, ..., %a}, ktorych zvysok po deleni p je vicsi nez §. Potom

5)-tor

A A vz . PR 1 N .
Dokaz. Dokaz spociva vo vyjadreni stcinu S = a-2a - 3a--- 55=a modulo p dvoma réznymi

2
spOsobmi. Zrejme
S = alr=1/2 (p_ 1)!
2

Na druhej strane kazdé z ¢isel ka, k = 1,2,..., % sa dé vyjadrif v tvare sp + z, kde z
p—1

je niektory z prvkov mnoziny {#1,42,...,+25=}. (Prvky tejto mnoziny sa niekedy zvykni
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nazyvat najmensie zvysky modulo p.) Zvysok z bude zdporny prave pre tie ¢isla, ktorych
zvySok po deleni p je vicsi ako £, ¢ize prave pre m cisel. Pritom ziadne dve z ¢isel ka nie
st kongruentné modulo p a takisto nemoéze nastat situdcia kya = —kga (mod p). V takomto

, " . . . , . -1
pripade by totiz platilo p | k1 + k2, €o je v spore s tym, ze ki, kp € {1,2,..., 55~}

To znamen4, ze medzi najmensimi zvySkami ¢isel ka sa vyskytnil vSetky ¢isla 1,2, ..., 1’2;1,
z nich m so zapornym a ostatné s kladnym znamienkom. Z toho dostaneme
S=(-1) 5 ' (mod p),
z ¢oho vyplyva a?~1/2 = (=1)™ (mod p). O
Vsimnime si, Ze mnozina {£1,+2,..., :I:p—;l} pouzitd v predchddzajicom dokaze tvori

redukovany zvyskovy systém.

Veta 4.2.13. Pre c¢islo m z Gaussovej lemy plati

- ZH od 2)

Teda
(r=1)/2
a Do L2k
DREERS
p
Pre nepdrne a plati
(p=1)/2
a > %]
Z ) = (_1) k=1 .
p
Dokaz. Zaujimajt nas zvysky cisel ka, kde k =1,2,..., 1’2;1, po deleni prvocislom p.

Podla lemy [I.3:3] plati

{MJ _ {QV}fJ, ak 0 < {28} < L;

k k
p 219 +1,  ak 5 <{%}.
7Z toho vyplyva, ze ¢islo LQ;fkj je parne ak 0 < {%k} < % a neparne v opac¢nom pripade.

Podla vety o deleni so zvyskom plati ak = g -p-+7k, z ¢oho {%’“} = {qk+%} = {%} = %.

Teda %’“ > % prave vtedy, ked rp, > £. Cislo m z Gaussovej lemy je teda prave pocet tych
2ak

cisel, pre ktoré je LTJ neparne, z ¢oho uz vyplyva tvrdenie vety.

Pre neparne a mame

(16 6)-(5)-(5)-0 (3)-(5)

(Pre nepérne a je ¢islo azﬂ celé.) Uz sme ukézali, Ze Legendrov symbol na pravej strane tejto

rovnosti sa rovna

(p—1)/2
Z L(EZP)J
S =T
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Sumu v exponente tohto vyrazu mdzeme upravit ako

p—1 p—1 p—1 p—1 p—1

N B (DR N

k=1 k=1 k=1

7 toho dostaneme

(p—1)/2 (p—1)/2

a teda

O

Priklad 4.2.14. Zvysky c¢isel 4, 4-2 a 4-3 po deleni 7 st po rade 4, 1 a 5. Z nich % presahuju
len ¢isla 4 a 5. Dostdvame m = 2, teda (2) = (—1)? = 1.

Ked sa ten isty vyraz pokisime vyjadrit pomocou vety [4.2.13] tak dostaneme | 2]+ 18]+
|Z]=1+2+3=6a (%) =(-1)°=1

4.3 Zakon kvadratickej reciprocity

Nasledujica veta je dost dolezita. Ako zaujimavost mozeme spomentt, Ze je zndmych cez 200
dokazov tejto vety — pozri http://www.rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/fchrono.html
alebo [Lem?2].

Veta 4.3.1 (Gaussov zdkon kvadratickej reciprocity). Ak p a g si rézne nepdrne prvocisla,

tak
(p) (q) = (—1)P~DaD/4,
q p
Doékaz. Skﬁsme vyrdtat pocet vSetkych dvojic (z,y) € N x N takych, ze 1 < x < % a
1 <y < 45=. Mnozinu tychto dvojic oznacme S. Ich pocet je samozrejme Z5~ ! q21 MozZeme

ho vsak Vyjadrlt aj inym sposobom.

Tieto dvojice rozdelime na dve ¢asti. Nech S1 = {(x,y); gz > py} a So = {(z,y); gz < py}.
Skutocne plati S; U Sy = S, pretoZe neexistuje dvojica (z,y) € S také, ze gr = py (ak plati
tato rovnost, tak ¢ | y a p | ). Uveden4 situécia je zndzornend na obrazkoch a

Lahko zistime, ze

p—1
< | k
si-E %)
k=1 p
%

k
s-E )
k=1 q
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A
-+ ° ° ° °
e ° ° ° °
-+ ° ° ° °
| | | L
i i i —>
p—1
2
p=T7,9q=5

Obr. 4.1: Tlustracia dokazu zdkona kvadratickej reciprocity, pripad p =7, ¢ =5

Preto

p—1 =1

2 qu 2 {ka p—1g—1
> |4 x| 2] -2
k=1 {p = L4 2 2

(p=1)/2 (a=1)/2
[22) >k
(7]_) k=1 (7]_) k=1 — (f1>(P*1)/2‘(Q*1)/27

() (-

Tym je uz dokaz skoro hotovy, az na jednu drobnost — v skuto¢nosti sme pocitali pocet
mrezovych bodov v o ¢osi va&Som utvare neZ je nas obdlznik - pribudne k nemu eSte ma-
licky trojuholnik. (V pripade, Ze p > ¢ je tento trojuholnik nad obdlinikom, pozri obrézky.)
Podme sa teda presvedcit, ze tento trojuholnik je skutoc¢ne natolko maly, ze neobsahuje ziadne
mrezové body.

Predpokladajme, Ze p > ¢. (Zostavajuci pripad je symetricky.) Potom bod ((p—1)/2, (¢ —
1)/2) lezi pod priamkou gz = py, pretoze

p—1 q—1 P—q
2 " )—plZ—)="">0.
(7)o () =t

Ném staci ukazat, ze body s vac¢sou y-vou siradnicou uz pod touto priamkou nelezia. Oc¢ividne
to stac¢i ukazat pre bod ((p—1)/2,(¢—1)/2+1) s y-ovou stradnicou o jedna vysSou. Skutocne

p—1 q—1 —q—p
) —p(ft—+1)= 0
o(P5) ot ) =i <

a teda v trojuholniku, ktory sme pridali, nie st ziadne mrezové body. O

Lahko vidno, ze zakon kvadratickej reciprocity mozeme ekvivalentne preformulovat takto:
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Obr. 4.2: Tlustracia dokazu zakona kvadratickej reciprocity, pripad p =13, ¢ =5

A
-1 [ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J
q—1
el o ° °
-1 [ J [ J [ J
| | | | | | | >
[ [ [ [ [ [ [ -
p—1
2
p=13,q=5
Daosledok 4.3.2. Ak p # q su nepdrne prvocisla, tak
q p
s vynimkou pripadu, Ze p = q =3 (mod 4). (V tomto pripade (%) =— (%) 2
A
=1 | .
2

v

|
l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l
p—1

2

p=41,q="7

Obr. 4.3: Tlustracia dékazu zakona kvadratickej reciprocity, pripad p =41, ¢ =7

Priklad 4.3.3. Pokisme sa vypocitat (&) (a tym padom zistit, ¢i 219 je kvadraticky

383
zvySok modulo 383.)
Lahko zistime, ze 383 je prvocislo a 219 = 3 - 73. Mame teda

(5) - () (s):
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Teraz pouzijeme zdkon kvadratickej reciprocity

(35) = (52) o= (3) a1
(2)- () (2)- () (2) 20

V rovnosti (*) sme vyuzili to, Ze 73 je tvaru 8k + 1, ¢ize podla tvrdenia je 2 kvadraticky
zvysok modulo 73. To, Ze 9 = 32 je kvadraticky zvySok modulo 73 je zrejmé.

Priklad 4.3.4. Najdite vSetky neparne prvocisla p, pre ktoré je 3 kvadratickym zvyskom.
Podla zakona reciprocity mame

(2) - (g) (—1)P-D/2,

Pritom (Z) = 1 préve vtedy, ked p = 3k + 1. Podobne (—1)®~1/2 =1 préve vtedy, ked
p = 4l + 1. Ich sti¢in bude 1, ak st obidve 1 alebo obidve —1. Teda (%) je 1 prave vtedy, ked
p=3k+1=4l+1 alebo p =3k —1 =4l — 1 pre nejaké k a [. Celkovo teda dostavame, ze 3
je kvadratickym zvyskom prave pre prvoéisla tvaru p = 12k £+ 1. (Kvadratickym nezvyskom
bude pre p = 12k £ 5. Pre ostatné zvysky po deleni 12 dostaneme vzdy zlozené ¢islo.)

(V predchéddzajicom priklade sme ako jeden z medzivysledkov dostali (i) = 1. Skutocne

383
383 =12-32—1.)

4.3.1 Kvadratické zvysky a permutacie

Ked existuje také velké mnozstvo dokazov predchddzajicej vety, bola by hanba, keby sme
nespomenuli aspon jeden dalsi. Zakladna myslienka tohoto dokazu pochddza od E. 1. Zolo-
tareva, mozno ho néjst (s rdéznymi drobnymi obmenami) napriklad v [Lem2, Exercise 1.36],
[B] alebo tiez na na [PLAL [WIK].

Najprv potrebujeme pripomentut niektoré zakladné pojmy stuvisiace s permutaciami a ich
vlastnosti.

Ak M je koneénd mnozina, lubovolna bijekcia ¢p: M — M sa nazyva permutdcia. ZvycCajne
sa pracuje s mnozinou {1,2,...,n}, v nasledujicom dokaze vsak za¢neme od nuly, pre nds
teda M ={0,1,2,...,n}.

Permutécie zapisujeme v takomto tvare: (J 23 1), kde horné ¢islo vzdy predstavuje prvok
z M a dolné ¢islo jeho obraz.

Specidlny vyznam maji cykly — permutécie, ktoré cyklicky zobrazuji nejaké prvky z M
vzdy na nasledujici. Pouzivame zépis ¢ = (134), ktory znamend ¢(1) = 3, ¢(3) =4, p(4) =1
(a ostatné prvky tdto permutdcia nemeni).

Kazdd permutécia sa dd napisat ako zloZenie disjunktnych cyklov, napriklad (§3123 1) =
(14)(23).

Cykly dlzky 2 nazgvame transpozicie. Pretoze kazdy cyklus sa da rozlozit na transpozicie

(a1,...,apn) = (a1a2)(aras) ... (a1ay),

kazdi permutaciu mozno rozlozif na sucin transpozicii. Pre nés budua dolezité pojmy parita
permutécie a znamienko permutécie.

Definicia 4.3.5. Parita permutdcie — podla toho, ¢i je pocet tychto transpozicii parny alebo
nepdrny, hovorime o pdrnej alebo nepdrnej permutécii. (Parita permutécie je urcend jedno-
znacne.)

Znamienko permutdcie €(T) je 1 pre parnu a —1 pre neparnu permutdciu.

68



Plati teda ¢(7) = (—1)*, kde k je pocet transpozicii, na ktoré sa 7 da rozlozit.

Paritu a znamienko permutacie mézeme pocitat aj pomocou inverzii. Inverzia permutacie
je takd dvojica (p(i), (7)) pre ktora plati i < 7 a (i) > (j) (Cize tieto prvky maji
Lhespravne“ poradie.)

Permutdcia je parna prave vtedy, ked ma parny pocet inverzii, preto (1) = (—1), kde i
je pocet inverzii permutacie 7.

7 toho, ako sa parita d& vyjadrif pomocou poctu transpozicii, okamzite vidime uzitoéni
rovnost

e(T o)) = e(7).€().

Lema 4.3.6 (Zolotarevova lema). Nech p je prvocislo a m € Z, \ {0}. Ako 7, oznacme
permutdciu k — mk mnoZziny {0,1,2,...,p—1} (pricom mk znamend ndsobenie v Z, \ {0}).

Potom plati
m
— | = €(Tim)-
(5) <

Dokaz. Permutécia 7, evidentne ponechdva prvok 0 na mieste, staci si teda vsimat, ako
poprehadzuje ostatné prvky.

Vieme, 7e pre cyklus o dizky k je e(o) = (—1)*~'. Nech rdd prvku m v grupe (Z, \ {0}, -)
je i. Potom permutacia 7,, pozostava z pr.l disjunktnych cyklov diiky i, a teda plati e(7,,) =
(—1) (e=1)(i=1)

Ak i je parne, tak m? = —1 v Z, (Cize m2 = —1 (mod p)), z ¢oho dostaneme
<m> =m'T = (m%)P;1 = (—1)¥ =e(rm) (mod p).
p

(T;) =m'T = (m)"T =1=c(r,) (mod p).

KedZe obe d¢isla, (%) aj (1), mozu nadobidat iba hodnoty +1, tak akondhle st kon-
gruentné modulo p, musia sa uz rovnat. O

Priklad 4.3.7. p =5, m =
p=5m=2 7= (3131
p:5am:4a Tm:(g}l%g
p:3,m:2’7-m:(8%%)
Dokaz zikonu reciprocity pomocou Zolotarevovej lemy. Budeme uvazovat permutaciu 7 mno-
ziny M ={0,1,2,...,pg — 1} uréeni predpisom

T(kp+ 1) = (kp + rq) mod pq,

kde kp + r je vyjadrenie lubovolného ¢isla z M pomocou vety o deleni so zvyskom, ¢ize také
vyjadrenie, ze 0 <7 <pa 0 <k <gq.
Najprv si ozrejmime, ze takto definované 7 je skuto¢ne permutacia M. Predpokladajme,

ze
kp+rq=Fkp+r'q (mod pq)
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pre nejaké 0 < 7,1’ <pa 0 <k k' <q. Potom

kp=k'p (mod q),
rq=1'q (mod p).

a podla vety [3.1.9]
k=k (mod q),

/

r=7r" (mod p).

Zistili sme, Ze r a r’ st také ¢isla 0 < r,r’ < p, Ze p | r —r’. To je mozné jedine pre r = 1.
Zdovodnenie, ze k = k' je tplne analogické.

Vidime, ze 7: M — M je injekcia, pretoze M je konecnd, je to aj bijekcia.

Dokaz bude spocivat v tom, Ze dvoma roznymi spdsobmi vyjadrime znamienko tejto
permutécie.

Skuisme zapisat permuticiu 7 trochu inak. Je to vlastne preusporiadanie pg prvkov mno-
ziny M v poradi

0 q 2q (p—1)q

p pP+q P+ 2q p+(p—1)q

2p 2p +q 2p + 2¢q 2p+ (p—1)q
(g—=Dp (@—Dp+q (@—p+2¢ ... (¢—1Lp+(p—1)q

(Uvedené prvky ¢itame v porad{ zlava doprava; v kazdom riadku by mal byt zvySok daného
¢isla po deleni pq, pre stru¢nost ho vsak vynechavame. Mozno to brat tak, ze vSetky vypocty
robime v Zy,.)

Prvky v jednom stipci maji rovnaky zvysok modulo p. V Iubovolnom riadku mame vietky
mozné zvysky po deleni p. Mézeme poprehadzovat stipce tak, aby zvysky po deleni ¢islom
p isli v poradi 0,1,2,...,p — 1. Oznac¢me ako a permutéciu, ktorej zodpoveda takéto preu-
sporiadanie stipcov. Znamena to, ze v kazdom riadku sme urobili permutaciu zodpovedajicu
inverznej k permutacii 7, z lemy Tato permutécia jedného riadku pozostdva z rovna-
kého poctu transpozicii ako 7, teda mé aj rovnaké znamienko. Pretoze sme urobili g takychto

q
permutdcii, mame e(a) = €(74)? = (%) = (%). (Poslednd rovnost vyplyva z toho, Ze ¢ je
nepérne.)
Permutéacia « o 7 ma tvar
0 pky +1 pko + 2 pkp—1+p—1
D plk1+1)+1 (Pka +1) +2 plkp—1+1)+p—1
2p plk1+2) +1 (Pka+2)+2 ... plhp+2)+p—1
(¢—=Vp plkr+(g=1))+1 (Ph2+(@-1)+2 ... plhp1+(¢—1)+p-1

(Presnejsie, v tabulke by sme mali na kazdom mieste este urobit zvySok po deleni pgq, kvoli
struénosti sme ho vSak vynechali.)

Vsimnime si druhy stipec. Mame v fiom vetky &sla so zvyskom jedna po deleni p v poradi
L,p+1,2p+1,...,(¢g—1)p+1, ibaze cyklicky posunuté. Cize do spravneho poradia ich vieme
dostat pomocou cyklu dizky ¢. Podobne pre ostatné stipce. Permutdciu skladajicu sa z tychto
cyklov oznaéme . Pretoze cyklus nepéarnej dizky je parna permuticia, mame e(B) =1.
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Dostali sme teda o a o7 =idy, preto €(a).€(17) = 1, Cize

e(7) = ela) = (Z) .

Teraz sa pokiusime vyjadrit €(7) inym sposobom. Opét za¢neme takymto zdpisom permu-
tacie 7:

0 q 2q (p—1)q

p P+q P+ 2q p+(p—1)g

2p 2p +q 2p + 2¢q 2p+ (p— 1)q
(g—=Lp (@-Vp+q (—-1lp+2¢ ... (g—Lp+(p—1)q

Tentokrat viak nebudeme vymieniat riadky, ale stipce. Vimnime si, ze ¢isla v kazdom riadku
maju rovnaky zvysok po deleni g a ze sa vyskytuju vsSetky mozné zvysky. Zvysok v i-tom
riadku, je rovnaky ako zvysok ¢isla p.i. Pouzitim permutécie inverznej k 7, vieme preuspo-
riadat tieto zvysky do spravneho poradia. Podobnt permutdciu pouzijeme pre vietky stipce.

P
Dostaneme takto permutéciu v, ktorej znamienko je e(y) = (g) = (%). Ked ju zlozime s

T, mame
0 q 2q (p—1)q
gk, +1 qlki1 +1)+1 gqki+2)+1 ... qlki+p—1)+1
ko +2 g+ 1) +2 ke +2)+2 ... qlketp—1)+2
gkg-1+q—1 qlke1+1)+2 qglkg-1+2)+2 ... qlkg-1+p—1)+2

(V predchadzajicej tabulke sme opét vSade vynechali mod Pq.)
Opét pouzitim niekolkych cyklov dlzky ¢ dostaneme

0 q 2¢ ... (p—1)g

1 g+1 2¢+1 ... (p—1)g+1

2 q+2 2¢+2 ... (p—1)g+2
qg—1 2¢g—1 3¢q—1 ... pqg—1

(ZloZenie pouzitych cyklov oznacme §.)

Aké je znamienko permutéacie, ktorid sme takto dostali? VSimnime si, Ze Tubovolny prvok
tvori inverzie s prvkami, ktoré st od neho v tabulke napravo a nahor. Prvok v i-tom riadku
a j-tom stipci prispeje k poctu inverzif &slo (i—1)(j — 1). Pocet inverzii je teda

q

- = SN (& aa-Dpp-1)
3160 - 55 (5] (5 < e lete 20

i=1 j=1 0 j=0 i=0 =0

Z toho mame rovnost
e(foyor)= <p> e(r) = (—1)2la=Dpp=1)/4,
q

Ked pouzijeme prvé vyjadrenie pre e(7) a fakt, Ze p a ¢ si neparne (a (p—1)/2, (¢ —1)/2 st

celé) dostdvame
(P> <q> _ (—1)aDe-1/4
q p
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Mozno predchadzajici dokaz bude trochu jasnejsi, ak si ukdzeme v nom vystupujtice
permutécie na konkrétnom priklade. Skiisme p = 5 a ¢ = 3 (najmensi mozny zmysluplny
priklad). Permutécia 7 je potom

Zvysky v jednotlivych stipcoch po deleni 5 st 0, 3, 1, 4, 2 = permutdcia 73 mnoziny
{0,1,2,3,4}. Cize preusporiadanim stlpcov pouZitim inverznej permutécie k 73 dostaneme

0o 6 12 3 9
5 11 2 8 14
10 1 7 13 4

Aby sme dostali identickt permutéaciu, este treba prehodit prvky v prvom, druhom a Stvrtom
stipci, ¢o zodpoveds cyklom (1,11,6), (2,7,12) a (4,14,9). (St to cykly dizky 3, ¢ize parne
permutécie.)

Pri druhom vyjadreni sme si vSimli, ze zvysky v riadkoch po deleni 3 st 0, 2, 1, ¢ize ich
prehodenim dostaneme

0o 3 6 9 12
10 13 1 4 7

(Riadky sme vymenili permutdciou 75 mnoziny {0,1, 2}, 7 preto, ze 5 mod 3 = 2.)
Potom este treba ,zrotovat® riadky:

0 3 6 9 12
1 4 7 10 13
2 5 8 11 14

a dostaneme permutaciu, v ktorej vieme zratat pocet inverzii spésobom uvedenym v dokaze
(vSetky inverzie su také, Ze jedno z ¢isel je od druhého napravo a nahor).

4.4 Jacobiho symbol

Definicia 4.4.1. Nech P je nepérne ¢islo a P = py - ... p,, kde py1,...,p, st (nepdrne)
prvodisla. Potom Jacobiho symbol (%) je definovany ako

=) G- ()

Vsimnite si, ze prvocisla pq, ..., p, nemusia byt rozne — ak sa vyskytne nejaké prvocislo
viackrat, viackrat ho zaratame. V pripade, ze P je prvocislo, tak Jacobiho symbol je to isté
ako Legendrov symbol.

Z definicie vyplyva, ze Jacobiho symbol (%) je 0 pre m také, ze (m, P) > 1. Pre ostatné
¢isla m moze nadobuidat hodnoty +1.

Ak (m,P) = 1 a kongruencia 2> = m (mod P) mé rieSenie, tak (pm) = 1 pre vSetky

i =1,2,...,k, a teda (%) = 1. (Cislo 2 je totiz rieSenim vsetkjch kongruencii 22 = m

(mod p;).) Opacnd implikdcia vSak neplati, ako ukazuje nasledujuci priklad:
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Z 2 g) = (=1)(=1) = 1, ale 2 nie je kvadraticky

Priklad 4.4.2. Plati rovnost (Z) = (%) (2
zvysok modulo 15. (Kvadratické zvysky modulo 15 su 1, 4, 9, 10, 6.)

Ukéazeme niektoré zakladné vlastnosti Jacobiho symbolu. Ako uvidime, vela vlastnosti,
ktoré sme odvodili pre Legendrov symbol, plati aj pre Jacobiho symbol.

Lema 4.4.3. Nech P,(Q st nepdarne prirodzené c¢isla a a,b € Z. Potom

(i) a=b (mod P) = (&) = (&)

(v) Ak (b, P) =1, tak (%) ~ 1.
(vi) Ak (b, P) =1, tak (5°) = ($).

Dékaz. Nech P=p1...pm aQ =q1...qn, kde p;,q; € P.

i) a=b (mod P) = a=b (mod p;) = () = ;) (%) =(#)
(p) =114 (5) = [m 1 =1
ab

vil) vyplyva a (i)

O
Tvrdenie 4.4.4. Nech P je nepdrne prirodzené cislo. Potom
-1
) = (P12
(F)-cv
2 2
— (_1)(P*-1)/8
(2)=cv
Dékaz. Mame P = pq...p,. Tato rovnost moézeme prepisat ako
P=T[a+p-D)=1+> (i -1+ > (i —Dp;— 1) +...
i=1 i=1 i£j
Pretoze kazdé p; — 1 je parne, bude kazdy sucin 2 a viac takychto ¢isel delitelny 4. Preto
P—1=) (pi—1) (mod4), (4.1) {kxvadr:EQKONG1}
i=1
P-1 ;i — 1
— = > bi 5 (mod 2). (4.2)  {xvadr:EQKONG2}
i=1
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(;}) _ ﬁ(_l)(pi—n/z _ (c1)P-v,

i=1
Na dokaz druhej rovnosti mézeme pouzit podobny postup.

T T

PP=TJa+p-1)=1+> 0 -1+ > ] -1 -1 +...

i=1 i=1 i#]

Pretoze p; st nepérne, plat{ p7 — 1 = 0 (mod 8), preto vietky ¢leny obsahujice siin aspon
2 takychto vyrazov si delitelné 64. Z toho dostaneme

T

P -1= 2:(1022 —1) (mod 64),
i=1

P21 Gpr-1
3 EZ 3 (mod 8),
=1

(;) _ ﬁ(_l)(pf—l)ﬂ% _ (_1)(P2—1)/8

=1

2 2

2N _ _qpyeruss.
(P) (1)

Veta 4.4.5 (Zékon reciprocity pre Jacobiho symbol). Pre lubovolné nepdrne prirodzené ¢isla

P a Q plati
PN QN _ _ye-1@-1y/
() () =

Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme predpokladat, ze (P, Q) = 1. (V opa¢nom pripade
st obe strany rovnosti nulové.)
Nech P=p;...pma@Q =q1...qn, kde p;,q; € P (prvoéisla p; resp. ¢; nemusia byt nutne

rozne). Potom non N e
() (7) -1 (3) (32

i=1j=1

O

Teraz pouzijeme zdkon kvadratickej reciprocity na cinitele vystupujice v stcine na pravej
stane poslednej rovnosti. Mame

() (1) -
(B

rzzgpz %2 :<Zp2 ) qu2

i=1 j=1

7 ¢oho dostaneme

pre
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V dékaze tvrdenia sme ukézali (pozri rovnost (4.2)))

P—1 &pi—1
TEZ 5 (mod 2)
i=1

a takisto plati aj

Q-1 _§~¢-1
TEZ ]2 (mod 2).
j=1

7 toho dostaneme

P-1Q -1
r= TQT (mOd 2)
a 7z tejto kongruencie spolu s rovnostou (4.3 uz lahko vyplyva tvrdenie vety. O

Dosledok 4.4.6. Ak P # @ si nepdrne cisla, tak

PN\_ (€
Q) \P
7 1 S — = 0 P = — Q
s vynimkou pripadu, Ze P = Q =3 (mod 4). (V tomto pripade { 5 5).)

Jacobiho symbol casto umoznuje zjednodusit vypocet Legendrovho symbolu.

Priklad 4.4.7. S pouzitim Legendrovho symbolu mézeme trochu zjednodusit vypocty pou-
zité v priklade kde sme pocitali (%) (vSimnime si, Ze 383 je prvocislo ale 219 = 73 3).

219 | (383) onanr _ _ (383 __(383-219) _
383/ \219 o \219/) 219 N
(e (aay o ay o qay(a
219) 219 ) \219) 3)\73
Pritom (%) = (%) = —1 a opdtovnym pouzitim reciprocity dostaneme
0 (T3Y _(82) _(2:16) (2,
73) \41) \41) \ 41 ) \41) 7

lebo 41 ma tvar 8k + 1, teda 2 je kvadraticky zvysok modulo 41.
Celkovo teda dostavame
219
=) =1
383

V predoslom vypocte sme vyuzili rozklad 219 = 3 - 73. Pointa vypoctu Jacobiho symbolu
pomocou zdkona reciprocity je prave v tom, ze sa vieme vyhnuf hladaniu rozkladu na prvo-
¢isla. (To je dolezité hlavne ak chceme naprogramovat algoritmus, ktory takéto nieco pocita
— ndjst rozklad na prvodcisla je ndro¢nd opericia.) Lahko sa mozeme presvedéit o tom, Ze aj
bez pouzitia rozkladu moézeme Jacobiho symbol vyratat lahko.

()~ ()~ () () (3
(85)-- () - () - ) (&) O F) -
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(Ak sa na uvedeny vypocet pozerdme z hladiska ¢asovej zlozitosti algoritmu, tak sme pouzili
len delenie so zvyskom a vynatie ¢o najvyssej mocniny 2, ¢o si pomerne rychle operacie.
Pocet potrebnych krokov je asymptoticky taky isty ako pri rozsirenom Euklidovom algoritme
— snad z toho pripadu vidno, ze sa vypocet Jacobiho symbol na Fuklidov algoritmus dost
podoba.)

Uvedieme este jednu aplikdciu Jacobiho symbolu.

Tvrdenie 4.4.8. Nech a je celé cislo, ktoré nie je druhou mocninou celého cisla. Potom
existuje nekonecne vela prvocisel p, pre ktoré je a kvadraticky nezvysok.

Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme predpokladat, Ze a nemd kvadratické delitele (pozri
lema ) Nech teda a = 2%¢; . . . gy, pricom e € {0,1} a n > 1. (Pripad a = 2 oSetrime
zv1ast.)

Nech Iy, ...,I; st nejaké neparne prvocisla rézne od q; ...q, a s je kvadraticky nezvysok
modulo ¢,,. Uvazujme kongruencie

x=1 (mod ;) prei=1,2... ¢t
z=1 (mod 8)

z=1 (mod gj) prej=1,2....,n—1
x=s (mod qp)

Podla ¢inskej vety o zvyskoch existuje riesenie tejto sustavy, oznac¢me niektoré jej rieSenie
ako b.

Zrejme b je nepdrne. Z kongruencii b = 1 (mod l;) vyplyva, Ze v rozklade ¢isla b sa
nevyskytne ziadne z prvocisel [y .. .[;.

Pre Jacobiho symbol (%) dostaneme

=) () (%)
5 b b))\ 5 )
Pritom b je tvaru 8k+1, takze (2) = 1. Sucasne (b—1)/4 je parne, teda zo zdkona kvadratickej

reciprocity méme (%) = (5).

() ()-() () )--

Teda a je kvadraticky nezvysok modulo b, ¢ize aj modulo kazdé prvocislo p vystupujtce
v rozklade b. Pretoze p ¢ {ly ...l;}, pre kazdd dand koneénti mnozinu prvoéisel vieme takymto
sposobom najst nejaké dalsie prvocislo, modulo ktoré je a kvadraticky nezvysok. To znamena,
ze takychto prvodisel je skutocne nekonecne vela.

Zostava nam teda doriesit pripad ¢ = 2. Opétf uvazujme Iubovolni kone¢nii mnozinu
prvocisel {l,...,1;}, tentokrdt vSak navySe predpokladajme, Ze sa medzi nimi nevyskytne 3.
Ak polozime

b=8l...1; +3,

tak 2 je kvadraticky nezvysok modulo b a prvociselné delitele ¢isla b st rozne od [y, ..., ;. O

4.5 Kvadratické kongruencie modulo zlozené cisla

Najprv vyrieSime, aka je situdcia s mocninami prvocisel. Iny dokaz nasledujiicej vety mozete
ndjst napriklad v [Anl Theorem 9-6] alebo [LevIl Theorem 5-1].
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Veta 4.5.1. Nech p je nepdrne prvocislo, p { a a n > 1. Potom a je kvadraticky zvysok
modulo p" prdve vtedy, ked (%) =1.

Dékaz. Ak 22 = a (mod p"), tak aj 22 = a (mod p), netrividlna je iba opa¢nd implikécia.
T dokézeme indukciou vzhladom na n, pricom pre n = 1 zrejme plati. Treba teda ukéazaf,
ze ak aRp", tak aj aRp™t1.

Majme teda nejaké x také, ze

z?=a (mod p")

a (z,p) = 1. Potom plati »
T )

?=a+bp"™ (mod p
pre nejaké b € Z. Zvolme si ¢ tak, aby platilo 2¢ = —b (mod p"*1). Pretoze (2,p) = 1, také
¢ existuje podla vety [3.1.16] Potom médme

(x+cp") =2 +2cp" =a+bp" —bp" =a (mod p™™).
O

O tom, ako pri rieseni polynomialnych kongruencii prejst od prvocisel k ich mocninam
hovori Henselova lema, pozri napriklad [Ap, Theorem 5.30] alebo [Natl, Theorem 3.19]. MoZete
sa s nou stretnit aj na predmete Pocitacova algebra 2 [Gui].

Teraz sa pokiisme vyjasnit si situdciu s kvadratickymi zvyskami modulo 2™.

Tvrdenie 4.5.2. Modulo 2, 4 alebo 8 je jedinym nepdrnym kvadratickym zvyskom cislo 1.
Ak n > 3, tak existuje 23 nepdrnych kvadratickijch zvyskov modulo 2™ a si to prdve
c¢isla tvaru 8k + 1.

Dékaz. Prva cast tvrdenia mozeme overif priamym vypoctom.
Aby sme ukézali druht cast tvrdenia, skiisme najprv urcit pocet kvadratickych zvyskov
modulo 2". Pri tom ndm pomoéze, ak budeme poznat pocet roznych rieseni kongruencie

z2=1 (mod 2").

Ak plati 2" | 22 — 1 = (2 + 1)(x — 1), tak mame 2 moznosti. Bud je jedno z éisel x £ 1
kongruentné s 1 a druhé s 2™ — takto dostaneme riesenia +1. Druhd moznost je, ze st obe
¢isla parne. Pretoze ich rozdiel je 2, nem6zu byt obidve stcasne nasobkom vysSej mocniny
dvojky nez prvej. Teda jedno z nich musi byt delitelné 27—, &ize dostaneme dalSie 2 riesenia
27—1 4 1. Zistili sme teda, Ze vietky mozné riesenia st 1,271 &+ 1, pre n > 3 st tieto &isla
navzajom rozne.

Ak teraz a je neparny kvadraticky zvysok modulo 2", pocet rieSeni kongruencie

z2=a (mod 2")

je opét 4. Skutocne, ak mame dané jedno riesenie z, tak pre vsetky ostatné riesenia musi
platit 22 = % (mod 2"), a teda aj

(yz™)?=1 (mod 2"),

kde ! oznac¢uje inverzny prvok k y v grupe redukovanych zvyskovych tried modulo 2" (veta
3.1.11). Teda mame 4 r6zne moznosti pre yz !, ktoré nam daju 4 rozne rieSenia kongruencie
22 =a (mod 2").
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Vsetky nepéarne kvadratické zvysky modulo 2™ dostaneme tak, ze umocnime na druhu
vietky nepédrne ¢isla mensie ako 2™ (a urobime zvysSok). Kedze vzdy 4 z nich zodpovedaji
rovnakému zvysku, dostaneme celkovo 2"71/4 = 2773 kvadratickych zvyskov. Kedze uZ
vieme, ze kazdy kvadraticky zvySok musi davat po deleni 8 zvysok 1 a ¢isel tvaru 8k + 1
mensich ako 2" je prave 273, vidime, ze vetky z nich musia byt kvadratickymi zvyskami. O

Priklad 4.5.3. Zistite, ¢i 5 je kvadraticky zvysok modulo 44.

Vidime, ze n = 44 = 22 - 11, ¢&slo 5 je s tymto ¢slom nestdelitelné. Podla Cinskej vety
o zvyskoch staéi overif, ¢i 5 je kvadraticky zvySok modulo 22 a 11. Mame 5 = 1 (mod 4),
Cize ide o kvadraticky zvysok modulo 4 a

5Y_ (1) _ (1) _,
1) \5/) \5)
Teda 5 je kvadraticky zvySok modulo 44. (V tomto jednoduchom pripade by sme to samoz-
rejme vedeli aj uhadnut, lebo 72 =5 (mod 44).)
Cvicenia
1. Zistite, pre ktoré prvocisla plati (_73> =1 a pre ktoré (%) =—1.
2. Zistite, pre ktoré prvocisla plati (’76) =1.

3. Dokézte, ze 5 je kvadraticky zvysok pre prvocisla tvaru 10k + 1 a kvadraticky nezvysok
pre prvocisla tvaru 10k + 3.

4. Najdite neparne prvocisla p, pre ktoré 15 je kvadratickym zvyskom.

5. Zistite, ¢i st riesitelné kongruencie a) 2 = 3 (mod 31), b) z? =5 (mod 31), ¢) 2% =
631 (mod 1093).

6. Zistite, ¢i st riesitelné kongruencie a) x? = 17 (mod 29), b) 3z? = 12 (mod 23), ¢)
22% = 27 (mod 41).

7. Zistite, ¢i st riesitelné kongruencie a) 2% + 5z = 12 (mod 31), b) 22 =19 (mod 30).
8. Zistite, ¢i kongruencia 3z% + 6z +5 =0 (mod 89) m4 riesenie.
9. Aky je pocet rieSen{ kongruencif a) 22 =5 (mod 73), b) 22 =3 (mod 73)?

10. Aky je pocet rieSen{ kongruencif a) #2 = 226 (mod 563), b) 22 = 429 (mod 563)?

11. Dokézte, ze pre kazdé prvoéislo p ma kongruencia (22 —2)(z? —6)(22 —3) =0 (mod p)

rieSenie.
p—1 p—1 1
12. Dokézte, ze ak p je prvoéislo a p =4k + 1, tak > a (%) =0a Y, a= %.
a=1 a=1
(alp)=1

13. Ukézte, 7e pre lubovolné celé &islo n plati 1132 § n? + 11n + 2. (Hint: Nemalo by byt
tazké prist na to, Ze modulo 113 mame iba jedind moznost pre n.)

78



Kapitola 5

Hustoty podmnozin
prirodzenych cisel

V tvahéch o prvocislach sme uz hovorili o tom, Ze to ¢i je podmnozina prirodzenych cisel
wvelkd“ alebo ,mald“ moézeme posudzovat podla rozlicnych kritérii. Jednou z moznosti je
pouzit niektori z definicii hustoty — hustota je jednoducho funkcia, ktord priradi lubovolnej
podmnozine N redlne &islo z intervalu (0, 1), pricom vidsie ¢islo znamend v istom zmysle
vacsiu mnozinu.

Existuje viacero roznych druhov hustét, my spomenieme tie najpouzivanejsie.

5.1 Asymptoticka hustota

Ak mame dant koneénti mnozinu B C N a podmnozinu A C B, tak pravdepodobnost, Ze pri
nédhodnom vybere jedného prvku z mnoziny B bude tento prvok patrit do A, je % (kde | M|

znadi pocet prvkov mnoziny M). V pripade, ze B = {1,2,...,n}, tak tento vyraz modzeme
prepisat v tvare A;"), kde A(n) :=|AN{1,2,...,n}|.

V pripade, ze existuje limita tohoto podielu pre n idtce do nekonecna, mohla by tato limita
v istom zmysle vyjadrovat pravdepodobnost, ze nahodne vybraté prirodzené ¢islo patri do A.
(Hoci tato analégia je dost nepresnd, jedna z oblasti tedrie ¢isel, v ktorej sa vyskytuji rézne
druhy hustét, sa skuto¢ne nazyva pravdepodobnostnd teéria ¢isel [Stel, [T].)

Definicia 5.1.1. Pre A C N budeme pouzivat oznacenie A(n) := |AN{L,2,...,n}|.
Potom hodnota

A(n)

d(A) := liminf

n— oo n
sa nazyva dolnd asymptotickd hustota mnoziny A a
- A(n
d(A) := limsup Q

n—00 n

sa nazyva hornd asymptotickd hustota mnoZiny A.
Ak d(A) = d(A), tak tuto hodnotu nazyvame asymptotickd hustota mnozZiny A a oznacu-
jeme d(A). (V opa¢nom pripade hovorime, Ze A nemé asymptotickd hustotu.)
Ekvivalentne mézeme definiciu asymptotickej hustoty formulovat tak, ze
A
d(A) = lim ﬂ,

n—o0 n

ak tato limita existuje.
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Je zrejmé, 7e d(A),d(A) € (0,1) a ak existuje d(A), tak plati aj d(A) € (0,1). Priamo
z definicie vidime, ze d(§) = 0 a d(N) = 1.

So Specidlnym pripadom oznacenia A(n) sme sa uz stretli — prvociselnd funkcia w(n) je
pri takomto znaceni vlastne P(n).

Priamo z definicie asymptotickej hustoty vyplyvaji nasledujice jednoduché pozorovania.

Lema 5.1.2. Pre kazdi podmnozinu A C N plati
0<d(4) <d(A) <1

Ak AC B CN, tak
d(A)<d(B) o d(A)<d(B).

Casto je na vypocet hodnoty asymptotickej hustoty vyhodné zapisat prvky mnoziny do
rasticej postupnosti.

Lema 5.1.3. Ak A={a1 <ax<...<ap<...} CN, tak

d(A) = liminf L
k—oo Q

k
d(A) = limsup —

k—oo Ok

(Poslednou rovnostou sa mysli, Ze limita existuje prdave vtedy, ked A md asymptotickid hustotu
a v takomto pripade sa tieto dve hodnoty rovnaji.)

Dokaz. Pre kazdé n > a; existuje k € N také, ze ar < n < ag41. Pre také n a k vzdy plati
A(n) = k. Z toho dostdvame
ﬁ A(n)  k ko k+1 1

> =" = .
Qg n n Q41 Q41 Q41

= 0, dostavame platnost rovnosti uvedenych vo vete. O

Pretoze lim —2
k—oo Ak+1

Ako priklad uvedieme hustoty niektorych mnozin.
Priklad 5.1.4. Hustota mnoziny parnych ¢isel d(2N) = % VSeobecnejsie, pre Tubovolni
aritmetickd postupnost plati d(aN + b) = % (predpokladdme, Ze a a b st prirodzené éisla).
Skutoc¢ne, pouzitim lemy [5.1.3[ pre A = {ak + b;n € N} dostaneme d(A) k 1

k—oo @ @
Ak A je kone¢nd mnozina, tak d(A) = 0.
Ak A = {k? k € N} je mnozina vsetkych §tvorcov, tak mame d(A) = lim £ = 0.

k
k—o0
Pre mnozinu vSetkych prvocisel dostdvame (z prvociselnej vety) d(P) = lim an) =
n—oo
lim - =0.
n—oo

V pripade, Ze chceme zistif asymptotickii hustotu mnoziny, ktora pozostava z viacerych
usekov po sebe iducich ¢isel, bude sa ndm hodit nasledujica lema.
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Lema 5.1.5. Nech a,, b, siu rastice postupnosti prirodzengch cisel také, Ze a, < b, < an41
o]

pre kazdé n € N. Potom pre mnoZinu A =NnN |J (an,by) plati

n=1

d(A) := limsup @

n—oo n

d(A) := liminf Alan)

n—00 an

n

Doékaz. Nerovnost d(A) > limsup,, ., 7‘42’;

postupnosti postupnosti # vystupujicej v definicii hornej asymptotickej hustoty.

Na druhej strane, pre b,_1 < k < a,, plati A(k) = A(b,—1), a teda

vyplyva z toho, zZe ide o limes superior z pod-

@ < A(bnfl)

zatialco pre a,, < k < b, mame

A(k) _ A(bn) — (bn - k) < A(bn)
k by — (b — k)~ by

(poslednd nerovnost vyplyva z toho, ze A(b,) < b,,). Dostdvame teda skutocne

d(A) := limsup M

n—roo n

Analogickd nerovnost pre dolnti asymptotickt hustotu sa dokdze podobne (alebo precho-
dom k mnozine N\ A). O

Dalej uvedieme priklad mnoziny, ktord nemé asymptotickd hustotu. Postup, ako skon-

struovat také priklady je zrejmy — stac¢i mnozinu vytvorit tak, ze zoberieme dostato¢ne dlhé
suvislé tseky prirodzenych c¢isel, ktoré zabezpedia, Ze na ich konci bude podiel @ velky a

za kazdym takym tisekom zasa dost vela prirodzenych ¢isel vynechame, aby sme dosiahli, ze
na konci vynechaného tseku bude hodnota tohoto podielu mala.

oo

Priklad 5.1.6. Nech A = |J {3%",...,32"+1 —1}, ¢ize A je mnozina vSetkych ¢isel, ktorych
n=0

zapis v trojkovej sistave méa neparny pocet cifier.

PouZijeme lemu pre a, = 3?" — 1, b, = 32**! — 1. Dostévame

o . . 0 . 32(n+1) -1 3.32n+1 _ | 3b, — 1
M) = 0@t gy = S g =g B3I
k=0 k=0

— 30, — 1 3
A == 1 n = —.
d(A) = lim —p— =7

Z rovnosti A(a,,) = A(b,—1) dostaneme podobnym sposobom d(A) = 5.

Zo zndmych vlastnosti limsup a liminf a z jednoduchého pozorovania, ze ak AN B =
0, tak (AU B)(n) = A(n) + B(n), mozno odvodit nasledujiice vlastnosti hornej a dolnej
asymptotickej hustoty.

81



Lema 5.1.7. Nech A,BCN, AN B = (. Potom plati
d(A) +d(B) <d(AUB) < d(A) +d(B) < d(AUB) < d(A) + d(B).

Ako dosledok dostéavame, Ze asymptotickd hustota je konecne-aditivna na systémy tych
podmnozin N, ktoré maji hustotu a tiez vztah medzi asymptotickou hustotou nejakej pod-
mnoziny N a jej doplnku.

Désledok 5.1.8. Ak mnoZiny A, B C N maju asymptoticki hustotu a AN B = (), tak
d(AUB) =d(A) +d(B).

Podobne, ak A1, ..., A, st disjunktné podmnoziny N, ktoré maji asymptoticki hustotu, tak

d (O Ai> = Zn:d(Ai).

Doésledok 5.1.9. Nech A C N. Potom d(N\ A) = 1—d(A), d(N\ A) = 1—d(A). Ak existuje
d(A) tak existuje aj d(N\ A) a plati d(N\ A) =1 — d(A).

Ako jedno z kritérii na postudenie, ¢i je mnozina velkd alebo mald sme pouzivali vlastnost,
¢i rad prevratenych hodnot prvkov tejto mnoziny konverguje alebo diverguje. Nasledujtce
tvrdenie ukazuje ako tato vlastnost stvisi s asymptotickou hustotou. Tento vysledok sme uz
dokdzali (inym spdésobom) v tvrdeni m (Hoci spominané tvrdenie hovor{ iba o mnozine
prvocisel, jeho dokaz prejde pre lubovolni podmnozinu N.)

o0
Tvrdenie 5.1.10. Ak A={a1 <ax <...<a, <...} CNarad > i konverguje, tak
k=1

mnozina A md asymptoticki hustotu a d(A) = 0.

(o]
Dékaz. Ak rad ) i konverguje, tak podla Cauchy-Bolzanovho kritéria existuje pre kazdé
k=1

e > 0 také ng, ze pre n > ngy a lubovolné p € N plati

n+p 1
> L
k=n Ak
7 toho dostévame
2n 1
€ > —>n—,
e ag A2n
=n
2n
2e > —
A2np
Podobne mame
2n+1

1
£> —>(n+1 ,
];Lak ( )a2n+1

2n 42 < 2n+1

A2n+1  G2p+1

2e >

Teda pre vsetky m > 2ng plati ;™ < 2¢ a teda d(A) = lim = =0. O

— 00 @m
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Prikladom ukazujicim, ze uvedend implikacia sa nedd obratif, je mnozina vsetkych pr-
vocisel P.

Dalej sa budeme zaoberat asymptotickymi hustotami mnoziny hodno6t danej aritmetickej
funkcie f. Najprv vsak uvedieme niektoré tvrdenia, ktoré budi pri tom uzitocné.

Pre Iubovolné p € N a A C N oznac¢me ako A, podmnozinu

Ay, ={ke Ajp|kAp*{k}.

Pri odhade asymptotickej hustoty niektorych mnozin bude pre nas uzitoc¢né nasledujtice tvr-
denie pochadzajice z [Nil] (pozri tiez [KLSZ, Veta 1.3.8]).

Tvrdenie 5.1.11. Nech {q1 < g2 < -+ < qn < ...} je mnoZina prvocisel takd, Ze rad ich
prevrdtenych hodnét diverguje, t.j.,

Nech pre kazdé k € N plati d(A,,) = 0. Potom aj
d(A) =0.

Dokaz o nieco slabsieho tvrdenia — ak predpoklad vety nahradime tym, ze pre kazdé
prvocislo g je d({n € A4;q; | n}) = 0 — je uvedeny v [PS, Véta 20].

7 predchadzajiaceho tvrdenia dostdvame, ze asymptoticka hustota mnoziny vsetkych pr-
vocisel je nulova — tentokrat bez pouzitia prvociselnej vety.

Dosledok 5.1.12. Mnozina vsetkych prvocisel md nulovi asymptotickid hustotu, t.j.
d(P) = 0.

Este jeden dokaz tohoto dosledku uvedieme na konci tejto podkapitoly.
V dokaze tvrdenia [5.1.11] budeme potrebovat dva pomocné vysledky.
Konkrétne 1de o tvrdenie |B.3.1] “ ktoré hovori, Ze ak nejaky rad s ¢lenmi a, € (0,1)

diverguje, t.j. Z ap = +00, tak H (I —ag)=0.
k=1
Dalsf vysledok, ktory budeme potrebovat, je nasledujtca lema.

Lema 5.1.13. Nech q1 < g2 < ... < qp st prvocisla. Nech

B =N\ ON%‘

j=1
Potom
B (m) = § (1)1 ttar {a m__ J 5.1
(m) = 3" (1) s (51)
kde poslednd suma sa berie cez vsetky «; € {0,1,2}.

Dokaz. Dokaz tejto lemy spociva v podstate len v pouziti principu inklizie a exkltuzie. VSim-
nime si napriklad, Ze mnozina N, obsahuje prave

il
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¢isel mensich alebo rovnych m. (Od poctu ¢isel delitelnych ¢; sme odrétali poéet tych, ktoré
st delitelné éislom ¢3.)

Podobne
m m m m
Ny, NNy, )(m) = - - + { J .
(Noy 0 Ng, ) () {Q1QQJ Lﬁqu {qlqu aia3

(Opit sme spoéitali ¢isla delitelné qigo a odratali tie, ktoré z nich st delitelné ¢? alebo g3.)
Analogicky sa d4 postupovat aj pre ostatné ¢isla. (Dokaz je podrobne uvedeny v [KLSZ,
s. 24, Lema 1.3.9].) O

Dékaz tordenia [E 171, VSimnime si, Ze pre Tubovolné r e Na j € {1,2,...,7} mdme

A, = ANN,,

A=A\[J4, |u(4,u...u4,)

j=1
Pritom

A\ OA% c B,

j=1

7 ¢oho dostaneme odhad

Alw) _ B0) | 5 Ay )

n n
Z rovnice (5.1)) dostaneme

_1\)a1t...+a- n
B (n) _ 2™ {Qfl‘-»q?"’J < 4t (*)
n n - n

3 (~1)eateter gr L 11
—+ E -t ==+
n @t g n 31;[1 4 @

8

(Rovnost () plati vdaka tomu, Ze poCet s¢itancov v sume je 3".) Pretoze diverguje rad %,
j=1"
o0
diverguje aj rad > (qi — q%) (Od divergentného radu sme odéitali konvergentny.) Podla
j=1\" g

(o]

tvrdenia [B.3.1| potom plati ] (1 — % + q%) = 0. Vdaka tomu mdzeme zvolit dostatocne
i j

j=1

=1 a4 q;

velké r tak, aby platilo

] ™

(Vsetky doterajsie tivahy sme robili pre Tubovolné r, odteraz budeme mat pevne zvolené r
s touto vlastnostou.)
Pre takto zvolené r existuje ng také, ze pre n > ng plati % <£.

Ag; (1) c
; < 2r

Sticasne vieme, ze d(Ay;) = 0. Teda opéf existuje n; tak, Ze pre n > ny je

(pre j =1,2,...,r), preto
"L A, (n
Z QJ( )<§'
n 2

=1
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Celkove v stucte dostaneme

A(n) 3" 1 1 "\ Ag(n) e e e
- <n+||< 4+q?>+§ L <t tgec

i=1 K

pre vSetky n > max{ng,n1}. O
7 prave uvedenej vety mozeme odvodit viaceré vcelku zaujimavé dosledky.

Veta 5.1.14. Nech M (k) oznacuje mnozZinu vsetkych prirodzengch éisel, ktoré maji najviac
k prvociselngch delitelov. Potom
d(M(k)) = 0.

Dokaz. Uvazujme teraz mnozinu vsetkych prvocisel. O nej vieme, ze rad prevratenych hodnot
diverguje (veta , preto moézeme pouzit tvrdenie

Najprv ukdZeme tvrdenie vety pre M(1), ¢ize pre mnozinu vsetkych ¢isel, ktoré obsahuji
vo svojom kanonickom rozklade prave jedno prvoéislo (inymi slovami prave mocniny prvodci-
sel). Pre tito mnozinu plati M(1),, = {p;}, teda d(M(1),,) = 0. Z tvrdenia méme
potom d(M (1)) = 0.

Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre M (k—1). Ak m € M(k), pre nejaké prvocislo, tak
prvocislo p sa v rozklade ¢isla m vyskytuje v prvej mocnine. Potom % € M(k —1). Pretoze

d(M(k — 1)) = 0 a nerovnost m < n je ekvivalentnd s nerovnostou 2t < 2, mame
Mk —1) (ﬂ) -
M), () _ P _Me-nw
n n n
Opét podla tvrdenia méame d(M(k)) = 0. O

Teraz ukazeme, ze mnozina hodnot Eulerovej funkcie mé nulovt asymptotickit hustotu.

Pripomertime (veta |3.3.4)), zZe
k
1
o) =] (1- ),
i=1 pi

kde p1,...,px st vSetky prvocinitele ¢isla n.

Veta 5.1.15. Nech E = {p(n);n € N} je mnoZina hodnot Eulerovej funkcie ¢. Potom
d(E) = 0.

Dékaz. Zvolme si k € N. Ozna¢me ako B mnozinu tych prvkov z E, ktoré st delitelné 2* a
C mnozinu tych, ktoré nie st delitelné 2%. Zrejme

n

B(n) < o,

preto d(B) < 3.
Pokusime sa eSte odhadnit ¢&isla z druhej mnoziny. Ak m = pji'...p% je kanonicky
rozklad ¢isla m, tak
p(m) = (pi* —pP 7). (P —pe ).
Pre prvoéislo p > 2 je p* — p®~1 péarne &islo, 2571 | o(m). To znamen4, ze m € C m4 najviac
k — 1 neparnych prvocinitelov, ¢ize celkovy pocet prvocinitelov je najviac k. Oznacme

C* = {n;p(n) € C}.
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Préave sme dokézali, ze C* C M (k), ¢ize d(C*) = 0. StCasne pre n € C* plati p(n) =
n(l— p%) (1= pi) > L. Teda C(n) < C*(2%n), ¢ize

* ok
im S < im ) ooy 2o,

n—oco N n—00 n

z ¢oho vyplyva d(C) = 0.

Celkovo dostdvame L

2k
Pretoze to plati pre fubovolné k, mame d(E) = 0. O

d(E) < d(B) +d(C) <

Budeme sa zaoberat asymptotickou hustotou mnoziny hodnét este jednej aritmetickej
funkcie — funkcie o. [

Lema 5.1.16. Majme dané nejaké (pevne zvolené) k € N. Nech
M® = {pipy...pen*n €N, py1,...,pp st rozne proocisla a p; f n}.

Potom
d(M™) = 0.
Inymi slovami, vySetrujeme asymptoticki hustotu mnoziny takych ¢isel, ktoré st sti¢inom
nejakého Stvorca a cisla obsahujiceho najviac k prvocinitelov. Poktsime sa ju vypocitat
podobnym postupom, ako sme dokdzali vetu[5.1.14]

Dékaz. Budeme vyuzivat tvrdenie [5.1.11| a takisto oznacenie A, (kde A C N a p € P) md
rovnaky vyznam ako v spominanom tvrdeni.
Indukciou na k. Zaéneme s mnozinou M) = {pn?;p € P,n € N,ptn}. Mame

Mél) = {pn*;n € N,ptn}.

Pre Tubovolné p € P teda plati d(MZSl)) = 0, a teda podla tvrdenia aj d(MW) = 0.
Predpokladajme, ze d(M*~1)). Opét by sme potrebovali odhadnit d(Mlgk)). Tato mno-
zina obsahuje prvky tvaru p.peps . ..pin%, kden € Na pa, ..., px st lubovolné prvoéisla. Inak
povedané, jej prvky st tvaru p.l kde | € M1,
Preto opaf mame

L ;)

— 0.

Zaujima nés asymptoticka hustota mnoziny
F ={o(n);n € N}.
Tvrdenie 5.1.17. Nech
F ={o(n);n € N},
kde o oznacuje sucet delitelov ¢isla n. Potom
d(F)=0.

LAko si vsimli napriklad aj autori ¢ldnku [RM]; dokaz, ze mnozina hodndt pre funkciu o ako aj pre
jej zovseobecnenie — siicet k-tych mocnin delitelov daného ¢isla — mé nulovi asymptotickd hustotu, ktory je
uvedeny v [Nil] a opiera sa o vetu obsahuje chybu. Ist4 modifikécia tohoto dokazu je uvedend v [KLSZL
Priklad 1.3.14]. Z toho dévodu sme tu zvolili iny doékaz.
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Dékaz. Nech € > 0. Zvolme k tak, aby 27% < e. Ukazeme, 7e d(F) <e.
Rozdelme mnozinu F' na dve disjunktné casti.

Fi={oming MD} & F={o(n)ine M®},

pricom oznacenie M¥) znamens mnozinu z lemy
Ak n ¢ M®) | tak v prvociselnom rozklade &fsla n = p{*...p% je aspoii k + 1 prvocisel
s neparnym exponentom, z tychto prvocisel je aspon k neparnych. Pre ne samozrejme plati
2|o(p*)=14+p+...+p"% a teda
2k | o(n).

Preto d(Fy) < 5r <e.
Pretoze Fy = {o(n);n € M®} a g(n) > n, mame

Fy(m) < M®) (m)

a vdaka tomu, ze d(M®*)) = 0 dostaneme d(Fy) = 0.
Celkovo teda dostavame B 3
d(F) < d(Fy) +d(Fy) < e.

Pretoze za € moézeme zvolit lubovolné nezdporné ¢islo, znamen4 to, ze
d(F)=0.
O

Uz sme si ukézali, ako sa d4 dokézat d(PP) = 0 s pouzitim prvociselnej vety i bez nej
(dosledok . Priddme este jeden pekny (a velmi jednoduchy) dékaz tohoto faktu. Opét
ide o dokaz bez pouzitia prvociselnej vety.

Zékladna myslienka dokazu je rovnakd, ako v [Mam], pozri napriklad aj [SHHK, Lema
3.5.1] a [C]. A je to v podstate velmi jednoduchd myslienka: Z toho, Ze jediné parne prvoéislo
je 2 vidime, ze spomedzi Tubovolnych dvoch po sebe idtcich éisel (pocnic od n > 2) moze
byt najviac jedno prvocislom. Z toho je zrejmé, ze limsup w(n)/n < 1/2. Ak by sme spravili
podobni dvahu pre éislo 3, tak ako horny odhad dostaneme 2/3, ¢ize takto sme ho nevylepsili.

Ak sa vSak pozrieme na ¢islo 6, tak az na koneény pocet vynimiek (konkrétne 2 a 3) musia
vietky prvoéisla lezat v zvyskovych triedach 1 a 5 modulo 6. Dostaneme tak horny odhad
2/6 = 1/3. Teraz si uz sta¢i rozmysliet, ¢i vieme vhodne vybrat vhodné ¢isla, ktoré by ndm
takyto odhad pomohli este vylepsit.

Dékaz désledku[51.12. Uvazujme Iubovolné prirodzené ¢islo k > 2. Cislo n vyjadrime pomo-
cou delenia so zvyskom, t.j. n =gk +1r, 0 <r <k.

Ak p > k je prvodislo, tak zrejme plati (p, k) = 1. Teda zvysok p po deleni ¢islom k mus{
byt nejaké cislo, ktoré je nesudelitelné z k.

Z toho vidime, Ze pre ¢isla vicésie ako k mame len ¢(k) zvyskovych tried, do ktorych mézu
padnit prvocisla. Dostavame tak odhady

m(n) < k+ qp(k)

m(n) _ ktaelk) ktapk) 1 o)
n ~— qgk+r qk q E
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Stale majme jedno pevne zvolené k a uvazuje o tom, ¢o sa deje, ak n — oco. Oc¢ividne vtedy
ajq—>ooa%—>0, teda

limsup ) < PE).
n— o0 n k
Uvedend nerovnost plati pre akékolvek k, vdaka comu na zaklade vety |3.3.20] dostaneme
k
lim sup @ < liminf Q =0.
n—o0o n k—o0

O

Ak sa pozriete na dokaz vety [3.3.20] tak v iom sme pouzili presne ¢isla tvaru 2, 2-3 = 6,
2-3-5 =30, atd.

Cvicenia

1. Nech A CNa0<a< b st redlne &sla. Ak plati lim inf 2%

oo Alan)
vsetkych éisel tvaru 57 p,q € A, je hustd v intervale (0, +00).

> 1, tak mnozina Q(A)

2. Nech « € (0, 1). Dokézte, Ze existuje podmnozina A C N takd, ze d(A) = a.

3. Oznacéme ako T, (kde o € (0,1)) systém vSetkych podmnozin mnoZiny N takych, zZe
d(A) = a. Ukdzte, ze mnozina T, je nespocitatelna.

4. Nech 0 < a < b < 1. Ukdzte, Ze existuje podmnozina A C N takd, ze d(A) = a a
d(A) =b.

5. Mnozina vsetkych parnych dokonalych ¢isel ma asymptoticka hustotu 0.
6. Aka je asymptotickd hustota mnoziny vSetkych mocnin prvocisel?

7. Dokazte, ze mnoziny {2F;k € NU {0}} a {2¥3%;k,1 € NU {0}} maji asymptotickt
hustotu 0.

8. Majme mnoziny A = {a1 < azs < ...<ap <...}aB={b <by<...<b,<...},
ktoré maji asymptoticki hustotu. Nech Ap := {ap,;n € N}. Dokdzte, ze d(Ap) =
d(A) - d(B).

9. Nech A={a1 <az<...<a,<...}] CN. Ak A mé asymptoticki hustotu a d(A) > 0,

tak lim 2+l —1.
n—oo 9n

10. Nech A = {a; < az < ... < a, < ...} C N. Ak existuje limita lim “=% > 1, tak
n—oo n
d(A) =0.
11. Néjdite priklad mnoziny takej, ze lim “* =1 a scasne d(A) = 0.
n—oo

n

12. Pre q € N definujeme N7 ako mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel nesudelitelnych s g.
Dokézte, 7e d(N?) = £,
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5.2 Schnirelmannova hustota

Definicia 5.2.1. Pre A C N je
A
o(A) = inf Aln)
neN n
Schnirelmannova hustota mnoziny A.

Oproti asymptotickej hustote ma Schnirelmanova hustota vyhodu, Ze je definované pre Iu-
bovolni podmnozinu mnoziny N. Ma vsak aj nevyhody — je velmi citliva na zmeny najmensich
¢isel v mnozine A, ¢o je v istom zmysle nevyhodné.

Nasledujtice vlastnosti Schnirelmanovej hustoty si zrejmé:

Lema 5.2.2. Nech A C N.
() 0<o(4) <1
(ii) Ak 1 ¢ A alebo ak A je konecnd mnoZina, tak o(A) = 0.
(iii) Rovnost o(A) =1 plati prive vtedy, ked A = N.
(iv) Pre kazdé n € N plati A(n) > no(A).
(v) Ak A C B, tak c(A) < o(B).

Vztah medzi asymptotickou a Schnirelmanovou hustotou je popisany v nasledujicom
tvrdeni.

Tvrdenie 5.2.3. Nech ACN a 1€ A. Potom d(A) = 0 prdve vtedy, ked o(A) = 0.

Dokaz. Je zrejmé, ze ak lim inf # =0, tak aj inf @ =0.
n—oo
Obratene, ak 1 € A, tak mnozina {%} neobsahuje nulu. Aby teda infimum tejto mno-
ziny bolo 0, musi platit lim inf # =0. O

n—oo

Teraz vypocitame Schnirelmanovu hustotu pre niektoré mnoziny.
Dosledok 5.2.4. o({1} U{P}) =0

Takisto z predchddzajiiceho tvrdenia vyplyva, ze o({n?;n € N}) = 0.
Podobne ako pri asymptotickej hustote moéze byt niekedy vyhodné usporiadat si danu
mnozinu do rasticej postupnosti.

Lema 5.2.5. Aka; =1 a

A:{a1<a2<...<an<...}

tak E 1
A) = inf ——.
U( ) lir>11 ap — 1
Dékaz. Staci si uvedomit, ze podiel A(n)/n spomedzi ¢isel n € {ax_1,a5-1+1,...,ar — 1}
nadobtida najmensiu hodnotu prave pre n = a; — 1 a hodnota tohoto podielu sa vtedy rovna
An) k-1
n  ap—1
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Priklad 5.2.6. Nech A = aN + 1 je mnozina ¢lenov aritmetickej postupnosti. (Ako prvy

¢len sme zvolili 1, pretoze inak by platilo o(A) = 0.) Pretoze n-ty ¢len tejto postupnosti je

a(n — 1) + 1 dostavame (na zéklade predchadzajicej lemy) o(A) = inf,,~1 (1(7117111) =1

Schnirelmannova hustota méa aplikacie hlavne v aditivnej tedrii ¢isel — v tejto oblasti sa
sktimaji roézne vysledky tykajice sa rozkladov ¢isla na sucet cisel z nejakej vopred danej
mnoziny.

Definicia 5.2.7. Ak Aq,..., A C N, tak ako A; + ...+ A oznaCujeme mnozinu vsetkych
Cisel tvaru aq + ... + ag, kde a; € A; U {0} pre vsetky i = 1,2,...,k.
Dalej definujeme nA pre n € N induktivne ako: 1A = A a

(n+1)A=nA+ A.
Ekvivalentne by sme mohli definovat stic¢et dvoch mnozin tak, ze A+ B = {a,b,a+b;a €
A,b € B} a indukciou tito definiciu rozsirit na lubovolny koneény pocet mnozin.
Veta 5.2.8 (Schnirelmann). Nech A,B CN a C = A+ B. Potom
o(C)>o0(A)+0(B) —o(A)o(B).

Dékaz. Ak o(A) = 0, tak tvrdenie vety plati, pretoze B C C, a teda o(B) < o(C). MoZeme
teda predpokladat, ze o(A) > 0, z ¢oho 1 € A C C.

Pokusime sa najst dolny odhad pre C(n). Mnozina C'N (1, n) urcite obsahuje A(n) prvkov
a; = 1,az,...,a()- Medzi dvoma prvkami a;, a; 41 sa este urcite vyskytni stcty tvaru a;+0,
kde b € B je také cislo, ze b < a;y1 — a;. Takych prvkov je B(aj11 —a; — 1). Ak as) <n,
tak este bude C obsahovat aspon B(n —aa(,)) prvkov medzi tymito ¢islami. Dostdvame teda

A(n)—1
C’(n) ZA(TL)—F B(ai+1—ai—1)+B(n—aA(n)).

Kedze pre kazdé k € N plati B(k) > ko(B), tak mame
C(n) > A(n)+o(B)[(az—1-1)+(az—az—1)+...+(aam) —aam)-1 — 1) +n—asm)] >
A(n) +o(B)(n— A(n)) =no(B) + A(n)(1 — o(B)).
7 toho vyplyva
——= >o0(B)+ @(1 —o(B)).

Ak v tejto nerovnosti pouzijeme na obe strany infimum cez n € N, tak dostaneme (s vyuzitim
toho, ze 1 — o(B) > 0)
o(C) 2 a(B) +a(A)(1 - o(B)),

¢o je iba inak zapisané tvrdenie vety. O
Tvrdenie predchadzajicej vety moézeme ekvivalentne prepisat ako
1-0(C)<(1-0(4)(1—-0(B)).

Tento zapis je vihodny z toho dovodu, ze vedie k priamociaremu zovSeobecneniu na viacero
mnozin (dokéze sa jednoducho matematickou indukciou).
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Dosledok 5.2.9. Nech Ay,...,A, CNaC:=A;+---+ A,. Potom
1= o(C) < [ (1 - ().
i=1

V dokaze vety sme pouzivali skuto¢ne jednoduché odhady — vzdy sme pouzili len
niekolko najmensich prvkov z mnoziny B. Napriek tomu sa ukazalo, ze vylepsit tento odhad
je pomerne tazké. Nasledujicu vetu vyslovil ako hypotézu E. Landau okolo roku 1930, bola
dokézana az v roku 1942 H. B. Mannom.

Veta 5.2.10 (Mannova veta). Nech A)B CN a C = A+ B. Potom
o(C) > min(1,0(A) + o(B)).

Schnirelmannovou hustotou sa eSte budeme zaoberat neskor v suvislosti s aditivnymi
bazami mnoziny prirodzenych ¢isel.
Cvicenia

1. Nech A ={a1 < az < ... <a, <...}. Dokdzte, Ze ak limsup(an+1 — a,) < 00, tak

n—oo
o(4) > 0.

2. Majme mnoziny A = {a1 < as < ... <ap < ...}aB={b <by<...<b, <...}
Nech Ap := {ap,;n € N}. Dokdzte, ze 0(Ap) > o(A) -0(B) a d(Ap) > d(A) - d(B).

5.3 Logaritmicka hustota
Ako priklad mnoziny, ktord nemd asymptoticki hustotu sme uviedli mnozinu &isel, ktoré

(v nejakej ¢iselnej sistave) maji neparny pocet cifier (priklad|5.1.6|). Teraz si ukaZeme priklad
hustoty, ktora tejto mnozine ¢isel vie priradit hustotu.

Definicia 5.3.1. Pre lubovolné n € N ozna¢me S(n) := Y 1. Nech A C N. Potom hodnoty
k=1
1 1
ke A;k<n —= ke A;k<n
0(A) = liminf ———— 0(A) = limsup ————

nazyvame dolnd a hornd logaritmickd hustota mnoziny A. Ak §(A) = §(A), tak ttito spoloéni
hodnotu oznacujeme 6(A) a nazyvame ju logaritmickd hustota mnoziny A.

Logaritmickt hustotu by sme ekvivalentne mohli definovat nasledovne: Ak existuje limita
cAk<n
0(A) = lim ———
(4) = Jim S

tak tuto limitu nazyvame logaritmickou hustotou mnoziny A.
Vdaka tomu, ze S(n) ~ lnn (pozri (B.2)) mézeme menovatel vo vyraze vystupujicom
v definicii logaritmickej hustoty nahradit In n. Teda logaritmickt hustotu by sme ekvivalentne
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mohli definovat takto:

3(A) = lim inf “S2E="
n—00 Inn
1
= keA<n ¥
0(A) = limsup ———,
n—oo Inn
1
ke A<n "
0(A) = lim ———

n—o00 Inn

Priamo z definicie by sme vedeli, podobnym spdsobom ako pre asymptoticka hustotu,
dokédzat vlastnosti uvedené v lemach[5.1.2] a dosledkoch [5.1.8] Nebudeme uvadzat
dokazy zodpovedajucich tvrdeni pre logaritmicki hustotu, kedze st jednoduché a takmer
totozné s dokazmi pre asymptotickd hustotu. Budeme vSak tieto vlastnosti v tejto casti
pouzivat.

Teraz sa pozrieme na vztah medzi asymptotickou a logaritmickou hustotou. V ddkaze
nasledujicej vety budeme pouzivat tzv. Iversonovu notédciu, ktorad je zavedena napriklad
v [GKP p.24]. Pomocou tejto notacie mozno zapisat sumu vystupujiicu v definicii logarit-
mickej hustoty ako

"1
Z E[k € A]v

k=1
pricom tymto zapisom sa mysli to, ze s¢itujeme len cez ¢isla majiuce vlastnost uvedeni v hra-
natych zatvorkéch. (Teda je to vlastne len iné oznadenie pre charakteristicki funkciu mnoziny
prirodzenych ¢isel uréent touto vlastnostou.)

Veta 5.3.2 (Nerovnost asymptotickej a logaritmickej hustoty). Pre lubovolni podmnoZinu
A C N plati

jsY

(A) < §(A) < 5(A) < d(A). (5.2)

Dokaz. Vsimnime si najprv, ze

1 CA(R) - Ak — 1)
el =——""

D =3 glee 1= 0+ 5 O
k=1 k=1

Existuje ng € N také, Ze pre kazdé n > ng plati d(A) — e < 2 <4(A) + e,
Oznacme C := 1+ D(ng). Pre n > ng dostanemeﬂ

D) <C+ "z‘: A;(f)'k-lu*AiLn) < C+ (@A) + &) <1+ i kL) ~ (d(A) + &) Inn,

k=no

0(A) = limsup D(r) <d(A) +e.

n—oo 1M

n n
2Vyuzivame tu L < Inn, ¢o vyplyva napriklad z rovnosti lim L _lnn| = ~; pozri (B2) a
y % yply % o

k=1 n00 \ k=1

MacLaurin-Cauchyho vetu @
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T4to nerovnost plati pre lubovolné £ > 0, preto §(A) < d(A).
Na dokaz nerovnosti pre dolné hustoty si staci uvedomit, ze pre fubovolnii podmnozinu

ACNDlati d(N\ A)=1—-d(A) ad(N\ A) =1-4(A). O
Iny dokaz (hoci do istej miery podobny) mozno najst v [KLSZ|, [Ste], [T].
Dosledok 5.3.3. Ak mnoZina A md asymptoticki hustotu, tak md aj logaritmickid hustotu.

MozZeme este pre zaujimavost spomenit, Ze pre fubovolné ,zmysluplné éisla (teda také
aby vyhovovali nerovnosti tize0<a<p<B<ac< 1) existuje mnozina A taka, ze
d(A) =qa, §(A) = B, 6(A) = B and d(A) = @ (pozri [Mi] a [H]).

Uz sme spomenuli, Ze prikladom mnoziny, ktoré nemé asymptoticki hustotu ale mé loga-
ritmickd hustotu je mnozina z prikladu (Teda tato mnozina ukazuje, ze ddsledok
nemozno obratit.)

Predtym, ako vypocitame hodnotu logaritmickej hustoty pre tito mnozinu, uvedieme
jednu pomocnu vetu. Vedeli by sme ju sice lahko vypocitat aj bez pouzitia tejto vety, je to
vsak vecelku uzitoéna veta, ktord sa dé Casto pouzit — preto nezaskodi si ju dokazaf.

Této veta sa zvykne volat Stolzova alebo Stolzova-Cesarova veta ([KN, 2.3.11], [PLA],
[Mal], [Sta]).

Veta 5.3.4 (Stolzova-Cesarova veta). Nech (z,,) a (yn) st postupnosti redlnych cisel. Nech
(yn) je kladnd, ostro rastica a lim y, = +oo. Ak existuje limita
n— oo

. Tp4+1 — Tn
hm +7 =

tak potom aj

Tato veta do istej miery pripomina L’Hospitalovo pravidlo — ibaze derivacia je nahradena
diferenciou po sebe idtcich ¢lenou postupnosti.
Stolzovu vetu mozeme preformulovat aj takymto sposobom:

Dosledok 5.3.5. Nech (a,,) a (by) si postupnosti redlnych ¢isel, pricom b, > 0 pre vsetky
n €N a ) b, = +oo. Ak existuje limita

.a
lim — =1L,
n—oo n
tak
D k=1 Ok
lim ’ffl
n=00 3 1 b

Je zrejmé, Ze obidve formulécie si ekvivalentné. My budeme tuto vetu dokazovat v druhej
formulécii.

=L

Dokaz. Podla predpokladu pre lubovolné € > 0 existuje ng také, ze pre n > ng plati

L—eSZ—"SL+s,

n

7 ¢oho mame

(Kedze by, > 0, nemeni sa znamienko nerovnosti.)
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Ozna¢me Ciastocné sucty ¢, = > p_, ar a S, =y, by. Pre n > ng mame

n
typ — tno = g ag
k=no+1
n

(L —¢) Zn: by, < Zn: ar < (Lte) Y b

k=no+1 k=no+1 k=no-+1
(L—¢e)(8n — Sng) <t —tny < (L4€)(Sn — Sng)
tng + (L —€)(8n — Sno) <tn <tng + (L +)(8n — Sng)
tng + (L —&)(Sn — Sng) < tn < tng + (L +€)(Sn — Sng)
Sn Sn Sn

Pre n konvergujice do nekonec¢na zlomok na Tavej strane konverguje k L — ¢ a zlomok na
pravej strane k L + . Preto

ty . tn
L —¢e¢<liminf — <limsup — < L +¢.

n—oo  Sp n—oo Sn
Pretoze tato nerovnost plati pre lubovolné ¢ dostdvame nakoniec

D1 Ok . ln
=== lim — = L.
k=1"k

lim
n—oo

Ako dosledok Stolzovej vety (ked vezmeme b,, = 1) dostaneme implikdciu

lim ap=L = lim 27 F%
n—o00 n—o00 n
Tento vysledok sme pouzili v dokaze tvrdenia [2:3.4]
Ked si podrobnejsie pozrieme predchadzajtci dokaz, vidime, ze sme v skutoc¢nosti do-
kézali o nieco silnejsie tvrdenie, ktoré obcas tiez moéze byt uzitocné. Sformulujeme ho pre
postupnosti, formulacia pre suc¢ty radov by bola analogicka.

Tvrdenie 5.3.6. Nech (z,,) a (yn) st postupnosti redlnych cisel. Nech (y,) je kladnd, ostro
rastuca a lim y, = +o00. Potom
n—oo

lim inf Int1 ~ Tn < lim inf In < lim sup In < lim sup M.
Yn+1 — Yn Yn Yn Yn+1 — Yn
Priklad 5.3.7. Pre k =0,1,2,... ozna¢ime By, = {3¥,3¥+1,3*+2,...,3¥*1 —1}. Mnozina,
[ee]
s ktorou budeme pracovat je A := |J Bak. Aby sme mohli odhadnit logaritmickd hustotu

k=0
tejto mnoziny, pokisme sa odhadntt najprv siacet prevratenych hodnot ¢isel z mnoziny By.
Podobne ako v dokaze vety B.I.I] mozeme sumu porovnat s obsahom plochy pod hyper-
bolou, teda

gh+1 ghtl_q

1 1 1
/ —dx < Z — S/ —dx
3k X ’nGBkn 3k_1 x
1 | 2
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Oznacme

1
Sk = —
7Z toho, ze mnozina A je zloZzena zo suvislych tsekov po sebe iducich ¢isel, je zrejmé, Ze
staci zistovat limitu podielu vystupujiceho v definicii logaritmickej hustoty vzdy na zaciatku
a na konci takéhoto tseku (podobne ako pre asymptotickd hustotu v leme |5.1.5 pozri dlohu
4). To znamen4, ze nas zaujimaju limity

3(A) = lim 2= 52 5(A) = lim 2ok 52k

n—o0 So + > op_q(Sok—1+ Sor)

2z n—oo ZZ:O(SQ,C + Sgk+1)
Na zéklade nerovnosti ([5.3)) vidime, Ze plati

Sar . Sok 1

lim —————— = lim =,
n—co Sop + Sopp1  n—oo Sopg + Sop 2

vdaka ¢omu zo Stolzovej vety dostaneme

—- 1

5(4) =3(4) = .

Na zaklade mnozin, pre ktoré sme doteraz ratali logaritmicka a asymptoticki hustotu,
nie je tazké vymysliet priklad mnoziny, ktorda nema logaritmicki hustotu.

Priklad 5.3.8. Pre k =0,1,2,... ozna¢ime By = {33k,33k +1,3% 42,...,38"" = 1}. Potom
mnozina A := |J;; Ba, nemd logaritmicku hustotu.
5.3.1 DalSie zovSeobecnenia

Podobnym spdsobom, ako sme definovali logaritmickii hustotu, by sa dala definovat cela
trieda hustdét podmnozin prirodzenych ¢isel.
Pre Tubovolntd funkciu f: N — (0, +00) moézeme polozit

k<n,keA
de(A) = li —_
7(4) = lim k; 0

a analogicky definovat aj dolnti a hornt hustotu.

Pouziva sa napriklad funkcia f(n) = n®, kde @« > —1. Hustotu zodpovedajicu tejto
funkcii ozna¢me d,. Je napriklad zndme, Ze pre takéto hustoty plati nerovnost, ktora je
zovSeobecnenim nerovnosti (5.2). (VSimnite si, Ze pre « = —1 dostaneme prave logaritmicki

hustotu a pre o = 0 asymptotickt hustotu.)

Veta 5.3.9. Nech —1 < a < f a ACN. Potom
ds(A) < d,(A) < da(A) < dg(A).

Viac o takychto ale aj inych hustotiach pouzivanych v teérii ¢isel sa mozete dozvediet
napriklad v ¢ldnku [Gi].

95



Cvicéenia

1. Ak (ay) je postupnost prirodzenych ¢isel a lim (@41 —ay,) = a (kde a je pevne zvolené
n—oo

redlne ¢islo), tak pre mnozinu A = {a,;n € N} plati d(A4) = L.

a

2. Ak (ay) je postupnost prirodzenych ¢éisel a lim (M) "=cC (kde C' > 1 je pevne

n—oo \ 9n
zvolené redlne &fslo), tak pre mnozinu A = {a,;n € N} plati §(4) = 5.

3. Dokézte, ze pre @ > —1 plati lim ”naiﬂka = a+ 1. (Z toho vyplyva, ze sumu vystu-
n—oo

k=1
pujicu v menovateli pri definicii hustoty d, mozno nahradit ¢islom % Poznédmka:
D4 sa to dokazovat porovnanim integrélu a sumy, ale aj pomocou Stolzovej vety.)

4. Dokézte analégiu lemy pre logaritmickt hustotu.

5. Dokézte, ze mnozina z prikladu [5.3.8] skuto¢ne nem4 logaritmickd hustotu.

5.4 Statisticka konvergencia

S pojmom asymptotickej hustoty stvisi Statistickd konvergencia postupnosti prirodzenych
¢isel. Okrem nej tu spomenieme aj niektoré iné zovseobecnenia pojmu limity postupnosti.

Dovod, preco ich chcem spomentt, nie je ten, Ze by nevyhnutne museli patrit do zaklad-
ného kurzu tedrie ¢isel. (Asi by to patrilo skor do analyzy, pripadne niektoré z nich — ako
aplikdcie pojmu ultrafilter — do tedérie mnozin.) Skor st tu z dévodu, Ze ich povazujem za
zaujimavé a tieZ preto, Ze som sa tymito témami trochu zaoberal a som (aspon ddfam) o nich
schopny aj nie¢o zaujimavé povedat.

Pomocou asymptotickej hustoty moézeme zaviest sStatisticki konvergenciu.

Definicia 5.4.1. Hovorime, Ze postupnost (x,,) redlnych ¢isel statisticky konverguje k L € R,
ak pre kazdé € > 0 plati d(A(e)) = 0, kde

A(e) ={n e N;|z, — L| > ¢}

Oznacujeme
limstat x,, = L.

Statisticka konvergencia bola definovand v ¢lanku [Fa).

Ak porovname tito definiciu z obvyklou konvergenciou postupnosti, tak pri obvyklej
definicii konvergencie vyzadujeme, aby bola mnozina bodov, ktoré si daleko od L (teda
mnozina A(e)) kone¢nd. Pri statistickej konvergencii tiez pozadujeme, aby tato mnozina bola
mald — ale v inom zmysle, namiesto konecnosti ziadame len asymptoticki hustotu rovnu 0.

Je zrejmé, ze ak postupnost konverguje v obvyklom zmysle, tak konverguje aj Statisticky.
Obrétene to neplati — sta¢i za postupnost (z,,) zobrat charakteristick postupnost lubovolnej
podmnoziny N, ktora je nekonecna a sicasne ma nulovi asymptotickt hustotu.

Uplne analogicky by sme boli schopni definovat §tatistickt limitu v lubovolnom metrickom
alebo topologickom priestore, tu sa vSak budeme zaoberat len redlnymi ¢islami.

Nasledujtice vlastnosti Statistickej konvergencie sa dokdzu pomerne lahko (dokazy vyne-
chavame):

Tvrdenie 5.4.2.

(i) Ak 1i_>m Zpn = L, tak limstat x,, = L.

96



(ii) Ak existuje limstat z,, = L, tak L je hromadny bod postupnosti (x,) a liminfzx, <
limstat x,, < limsup x,.

(iii) Postupnost (x,) md najviac jednu Statistickd limitu.

(iv) limstat(az,, + by,) = alimstat x,, + blimstat y,, (ak postupnosti (x,) a (yn) maji Sta-
tistickd limitu).

(v) limstat(z,.y,) = limstat z,.limstaty, (ak postupnosti (r,) a (yn) maji Statistickd
limitu).

Priklad 5.4.3. Jednoduchym prikladom postupnosti, ktord nekonverguje v obvyklom zmysle
ale konverguje statisticky je postupnost

. 1, ak n = k? pre nejaké k,
" 0, inak.

Statistickt konvergenciu postupnosti mozno ekvivalentne popisat nasledovne. (Tato cha-
rakterizicia je dokdzand v |[S2] pre postupnosti redlnych ¢isel a v [Fr] pre postupnosti v met-
rickych priestoroch.)

Veta 5.4.4. Postupnost redlnych ¢isel (x,)22, konverguje statisticky k ¢islu L prdve vtedy,
ked existuje podmnozina M = {my < mg < ...} takd, Ze d(M)=1a klim T, = L.
— 00

Statistické konvergencia mé niektoré vlastnosti, ktoré chybaji obvyklej konvergencii. Ako
priklad uvedme nasledujtice tvrdenia.

Tvrdenie 5.4.5. Nech (x,)52, je ohranicend postupnost redlnych ¢isel. Ak limstatz, = L,

tak lim % = L.
n—oo

Dékaz. Pokisme sa odhadnit vyraz |2+=+2a — | Mame

T1+ -+ Ty
n

(x1—L)+...+ (zy, — L) '

_L’:

T1 ot xa—nl|
i -

Pouzitim trojuholnikovej nerovnosti dostaneme

x1+...+1~n
n

< |le1 — L]+ ... + |z — L]

_L‘
n

Aj postupnost z,, — L je ohrani¢end, teda existuje redlne ¢islo K také, ze |z, — L| < K (pre
Iubovolné k). Sticasne vsak, pre k ¢ A(e), madme nerovnost |z — L| < €. Teda

$1+...+xn
n

o] < x40, B

pri¢om sme oznaéili B = N\ A.
Podla predpokladu méme d(A) =0 a d(B) = 1, preto

_|w e,
hm —_—
n—oo
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Predchdzajicu vetu nemozno obratit. Staéi si vS§imnut, Ze pre postupnost z,, = (—1)"
plati % = 0, ale neexistuje Statisticka limita.
Pre obvykla konvergenciu plati nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 5.4.6 (Abel-Pringsheim-Olivier). Nech (a,)5% je postupnost redlnych cisel takd,
Ze apy1 > ap > 0 pre lubovolné n € N. Ak > a, < +o0, tak plati

n=1

lim na, = 0.
n—oo

Uvedend veta sa spaja s viacerymi autormi, pretoze ju pévodne dokézal L. Olivier, neskor
vsak N. H. Abel nasiel v jeho praci chybu a publikoval uz spravny dokaz. Nezavisle od tychto
autorov objavil tito vetu aj A. Pringsheim. Viac o histérii tejto vety sa mozete dozvediet
v [Go) P

o0
Dékaz. Ak > a, < +oo, tak existuje ng také, ze pre n > ng a lubovolné p € N plati

n=1

p
I
n-+1 5"
i=1 2

7 monoténnosti dostaneme
P
€
Pan+p < ZanJri < 5
i=1
Pretoze a,, — 0, pre existuje ny tak, ze pre k > ny plati ap < ﬁ
Potom TubovoIné n, ktoré je vécsie ako ng aj n; mozeme zapisat v tvare n = ng +p a
dostaneme
Nan = (No + P)ang+p < Moy + Plng4p < €.

O

Lahko sa d& najst priklad, ze bez predpokladu monoténnosti uz tvrdenie [5.4.6| neplati.

Priklad 5.4.7. Nech a,, = % pre n = k? (&ize pre vietky $tvorce prirodzenych &isel) a a,, = 0
oo oo

inak. Potom > a, = Y, k% = %2, ale na, = 1 pre nekonecne vela ¢isel n (konkrétne pre
n=1 k=1

vSetky Stvorce), ¢ize postupnost (na,)$2; nemdoze konvergovat k 0.

Pre Statisticka konvergenciu vSak uz analégia tvrdenia plati aj po vynechani pred-
pokladu monoténnosti.

Tvrdenie 5.4.8. Nech (a,)S%, je postupnost redlnych cisel takd, Ze a, > 0 pre lubovolné

neN. Ak 3" a, < 400, tak plati

n=1

limstat na,, = 0.

3Pozri aj http://math.stackexchange.com/questions/4603/series-converges-implies-1limn-a-n-0/
84869#84869 resp. (kratsia url) http://math.stackexchange.com/a/84869,
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Dékaz. Potrebujeme dokézat, Zze mnozina
A(e) = {n € N;na,, > ¢}

ma asymptotickd hustotu 0.
Cislo n patri do A(e) prave vtedy, ked = < a,,. Z toho dostaneme

€ Z %: Z %S Z an<§an<+oo

neA(e) neA(e) ne€A(e)

a podla tvrdenia [5.1.10| potom d(A(g)) = 0. O

O podobnych zovseobecneniach Olivierovej vety (sivisiacich s Z-konvergenciou, o ktorej
hovorfme v nasledujiicej ¢asti) sa mozno dozvediet viac v [ST].

Uvedme este jednu ilustraciu toho, ze statisticka konvergencia mdze pomoct popisat spra-
vanie niektorych aritmetickych funkcii pricom podobné charakterizacia pomocou obvyklej
konvergencie neplati.

Definicia 5.4.9. Pre n = p{"...p%" zadefinujme aritmetické funkcie
h(n) = min{a;;i=1,2,...,7} H(n) = max{a;;i=1,2,...,r}.
Tieto funkcie sa nazyvaja Nivenove funkcie.
V élanku [SS] je dokazané, Ze

limstat M = limstat M =0,
Inn Inn

hoci mnozina hodn6t oboch tychto postupnosti je husta v (0, ﬁ) (Cize na zéklade hromad-
nych bodov tychto postupnosti by sa zdalo, ze sa tieto podiely spravaju pomerne nepravi-
delne, ked sa vsak na ne pozrieme z hladiska Statistickej konvergencie, objavime aspon nejaki
zékonitost.)

5.5 Z-konvergencia

TODO Ak nam zvysi ¢as a chut, niekedy koncom semestra by sme sa este pozreli na tito
tému. V pripade zdujmu si mozete nieco o nej precitat v [SI2].
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Kapitola 6

Diofantické rovnice

Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadratoquadratos,
et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem
nominis fas est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi.

Hanc marginis exiguitas non caperet.

Pierre de Fermat

Diofantickiymi rovnicami nazyvame rovnice s celo¢iselnymi koeficientami, pricom hladané
rieSenia su tiez celé (alebo prirodzené) éisla. V tejto Casti spomenieme niektoré Specidlne typy
diofantickych rovnic.

6.1 Linearne diofantické rovnice

Linedrne diofantické rovnice st rovnice tvaru y ., a;x; = r, kde a;,r € Z. My sa budeme
zaoberaf len linedrnymi diofantickymi rovnicami s dvoma neznamymi

ar +by =r. (6.1)

Ich rieSenie tizko stvisi s rieSenim linedarnych kongruencii, ktorymi sme sa uz zaoberali.
Skuto¢ne, ak ax + by = r, tak plati az = r (mod b). Podla vety ma tato kongruencia
riesenie prave vtedy, ked d | r, kde d := (a,b). Dalej sme v ddkaze vety ukézali, ze
vSetky rieSenia danej kongruencie (ak tato kongruencia mé riesenie) su tvaru

xk:xO—i_Ea

kde zq je Tubovolné riesenie. Riesenie zy vieme najst pomocou Euklidovho algoritmu.
Z rovnice (6.1)) dostaneme y = =2 Z toho vyplyva, Ze ku kazdému rieSeniu 2, zodpoveda

_r—aazk_r—axo_@_ _@
Yk = b = b d—yo q’

kde ako yo := “* sme oznacili y zodpovedajice zo. Dostdvame teda nasledujici vysledok

Veta 6.1.1. Linedrna diofantickd rovnica ax + by = r md celociselné riesenie prdive vtedy,
ked d | r, kde d = (a,b). Ak zq, yo je lubovolné riesenie tejto rovnice, tak vsetky jej riesenia

su tvaru
+ — Lca
Tp =T = — .
k 0 d’ Y = Yo d
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Cvicéenia

1. N&jdite riesenia linedrnych diofantickych rovnic:

a) 2z + 3y =4,

b) 17z + 19y = 23,
c) 15z + 51y =41,
d) 232 + 29y = 25,
e) 10z — 8y = 42,

f) 121z — 88y = 572.

2. Celé cisla x, y spiﬁajﬁ rovnost ax — by = +1 prave vtedy, ked obsah trojuholnika
s vrchomi (b, a), (z,y) a (0,0) je 3.

3. Ak4 je minimdlna moznd vzdialenost medzi dvoma roéznymi bodmi (zg, o), (1,¥1),
ktoré predstavuju celociselné riesenia linedrnej diofantickej rovnice az + by = r. (Cisla
a, b, r st celé.)

4. Dokézte, ze pre lubovolné a,b € Z ma nasledujici systém nejaké celociselné riesenie.
Néjdite vsetky celociselné riesenia.

r+y+2z2+2t=a
2r —2y+z—t=">

6.2 Pytagorovské trojuholniky

Definicia 6.2.1. Pytagorovskou trojicou nazyvame trojicu prirodzenych cisel x, y, z takq,
ze
22 y? =22 (6.2)

Motivacia pre toto pomenovanie je zrejméa — pytagorovské trojice zodpovedaji pravouhlym
trojuholnikom s celo¢iselnymi stranami. Rovnica vyplyva z Pytagorovej vety.

Ukazeme si popis vsetkych pytagorovskych trojic. Veta, ktora dokazeme, sa objavila uz
v Euklidovych Zékladoch. Vsimnime si, ze ak x, y, z spliia , tak to isté plati aj pre
lubovolny nasobok cz, cy, cz, kde ¢ € N.

Definicia 6.2.2. Pytagorovska trojica x, y, z sa nazyva primitivna, ak Cisla x, y, z sa
nesudelitelné; (x,y,z) = 1.

Vsimnime si, ze ak je pytagorovskd trojica (x,y,z) primitivna, staci, tak je aj kazdd
dvojica vybratd z tychto 3 ¢isel nesidelitelna. Napriklad, ak by (z,y) = d > 1, tak dostaneme,
ze d? | 2% +y* =22, ¢ize d | z a d = (x,v, 2). Podobnym spdsobom mézeme overit tento fakt
aj pre ostatné dvojice.

Lema 6.2.3. Ak x, y, z je primitivna pytagorovskd trojica, tak prdve jedno z cisel x, y je
pdrne a cislo z je nepdrne.

Dékaz. Ak by boli x aj y parne, tak 22 je parne, teda aj z je parne. V takom pripade by &isla
x, Yy, z boli sudelitelné.

Nech by boli z aj y neparne. Potom 22 = 32 =1 (mod 4), a teda 22 = 2 (mod 4), ¢o je
spor. (Viimnime si, Ze pre lubovoIné z plati 22 = 0 (mod 4) alebo 22 = 1 (mod 4). Overit to
mozeme jednoducho rozborom vsetkych moznosti.)

Zostéva teda moznost, ze prave jedno z &isel x a y je neparne. Potom aj 22 = 22 + 2 je
neparne, teda aj z je neparne. O
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Nasledujiicu jednoduchi iivahu budeme casto pouzivat v tomto a aj v dalsich dékazoch.
Preto ju uvedieme ako samostatni lemu.

Lema 6.2.4. Ak (a,b) =1 tak, (a+b,a —b) je 1 alebo 2.
Z toho vyplgva, Ze ak a, b st nesudelitelné a maji roznu paritu, tak (a + b,a —b) = 1.

Veta 6.2.5. Prirodzené cisla x, y, z, kde x je pdrne, tvoria primitivnu pytagorovski trojicu
prave vtedy, ked

x = 2mn, y=m?—n? 2z =m? 4 n? (6.3)

pre nejaké prirodzené éisla m, n, také, Ze (m,n) =1, m >n a m, n si roznej parity.

Dékaz. UvaZzujme rovnost 2 = (z — y)(z +y). PretoZe y aj z s nepdrne &fsla, ich sidet
aj rozdiel je parny. Preto existuju také k,l € N, ze z —y = 2k, z + y = 2l. Z tychto vztahov
mozeme y a z vyjadrit akoy =1—k, 2 =1+ k.

Pretoze (2k,2l) = 2 (predchddzajtca lema), plati (k1) = 1.

Sucasne kl = % je stvorec prirodzeného cisla. Pretoze ide o nesudelitelné ¢isla, musia
byt k aj I $tvorce. Cize k = n?, | = m? pre nejaké prirodzené &isla m, n. Aby sme dostali
(k,1) = 1, musi platit (m,n) = 1. Na to, aby platilo (y,z) = 1, je nutné, aby ¢isla m, n mali
réznu paritu.

Z tychto vztahov uz dostdvame y = m? — n?, z = (m? + n?) a 22 = 4m?n?. Poslednd
rovnica implikuje x = 2mn. Aby ¢islo y bolo kladné, musi platit podmienka m > n.

Lahko sa overi, ze 22+y% = (m?—n?)2+(2mn)? = m*+4m?n?+n* = (m?4+n?)? = 22
Teda tieto ¢isla naozaj tvoria pytagorovsku trojicu.

Pretoze (m?,n?) = 1 a tieto &fsla st roznej parity, mame aj (y, z) = (m? —n?,m?+n?) =
1. O

Dostali sme vlastne tplné rieSenie rovnice (6.2) — presne sme popisali vSetky riesenia.

Podame este jednu podobnii charakterizaciu vSetkych rieseni tejto rovnice.

Veta 6.2.6. Prirodzené cisla x, vy, z, kde x je pdrne, tvoria primitivnu pytagorovski trojicu

prdave vtedy, ked

k? — 12 il _k2+12
2 YT FTE T

pre nejaké nepdrne prirodzené éisla k, 1, také, Ze (k,1) =1 a k > L.

Dokaz. V tomto pripade mame

(6.4)

xr =

v =(z—2)(z+ )

pricom ¢isla u := z — x a v := z + x s neparne. Z lemy vyplyva, ze (u,v) = 1. Pretoze
$tvorec y2 = wv je stdin 2 nestdelitelnych ¢&isel, obe z nich musia byt $tvorce. Polozme teda
v =£k2, u =12, z éoho hned dostdvame rovnosti

B k2 —12 B k2412

2 2

PretoZe u, v st nepérne, aj k, I si neparne. Podobne z (u,v) = 1 vyplyva (k,l) = 1.

x y =k, z

Z toho, ze (k,1) = 1 mame (opét na zdklade lemy|6.2.3) (k*+12, k?—1?) = (2z,2z) = 2,
ize (z,x) = 1.
Priamo dosadenim sa lahko da skontrolovat, ze
k‘2 _ l2 2 k,Q _1_12 2
kl)? = :
(o) ro= (57
O
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Na zdklade predchadzajiicich viet vieme vygenerovat nekonec¢ne vela (primitivnych) py-
tagorovskych trojic.

m|n| (x,y,2)
2 1] (435
32| (12,5,13)
11 (815,17
13| (247,25
5 | 2 | (20,21,29)

Najmensia (a aj najzndmejSia) z nich je trojica (3,4, 5). Pre zaujimavost mézeme spome-
nit vysledok W. Sierpiniskeho [Sie2], [Sie3| s.42], Ze diofantickd rovnica

37 4 4Y = 5°

nemd iné riesenie ako (z,y, z) = (2,2, 2). Neskor bolo toto tvrdenie zovSeobecnené na viaceré
pytagorovské trojice. Nie je vSak zname, ¢i analogické tvrdenie plati pre vSetky pytagorovské
trojice.

Je zaujimavé si v8imnut, Ze pre Tubovolny pravouhly trojuholnik s celoéiselnymi dizkami
stran je aj polomer vpisanej kruznice celé ¢islo. Skutoc¢ne

_ 25wy 2mn(m? —n?)  2mn(m —n)(m+ n)

r = = =
o x+y+tz 2mn + 2m? 2m(m +n)

=n(m —n). (6.5)

Takisto obratene, ak si zvolime Tubovolné celé ¢islo r, tak z rovnice vieme najst
prislusni pytagorovsku trojicu: Staci polozit n=1am =17+ 1.
Cvicenia

1. Nech z, y, z je primitivna pytagorovska trojica. Dokézte, ze (z,z) = (y,2) =1

2. Najdite vsetky pytagorovské trojice, ktoré stcasne tvoria aritmetickil postupnost.

3. Najdite vSetky pytagorovské trojice, ktoré sticasne tvoria geometrickd postupnost.

4. Ozna¢me H = {%, (x,y,2) je pytagorovské trojica}. Dokazte, Ze mnozina H je hustd
v intervale (0, +00).

5. Ak x, y, z je pytagorovska trojica, tak aspon jedno z ¢isel x, y je delitelné 3.

6. Ak x, y, z je primitivna pytagorovska trojica, tak prave jedno z ¢isel x, y, z je delitelné
5.

7. Ak z, y, z je pytagorovska trojica, tak aspon jedno z ¢isel x, y, z je delitelné 4.
8. Ak z, y, z je primitivna pytagorovské trojica, tak 60 | xyz.

9. Ukazte, 7e neexistuje pytagorovské trojica a, b, ¢ takd, ze ¢ = 2b. (Hint 1: /3 je
iracionalne. Hint 2: Nekonecna regresia

10. Najdite vSetky pytagorovské trojice také, ze jedna z odvesien je o 1 mensia nez prepona.

{pytag:EQPOLOMER}

Z vysledku by malo byt vidiet, Ze trojice (21, 220, 221), (201, 20200, 20201), (2001, 2002000, 2002001), . ..

tvoria pytagorovské trojuholniky.

IMetéda nekonecnej regresie je zavedend v dalsej podkapitole.
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6.3 Diofanticka rovnica 2* + y* = 2*

P. de Fermat vyslovil hypotézu, Ze rovnica
"yt =2" (6.6)

nema nenulové rieSenie v celych ¢islach pre ziadne prirodzené ¢islo n > 3. Histéria vzniku tejto
hypotézy je velmi znama — Fermat si poznacil toto tvrdenie na okraj Diofantovej Aritmetiky,
pri¢om napisal ,nasiel som velmi pekny dokaz, je tu nan vSak prili§ mdlo miesta.“ (Citét
uvedeny na zaciatku tejto kapitoly.)

Tento problém, nazvany Velkd Fermatova veta alebo Poslednd Fermatova veta, bol dlho
otvoreny. O jeho riesenie sa pokusali mnohi matematici, objavilo sa vela nespravnych dokazov,
a aj Clastoénych vysledkov — pre niektoré exponenty. (My ju ukdZeme pre exponenty 3 a 4.)
Velkd Fermatovu vetu sa nakoniec podarilo dokdzat v roku 1994 A. Wilesovi a R. Taylorovi.

Riesenie tohoto problému je velmi ndrocné, pre niektoré konkrétne n sa vsak tento problém
da rozriesit aj so zakladnymi poznatkami z tedrie Cisel.

Lahko si mozno vsimnit, ze ak rovnica ma rieSenie pre nejaké n = kl, tak ma rieSenie
aj pre ¢islo [; staci tiito rovnicu prepisat do tvaru (z%)! + (y*)! = (2*)!. Z toho vyplyva, Ze
na dokaz Fermatovej vety stac¢i uvazovat pripady n = 4 a n je neparne prvocislo.

Ukéazeme, ze pre n = 4 rovnica skutoéne nem4 riesenie. Dokazeme dokonca o ¢osi
silnejsi vysledok.

Veta 6.3.1. Rovnica
at 4yt =22 (6.7)

nemd riesenie v Z \ {0}.

Dékaz. Je zrejmé, ze pri rieseni rovnice sa mozeme obmedzit na prirodzené ¢isla. Nech
u je najmensie prirodzené &islo, pre ktoré existuju z a y také, ze 2* + y* = u?. Zrejme
(z,y,u) = 1, inak by sme vedeli zostrojit este mensie riesenie. Bez ujmy na vseobecnosti,
nech z je parne a y je neparne. Cisla 22, y2, u tvoria primitivnu pytagorovski trojicu, preto
existuju nesudelitelné ¢isla a a b také, ze

z? = 2ab, y? =a% —b?, u=a’+b%

Prave jedno z c¢isel a a b je parne (inak by 2ab nebol Stvorec). Ak by a bolo pérne a b
nepérne, tak by sme dostali y> = 3 (mod 4), ¢o nemoze nastat. Preto b je parne.
Mozeme ho teda zapisat v tvare b = 2¢, z ¢coho dostaneme

(5 -
kde (a,c) = 1.

7 toho vyplyva, Ze a aj ¢ su druhé mocniny nesudelitelnych Cisel
a=d?, c= f2, d,f)=1
Z toho dostaneme pre y vztah y? = a2 — b% = d* — 4f*. Teda plati
(2f%)? +y* = ()%

Cisla vystupujtce v predchadzajicej rovnici st nestidelitelné, preto tvoria primitivnu pyta-
gorovsk trojicu a pre vhodné | a m méame

212 = 2lm, d?> =12 + m?, f?=1im,
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pricom (I,m) = 1.

7 rovnosti f2 = Im vyplyva, ze musi platit [ = 2, m = s2

, ¢ize dostavame
rt st = d?.

Stcasne viak d < d? = a < a® < a® + b% = u, ¢o je v spore s tym, ze u sme vybrali ako
najmensie mozné ¢islo vyjadritelné v tomto tvare. O

Poznamka. Zakladna myslienka dokazu predchddzajicej vety je v tom, ze z Iubovolného
rieSenia dokazeme dostat riesenie od neho mensie. Takyto postup sa dé pouzit na dékaz ne-
existencie rieSenia v prirodzenych ¢islach. (KedZze prirodzené ¢isla st dobre usporiadané, ak
je mnozina rieSenf neprazdna, musi mat najmensi prvok.) Této metéda sa nazyva metdda ne-
konecnej regresie (anglicky: infinite descent). Tato metddu casto pouzival vo svojich tvahéach
prave P. de Fermat.

Podobnym sp6sobom moézeme dokazat aj:

Veta 6.3.2. Neexistuje riesenie rovnice
oty =2t (6.8)
v Z\ {0}.

Dokaz. Opét sa staci zaoberat rieSeniami v N. Bez ujmy na vseobecnosti mézeme predpokla-
dat, Zze mame riesenie, pre ktoré ma z najmensiu moznt nenulovi hodnotu. V takom pripade
st ¢isla @, y, 2 nestdelitelné a (22, vy, 22) je primitivna pytagorovské trojica.
Preto prave jedno z ¢&isel 22 a y je parne.
Uvazujme najprv moznost, Ze y je parne. To znamend, Ze pre nejaké (nesudelitelné) ¢isla
a, b plati
z? =a® - b? y = 2ab 2% =a® + b2

7 toho dostaneme
(22)? = 2222 = (a®> = b*)(a® + b?) = a* — b™.

Teda ¢isla a, b a xz spliaji rovnost

b+ (22)? = a?,

pricom a? < 22, teda 0 < a < z, o je v spore s predpokladom, Ze sme zobrali trojicu

s najmensou moznou hodnotou pravej strany.
Zostava teda moznost, Ze y je nepdrne. (A teda z je neparne, x je parne.) V tomto pripade
méme z2 = 2mn, 22 = m? + n? pre nejaké nestudelitelné ¢isla m, n roznej parity.
Predpokladajme, ze m je parne, n neparne. Potom (2m,n) = 1 a z rovnosti 22 = 2mn
méme n = s? a 2m = r2. Z druhej rovnosti dostaneme, ze r je parne, a teda m = 2t? a
(t,s) = 1. Z toho
22 =m? 4+ n? =4t + s
Opit sme dostali primitivny pytagorovsky trojuholnik s2, 2t2, z. Preto 2t> = 2uv, z ¢oho
mame, 7e u aj v si druhé mocniny prirodzenych éisel u = a2, v = b%. Potom
s2 = u2— 02 =at — bt
teda b* + 52 = a* a a < a* < s% < z. Dostali sme mensie riesenie.
Pripad, Ze m je neparne a n je parne je symetricky. (Pouzili sme len rovnosti 22 = m?+n?
a x? = 2mn, v ktorych m a n vystupuji rovnocenne.)
O
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Dosledok 6.3.3. Neezistuje pytagorovsky trojuholnik s celociselngmi diZkami strdn, ktorého
dve strany by boli druhymi mocninamsi prirodzenyjch cisel.

Désledok 6.3.4. Plocha pravouhlého trojuholnika s celociselngmi dizkami strin neméze byt
druhou mocninou prirodzeného cisla.

Dékaz. Ak by sme mali 22 +y? = 22 a 3= 52, tak z toho dostaneme
(x+1)? = 22 + 4s°

(x —y)? = 22 — 45>
2

(1‘ o y2)2 — Z4 o (25)4,

<
S

gize trojica 2s, 2 — y? a z by tvorila celoéiselné riesenie rovnice .

Cisla 2s a z st prirodzené, ak by x? # y? tak vieme takto dostat rieSenie rovnice
v prirodzenych &slach. Zostava si teda rozmysliet pripad z? = 32, ¢o znamen4 22 = 2z2. Ak
by tato rovnica mala v prirodzenych &slach rieenie, tak by /2 bolo racionalne &islo. O

Cvicenia
1. Metédou nekoneénej regresie ukazte, Ze rovnica 22 + 2 = 3(22 + w?) nem4 rieSenie
v prirodzenych cislach.
2. Dokazte, ze neexistuja prirodzené Cisla x, y, z a w také, ze x, y, z aj y, z, w by boli
pytagorovské trojice.

3. Rieste diofanticki rovnicu z? + y? = 222

4. Moze mat riesenie rovnica z" 4+ y™ = 2"; x,y, z su prvocisla, n > 27

6.4 Diofantické rovnice a delitelnost

Na dokaz toho, ze nejakéd diofanticka rovnica nemd rieSenie mézeme v niektorych jednodu-
chych pripadoch pouzit zvyskové triedy a kongruencie.

Priklad 6.4.1. Jediné riesenie rovnice
2m 3" =1

v prirodzenych ¢islach je m =2, n = 1.

M4 platit 2™ — 1 =3". Ak m > 3, tak 8 | 2™ a 2" — 1 = 7 (mod 8). Lahko zistime, Ze
zvysky 3™ po deleni 8 st striedavo 1 (pre parne n) a 3 (pre nepéarne). Teda 3™ je kongruentné
s 1 alebo 3, ¢o znamen4, Ze rieSenie s m > 3 neexistuje. Jediné riesenie je teda m =2, n = 1.

Na okraj poznamenajme, ze dokonca rovnica
z® —yb =1

neméa v prirodzenych ¢islach takych, ze z,a,y,b > 1, iné riesenie ako ©z = 3, a = 2, y = 2,
b = 3. Tento vysledok formuloval ako hypotézu Charles Catalan v 19. storoc¢i a v r. 2002
ho dokazal Preda Mihailescu. (Ciastoény vysledok dosiahol holandsky matematik Robert
Tijdeman, ktory dokézal v r. 1976, Ze tato rovnica mdze mat len konecne vela rieseni.)

Nasledujica veta ukazuje, ze niekedy mézu byt pri dokaze nerieSitelnosti diofantickej
rovnice uzitoéné aj zdkony kvadratickej reciprocity. Dokaz, ktory tu uvddzame, je z [Ap
Theorem 9.12, p.191].
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Veta 6.4.2. Diofantickd rovnica
v =3tk (6.9)

nemd riesenie, ak k je tvaru
k= (4n —1)° — 4m? (6.10)

kde m,n € N a m nie je delitelné zZiadnym prvocislom tvaru p = 4l + 3.
Dékaz. Z toho, ze k = —1 (mod 4), vidime
y> =2 —1 (mod 4).

Cislo y? moéze modulo 4 nadobtidat zvysky 0 alebo 1. To znamen4, 7e 3 = 1 (mod 4) alebo
2% =2 (mod 4), vyskisanim jednotlivych moZnosti zistime, ze

r=1 (mod 4).
Ozna¢me teraz a = 4n — 1, teda mame k = a® — 4m? a
y? +4m? = 2° + a® = (z + a)(2® — az + a?).

Zx=1 (mod4),a=-1 (mod 4) potom dostaneme

?—ar+a*=1-a+a®>=-1 (mod4).

Teda vidime, ze 2% — ax + a? je neparne a stcasne nemdzu byt vietky prvocisla deliace toto

¢islo tvaru 4s-+1. Znamen4 to, ze existuje prvoéislo p = 4143 také, ze p | (v+a)(z?—ax+a?) =
2 2
ye +4me.
Zistili sme, zZe

2

y? = —4m?

(mod p),

a pretoZze p { m, znamend to, ze —4m? je kvadraticky zvySok modulo p a

()
(2)-(3)--

(Posledna rovnost plati vdaka tomu, ze p = 4l + 3, pozri tvrdenie )
Dostali sme teda rovnost —1 = 1, ¢o je spor. O

Stcasne ale mame

6.5 Gaussovské a eisensteinovské celé ¢isla

Predtym, ako si ukdzeme riesenie niektorych dalsich diofantickych rovnic, na chvilu odboc¢ime
a povieme si nieco o dvoch rozsireniach celych Cisel, ktoré byvaja v teorii ¢isel ¢asto uzitocné.

Euklidovské okruhy

Zacneme s o nieco vseobecnejsim pojmom euklidovského okruhu. Najpodstatnejsim vysled-
kom tejto casti je fakt (ktory uz mozno poznate z inych prednasok), ze kazdy euklidovsky
okruh je okruhom hlavnych idealov a kazdy okruh hlavnych idedlov je okruhom s jednoznac-
nym rozkladom. Dobry tvod do tedrie euklidovskych okruhov a okruhov s jednoznaénym
rozkladom mozno ndjst napriklad v [AW] [DF] alebo [KGGS].
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Definicia 6.5.1. Obor integrity R sa nazyva euklidovsky okruh, ak existuje funkcia N: R —
Ny taka, ze pre lubovolné a,b € R, b # 0 existuju ¢,d € R také, ze a = bc+d abud d =0
alebo N(d) < N(b).

Funkciu N budeme nazyvat norma.

Okamzite ste si urcite vsimli podobnost s vetou o deleni so zvyskom. Nazov euklidovsky
okruh skutoc¢ne pochadza z toho, ze v takomto okruhu sa dé pouzivat Euklidov algoritmus.

Priklad 6.5.2. Dva priklady euklidovskych okruhov si Vam dobre zndme: Pre okruh Z
funkcia N(a) = |a| spliia definiciu normy. Na okruhu F[z], kde F' je lubovolné pole, mo-
Zeme zobrat ako normu stupenl polynému. (Stupen nulového polynému sa obvykle definuje
ako —oo, lahko si vSak vSimnete, Ze volba N(0) neovplyvni platnost podmienky z definicie
euklidovského okruhu.)

Pripometime, Ze obor integrity R sa nazyva okruhom hlavngch idedlov, (skrétene OHI) ak
kazdy ideal I v R je hlavny (vygenerovany jedinym prvkom), ¢ize je tvaru I = (a) = {ar;r €
R} pre nejaké a € R. (Nie vzdy sa pozaduje, aby okruh hlavnych idedlov bol obor integrity —
vyskytujd sa obe mozné definicie. My budeme vzdy predpokladat, ze OHI je obor integrity.)

Definicia 6.5.3. Prvok u okruhu R s jednotkou sa nazyva invertibilng alebo tiez delitel
jednotky v okruhu R, ak existuje prvok a taky, ze au = 1. Mnozinu vsetkych delitelov jednotky
v okruhu R budeme oznacovat U(R).

Ak pre prvky x,y € R plati z = ru pre nejaky invertibilny prvok u, hovorime, ze x a y
s asociované, oznacujeme T ~ y.

Invertibilné prvky daného okruhu s jednotkou tvoria grupu vzhladom na nasobenie a
relacia ~ je relaciou ekvivalencie na R.
Lahko si mézeme vSimnut, ze

Lema 6.5.4. Ak R je euklidovsky okruh, uw # 0 a N(u) = 0, tak u je invertibilny.

Dékaz. Priamo z definicie mame, Zze 1 = u.c + d, pricom N(d) < 0 alebo d = 0. Pretoze
pripad N(d) < 0 neméze nastat, mdme d = 0. O

Tvrdenie 6.5.5. KazZdy euklidovsky okruh je okruh hlavnych idedlov.

Doékaz. Nech R je euklidovsky okruh, I # ) je vlastny idedl v R a b je prvok z I s najmensou
nenulovou normou. (Ideél I je vlastny, preto neobsahuje Ziadne invertibilné prvky. Preto musf
obsahovat aspori jeden prvok s nenulovou normou.)

Tvrdime, ze I = (b). Pre kazdy prvok a € I mame a = b.c + d. Pritom d = b.c —a € I,
¢ize opat nemoze nastat moznost N(d) < N(b). Teda d =0 a a = b.c. O

Delitenost v okruhoch hlavnych idealov

V Tubovolnom okruhu mézeme definovat relaciu delitelnosti presne rovnako ako sme ju za-
viedli pre prirodzené c¢isla:

Definicia 6.5.6. Nech a,b € R, kde R je okruh. Hovorime, Ze a deli b, znac¢ime a | b, ak
existuje k € R také, ze b = k.a.
Najvicsi spolocny delitel prvkov a,b € R je taky prvok ¢ € R, ze

(i) c|a,c|b,

(i¢) pre Iubovolny prvok d € R taky, ze d | a a d | b plati aj d | c.
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Oznacujeme ho (a,b).

Lahko vidime vztah medzi delitelnostou v okruhu a hlavnymi idealmi:

alb =3 (b) C (a).

Z toho je zrejmé, Ze ak existuje ¢ = (a,b) v okruhu hlavnych idedlov R, tak ¢ je prave
generator idedlu {ax + by; z,y € R} (€o je najmensi idedl obsahujici a aj b.) Teda v kazdom
OHI plati Bézoutova identita

c=au+ bv.

Vztah asociovanosti mozno vyjadrit pomocou delitelnosti: = a y st asociované prave vtedy,
ked z | y aj y | «. Z toho sa d4 odvodit, Ze n.s.d. 2 prvkov je uréeny jednoznacne aZ na
asociovanost.

Pripomenme nasledujice definicie:

Definicia 6.5.7. Idedl I v okruhu R voldme prvoidedl, ak a.b € I implikuje a € I alebo
bel.

Ideal I # R v okruhu R je mazimdalny, ak I C J C R, kde J je idedl, implikuje J = I
alebo J = R.

Idedl I je maximdlny prave vtedy, ked faktorovy okruh R/I je pole. Idedl I je vlastny
prvoidedl prave vtedy, ked faktorovy okruh R/I je obor integrity. Kazdy maximdalny idedl
je prvoideal. V nasledujicom tvrdeni ukazeme, ze v OHI plati aj opacna implikacia. Pripo-
menme este jeden uzitoény fakt, ktory sa da dokdzat pomocou axiémy vyberu: kazdy ideal
v R je obsiahnuty v nejakom maximalnom ideale.

Tvrdenie 6.5.8. Ak I = (m), I # {0}, je vlastny prvoidedl v OHI R, tak I je mazimdlny.

Dékaz. Nech I C J C R. Pretoze R je OHI existuje prvok a € R taky, ze J = (a). Méme

teda (m) C (a), ¢ize m = a.c pre nejaké ¢ € R. Potom bud a € I a I = (a) alebo ¢ € I, ize

¢=m.d am = a.c=m(ad). Z toho médme ad = 1 (pretoze R je OI), ¢iZe a je invertibilny a

(a) = R. O
Pojem analogicky k pojmu prvocisla je v okruhu pojem ireducibilného prvku.

Definicia 6.5.9. Prvok a okruhu R taky, ze a # 0, a ¢ U(R), sa nazyva ireducibilng, ak

z rovnosti a = bc vyplyva, ze niektory z prvkov b, c¢ je invertovatelny v R.

Inymi slovami, ireducibilny prvok sa (az na asociovanost) nedd zapisat ako sicin dvoch
prvkov z R inak ako 1.a.

Tvrdenie 6.5.10. Ak idedl (p) v OI R je vlastny prvoidedl, tak p je ireducibilng v R.

Dékaz. Ak (p) je prvoidedl a ab = p, tak jeden prvok z dvojice a, b musi byt ndsobkom p.

Bez ujmy na vSeobecnosti, nech a = kp. Potom p = ab = (kb)p, z ¢oho kb = 1, CiZe b je

invertibilny. O
V OHI plati aj obratena implikacia.

Tvrdenie 6.5.11. Ak p je ireducibilng prvok v OHI R, tak (p) je prvoidedl.

Dékaz. Nech p je ireducibilny. Ukdzeme, Ze idedl p je maximdlny (a teda je to prvoidedl).

Nech by (p) C (m). Z toho vyplyva p = m.c. Potom bud m je asociovany s p a (p) = (m),

alebo m je invertibilny a (m) = R. O
7Z toho dostavame nasledujici vztah, ktory bol klticovy v dokaze zédkladnej vety aritmetiky.

Désledok 6.5.12. V OHI pre lubovolny ireducibilng prvok p plati implikdcia p | ab = p | a
Vp|b.
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Okruhy s jednoznac¢nym rozkladom

Definicia 6.5.13. Okruh s jednoznacnym rozkladom je obor integrity, v ktorom pre kazdy
prvok x € R, ktory je nenulovy a nie je invertibilny, existuje rozklad

T=Pp1---Pk

na sucin ireducibilnych prvkov a navyse je tento rozklad jednoznac¢ny az na asociovanost a
poradie.

Tvrdenie 6.5.14. Obor integrity, ktory je okruhom hlavnich idedlov, je okruh s jednoznac-
nym rozkladom.

Doékaz. Chceme dokéazat existenciu a jednoznacnost rozkladu na sicin ireducibilnych prvkov.
Jednoznacénost vyplyva z dosledku

Ezistencia. Sporom. Nech by x bol taky prvok, ktory sa nedd v R rozlozit na sucin
ireducibilnych prvkov. Pretoze z nie je ireducibilny, vieme ho zapisat ako = = r;1.¢q;, pricom
71, g1 nie su delitele jednotky. Keby obidva prvky 1 aj g; boli ireducibilné, mame rozklad x.
Teda jeden z nich nie je ireducibilny, bez ujmy na vSeobecnosti nech je to ¢;. Potom q; = r2.¢2
pre nejaké r9, g2 € R. Takymto spésobom indukciou zostrojime nekonecnt postupnost prvkov
r, € R takd, Ze nasledujici vzdy deli predchddzajici, teda r,11 | 7. To je ekvivalentné s tym,
ze (rn) C (rpe1) a takto dostdvame nekoneénit postupnost idedlov I; C b € ... C I, C ...,
kde I oznacuje idedl (ry). UkéZeme, ze v OHI takdto postupnost neméze existovat, ¢im
dostaneme pozadovany spor.

Skutocne, ak by sme mali takyto rastici retazec idedlov. Potom aj I = |J,—, I, je idedl.
Pretoze R je OHI, existuje a € R také, Ze (a) = I. Lenze z toho, ze a € J,—; I,, vyplyva
existencia ¢isla ng s vlastnostou a € I,,,. Potom pre vSetky n > ng mame (a) C I,,, C I,, C I,
¢ize od ng pocntc sa uz vsetky idealy I,, rovnaju. O

Poznamenajme, 7e okruhy, ktoré spiiiaji podmienku, Ze v nich neexistuje nekoneény ras-
tuci refazec idedlov, sa nazyvaji noetherovské.
Okruhy Z[i] a Z|w]

Definicia 6.5.15. Komplexné ¢islo a + bi nazyvame gaussovskym celym cislom, ak a,b € Z.
Okruh gaussovskych celych ¢isel oznacujeme Z[i].

Ocividne Z[i] je podokruh C.
Velmi podobne sa definuju eisensteinovské celé ¢isla. V dalSsom budem w oznacovat ¢islo

—1+iV/3
Ty

¢o je jedna z tretich odmocnin z 1 v komplexnych ¢islach.
Definicia 6.5.16. FEisensteinovské celé c¢isla st ¢isla tvaru a + bw, kde a,b € Z.
Pre pocitanie s takymito Cislami je uzito¢né si uvedomit, ze
l+w+w?=0.

Pomocou tejto rovnosti sa uz vecelku jednoducho da overit, Ze aj eisensteinovské celé cisla
tvoria podokruh C. Tento okruh ozna¢ujeme Z[w].

Nasim cielom je ukézat, Ze oba okruhy, ktoré sme prave zadefinovali, si euklidovské.
Najprv zadefinujeme normu pre tieto okruhy.
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Definicia 6.5.17. Normou gaussovského (eisensteinovského) celého ¢isla z = a+bi nazyvame
¢islo
N(z) = |2|* = z.Z.
To znamena, ze pre gaussovské celé ¢islo z = a + bi je norma dané predpisom
N(z) = a* + V*. (6.11)
Pre eisensteinovské celé ¢islo z = a + bw mame
N(z) = a® + b* — ab. (6.12)
Z rovnosti N(z) = |z|? je zrejmé, ze
N(z).N(2") = N(z22). (6.13)
Tvrdenie 6.5.18. Gaussovské celé cisla tvoria euklidovsky okruh.

Dékaz. Nech z = a + bi, w = ¢+ di si dva prvky zo Z[i]. Chceme néjst q,r € Z[i] také, ze
z=qw+raN(r) < N(w).
Potom Z = g+ hi, kde g,h € Q. Zvolme m,n € Z tak, ze | —m| <  a |[h —n| < 1.
Polozme
q =m + ni.

Potom r musi mat hodnotu

r:z—qw:(%—q)w:w.((g—m)—k(h—n)i).

Vidime, Ze pri takejto volbe ¢isla r plati r € Z[i] a

N() = N(w).[(g — m)? + (h —n)?] < N(w) (i " i) = M9 v

Tvrdenie 6.5.19. FEisensteinovské celé cisla tvoria euklidovsky okruh.

Dékaz. Dokaz bude velmi podobny ako pre gaussovské celé Cisla. Vyuzijeme to, ze vztah
(6.13]) ndAm hovori, ako moézeme delit ¢isla tvaru a + bw.
Oznac¢me z = a + bw, w = ¢ + dw. Potom
z 2w (a+bw)(c+ dw?)

Jad = = h
W ww N(w) g+ ha,

kde g = acﬁ(bucj;d ah= bsza%l

Opét si zvolime celé ¢isla m, n s vlastnostou |g — m| < % alh—n|< % a

qg=m—+ nw.
Potom pre r dostaneme

rT=2zZ—quw = (5fq>w:w-((g*m)+(h*n)w)’

N(r) = Nwhllg = m + (h =) = (g = m)(h = )] < Nw) (34 7+ ) < V(w)

O
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Tvrdenie 6.5.20. Delitele jednotky v Z|w] st prdve ¢isla
{1, +w, w2},

Dékaz. Zrejme ak u je delitel jednotky, tak musi platit N(u) = 1 (vdaka tomu, Ze norma
v Z[w] je multiplikativna). Skiisme teda néjst vsetky a,b € Z pre ktoré

N(a+bw) =a®>+b*> —ab= (a —b)? +ab=1.

Ak si navyse uvedomime, ze z je delitel jednotky prave vtedy, ked Z je delitel jednotky,
sta¢i ndm uvazovat pripad ab > 0. (Pre z = a + bw mame z = a + bw? = a — b(1 + w) =
(@ —b) — bw. Teda ak ab < 0, tak (a — b)(—b) = —ab + b > 0, &ze prechodom k Z zmenime
znamienko ab na kladné.)

Ak teda mame 1 dostat ako sicet 2 celych ¢isel, musi byt jedno z nich 1 a druhé 0, teda
mame moznosti
la—bl=1Aab=0, ¢izea==x1,b=0aleboa=0,b=+1
la—b =0Aab=1, ¢ize a =>b==+1.

Dostali sme takto ¢sla +1, +w a +(—1—w) = F+w?. Pridanfm komplexne zdruZenych &isel
nam uz ni¢ nepribudne, takze toto si jedini mozni kandidati na delitelov jednotky. Lahko
vidno, ze tieto cisla aj skuto¢ne delitelmi jednotky st.

O

Jednoducho sa d& overit, Ze delitele jednotky v Z[i] st prave {£1,+i}. V oboch okruhoch
teda plati N(u) = |u|> =1 < u je delitel jednotky.
Cvicenia

1. Nech Z[v/=2] = {a + biv/2;a,b € Z}. Dokéite, 7e Z[/—2] s normou N (a + bi\/2) =
a® + 2b? je Euklidovsky okruh.

2. Ak r je prvok Z[i] (prvok Z[|w]) taky, ze N(r) je prvoéislo, tak r je ireducibilny prvok
v Zli] (v Z|w]).

3. Overte, ze 4Z + 1 nie je okruh s jednoznaénym rozkladom.

4. Ak z je prvok okruhu Z[i] (alebo Z|w]) taky, ze N(z) je prvocislo, tak z je ireducibilny.

6.6 Diofanticka rovnica 23+ ° = 23

V tejto ¢asti vyuZijeme okruh Z[w] na ddkaz toho, ze Velkd Fermatova veta plati aj pre
exponent 3.

Veta 6.6.1. Nech u € Z|w] je nejaky (pevne zvoleny) delitel jednotky. Rovnica
23+ P =z (6.14)

nemd riesenie v okruhu Zlw)] také, Ze xyz # 0. (A teda nemd ani celociselné riesenie s vlast-
nostou xyz # 0.)

Dékaz, ako ho uvedieme tu, v podstate sleduje knihu [Ri, Chapter II1.3]. N4jst sa d&
napriklad aj v [HW], §13.4] a [IR] Chapter 17.8].
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V dokaze budeme casto vyuzivat ¢islo

3—/3i

A=1—-w= 5 (6.15)
preto si najprv ukazeme niektoré jeho vlastnosti.
Priamym vypoctom sa mozno presvedcit, ze plati
MN=1-2w+w?=—-3w (6.16)

Lema 6.6.2. Cislo A\ md v Z[w] normu N()\) = 3, je teda ireducibilngm prokom Z[w].

Dékaz. Priamo dosadenim do (6.12) dostaneme N(A\) = N(1 —w)=14+1+1=3.
Takisto to mézeme vidiet z predoslej rovnosti (6.16): N(\) = |A\? = [A\?| = |-3w| =3. O

Lema 6.6.3. Pre kaZdé a € Z[w] plati prave jedna z kongruencii
a=0,£1 (mod \). (6.17)
Konkrétne plati
w=1 (mod \),
w?=1 (mod \).

Dokaz. Stadi si viimnit, Ze w =1 (mod A) a A | 3 (pozri (6.16)). Z toho méme 2 +yw = z+y
(mod M), a pretoze x + y je kongruentné s niektorym z ¢&isel 0, +1 modulo 3, to isté plati aj
modulo A.

Pretoze A nie je invertibilny prvok v Z[w] mame A {1 a +1 # 0 (mod )). Dalej z N(\) {
N(2) vyplyva A1 2, a teda 1 £ —1 (mod \).

Cize uvedené kongruencie nemdézu platit sucasne. O
Lema 6.6.4. Ak a € Zw] a A a, tak
a® =41 (mod \*). (6.18)
(Presnejsiea=1 (mod \) = a®=1 (mod A\*) aa= -1 (mod \) = a® = —1 (mod \*).)

Dékaz. Predpokladajme najprv, ze a = 1 (mod M), ¢ize a = 1 + kX pre nejaké k € Z[w].
Potom

a®—1=(a—1)(a—w)(a—w?) =kN1 —w+ kN1 —w?+ k)=
EAXO 4+ EA) (1 + )X+ EX) = Nk(1 + k) (k — w?)

Podla lemy bud A | k, alebo A | 1 + k alebo A | 1 — k. V poslednom pripade méme
w?=1=k (mod \), ¢ize A | k—w?. Vo vietkych 3 pripadoch teda mame X | k(1+k)(k—w?),
a teda

Ma® -1,
¢ize a® =1 (mod A\*).
Zostava este pripad a = —1 (mod A). Této moznost sa vSak da previest na pripad, ktory
sme riesili v prvej Gasti dokazu. Plati totiz a®> = —(—a)3 = —1 (mod ). O

Désledok 6.6.5. Rovnica (6.14) nemd riesenie také, Ze A nedeli Ziadne z éisel x,y, z.
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Doékaz. Ak by sme mali také riesenie, tak podla lemy [6.6.4] dostaneme
+1++1=4u (mod \?).

Na lavej strane mozeme dostat 0 alebo £2. Stac¢i ndm ukédzat, ze pripad £2 = u (mod \*)
nemdze nastat. V zostavajiicom pripade 0 = +u (mod \*) totiz mame A\* | u, ¢o je spor.
Ak by platilo M\ | u & 2, tak aj N(A?) = 3% delf N(u =+ 2). Sticasne viak

N(u+2)=|u+2* < (Ju|+2)* =3% < 34

Lema 6.6.6. Nech \{xy. Ak
3

2+ y3 =uz",
kde u je invertibilng prvok v Z|w] a z,y € Z|w], tak \? | 2.
Doékaz. Podla lemy [6.6.4 méme
+1+1=uz® (mod \?Y).
To méze byt splnené jedine ak A\* | 23, z ¢oho (vdaka ireducibilnosti ) uz vyplyva A2 | z. O

Lema 6.6.7. Nech u je invertibilng prvok v Z[w], n € N, n > 2. Nech ezistuji nenulové
x,y, 2z € Zw| také, Ze
2+ P = uNP2?, (6.19)

pricom A { xyz. Potom existuji x1, y1, 21, u1 také, Ze
34y = u A3 (6.20)
pricom opdt uy je invertibilng prvok v Zlw] a A1 z1.

Dékaz. Opét bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat (x,y) = 1. (Vydelime pripad-
nym spoloénym delitelom alebo vezmeme rieSenie s najmensou moznou normou x.)
Mame
(z +y)(z + yw)(z + yw?) = uX3"23. (6.21)

Pretoze A\* deli pravii stranu, aspoii jedno z ¢isel na Javej strane musi byt delitelné A\2. Bez
ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze je to x +y. (V opa¢nom pripade staéi zaviest
substitticiu ¢’ = wy pripadne y’ = w?y. Toto nové y vyhovuje tej istej rovnici.)

Méme teda A\? | z + y. Pretoze

rtyw=z+y—yl-w)=x+y—A
dostdvame \? { x + yw. Podobne
sty =z+y—y(l-w’)=z+y—y(l+w)
ay(l+w)=—w?y#0 (mod \), teda opit A\? { z + yw?. Z toho dostaneme
)\3n72 | T +y.
Stcasne mame (z +y,z +yw) = (r+y, 2 +y — (r +yw)) = (z +y,y\) = Mz +y,y) =

A(z,y) = A. Podobne (z + 3,z + yw?) = (x + y,y(1 + w)\) = AMa +y,1 +w) = X. (Treba si
uvedomit, 7e 1 + w = —w? delitelom jednotky v Z[w].)
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Takisto dostaneme (z + yw, z + yw?) = (z + yw, yw(l — w)) = (z + yw, ywA) = A.
2

Dostali sme teda, Ze ¢isla %, H% a ”% st po dvoch nestdelitelné.
r+y r+yw) [(x+Yy m+yw2 _(rtyw x+yw2 1
AT B A7 A B A A o

Z (6.21) (s vyuzitim toho, Ze pracujeme v okruhu s jednozna¢nym rozkladom) méme

4y = N""2uadd,
T+ yw = )\quS,

z 4 yw? = Augc?,

kde w1 23 st invertibilné v Z[w] a a, b, ¢ s (po dvoch) nestdelitelné.
Pouzitim rovnosti 1 + w + w? = 0 z toho dostaneme

0= (z+y)+w@+yw) +w(@+yw?) = X" 2u1a® + wlugb® + w?husc®.
Tuato rovnost mézeme vydelit ¢islom )\ a dostaneme rovnost tvaru
A3 =163 = b3 413, (6.22)

kde t a t’ st opét nejaké invertibilné prvky, A1 bc a (b,¢) = 1.

V pripade, ze t = +1 mame riesenie b, tc, a rovnice . Staci teda uz len ukazat, ze
nemdze nastat pripad t = fw, +w?.

Pretoze n > 2, rovnost implikuje

b+t =0 (mod A\?).
Stéasne podla lemy mame b® = 41 (mod \?), 3 = £1 (mod A\?), a teda
+1+¢t=0 (mod \?),

¢ize t = £1 (mod MN?).

Vieme, %e A\ = —3w. V jednotlivych pripadoch dostdvame A2 {1 —w = A\, A2 {1+ w
(lebo 1+ w je invertibilny prvok), A2 41 —w? = (1 —w)(1 +w) ~Aa At 1+ w? = —w (opit
z dovodu, Ze ide o invertibilny prvok). O

Dékaz vety[6.6.1, BUNV mozeme predpokladat, Ze rieSenia rovnice su nesudelitelné
v Z[w] (v opa¢nom pripade predelime spoloénym delitelom). Cislo A teda nedeli aspoii dve
z Cisel z, y, z. Sucasne vieme z dosledku [6.6.5] Ze A deli aspon jedno ¢islo z tejto trojice.

Pomocou nekonednej regresie vieme dokdzat, ze neexistuje rieSenie také, ze A | z. Vyplyva
to z liem a — vzdy vieme znizit stupen ,prvocisla“ A\ v roklade ¢isla z. (Hladame
rieSenie, kde v rozklade z vystupuje A v najmenSom exponente.)

Zostéava teda moZnost, Ze A1 z a A | zy. Bez ujmy na vSeobecnosti nech A | x. Dostavame
potom £1 = u (mod \*), z ¢oho vyplyva, 7ze u = 1 (podobne ako v dokaze lemy .
Potom ale mame 3 +y3 = £23 = (£2)3 + (—y)? = 23, &iZe sme sa opit dostali do situacie,
ze A deli prava stranu rovnice. O
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Kapitola 7

Aditivne vlastnosti prirodzenych
Cisel

Tato kapitola je venovana niektorym problémom patriacim do aditivnej teérie ¢isel — budeme
sa zaoberat otdzkou, ¢i sa vSetky/mniektoré prirodzené éisla daju vyjadrit ako sicet ¢isel
z nejakej mnoziny, pri¢om pouzijeme najviac/prave k séitancov (k je nejaké dané ¢islo.)

7.1 Bazy mnoziny N

Definicia 7.1.1. Ak Aq,..., A C N, tak ako Ay + ...+ Ay oznaCujeme mnozinu vsetkych
Cisel tvaru ay + ... + ag, kde a; € A; U {0} pre véetky i = 1,2,...,k.
Dalej definujeme nA pre n € N induktivne ako: 1A = A a

(n+1)A=nA+ A.

Dolezité je si vSimnut, ze v predchadzajicej definicii povolujeme ako scitanec aj 0, preto
A, CA +... Ay prei=1,... k.

Definicia 7.1.2. Hovorime, ze A C N je aditivna biza mnoziny N, ak existuje k € N také,
ze
N = kA.

Najmensie také k nazyvame rddom aditivnej bazy A.

Ukazeme, ako sa da pouzit pojem Schnirelmanovej hustoty na dokaz, ze nejakd mnozina
je aditivna baza. Dokazeme, ze plati:

Veta 7.1.3. Ak ACN ao(A) >0, tak A je aditivna biza mnoziny N.
Dokaz sa bude opieraf o nasledujice lemy:

Lema 7.1.4. Ak A,B CN a pre ¢islomn € N, n > 2 plati
A(n) + B(n) > n,
takne A+ B.
Doékaz. O
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Lema 7.1.5. Nech A,BCN ac(A)+o(B) > 1. Potom A+ B=N.

Doékaz. Musi platit 1 € A alebo 1 € B, inak by obe mnoziny mali nulovi Schnirelmanovu
hustotu. Vdaka tomu 1 € A+ B.

Nechn > 1.7 lemy mame
A(n) + B(n) > n(c(A) + o(B)) > n.

Z lemy potom vyplyva n € A+ B. O
Doékaz vety[71.3 Podla dosledku [5.2.9| plati pre m € N

1—o(mA) < (1-0(A)™,
Cize
o(mA)>1—(1—o(A)™.
Pre m — oo prava strana tejto nerovnosti konverguje k 1. Preto existuje mg také, ze

1
a(moA) > 7

Potom plati o(mgA) + o(moA) > 1 a z lemy mame 2mpA = N. O
Bez dokazu uvedieme nasledujicu vetu, ktora je rieSenim znameho Waringovho problému.

Veta 7.1.6. Pre kaZdé k € N je mnoZina {n*;n € N} wsetkych k-tych mocnin aditivnou
bazou mnoziny N (t.j. existuje prirodzené cislo g(k) také, Ze kazdé prirodzené cislo sa dd
napisat ako sucet nanajvys g(k) k-tych mocnin).

Tento problém bol rozrieseny Davidom Hilbertom v roku 1909. (Hilbertov dékaz bol
komplikovany — povodny dokaz vyuzival 25-nasobny integral, neskor bol dokaz zalozeny na
rovnakej myslienke zjednoduseny — v zjednodusenej verzii sa vyskytuje 5-ndsobny integral.)
Dalsie vysledky, ako aj alternativne dokazy, podali Hardy, Littlewood a Vinogradov. (V ich
vysledkoch sa uz existuju aj odhady na pocet k-tych mocnin, ktoré stacia na vyjadrenie ¢isla
n pre vSetky dostatoc¢ne velké n.) Neskdr sa podarilo J. V. Linnikovi vyrazne zjednodusit
dokaz vety (jeho dokaz, publikovany v roku 1943, je elementdrny v tom zmysle, Ze
nepouziva metédy komplexnej analyzy). Tento dokaz vyuziva Schnirelmanovu hustotu.

My neskor ukazeme toto tvrdenie aspon pre n = 2, t.j. dokdZeme, Ze mnozina vsetkych
Stvorcov tvori aditivnu bdzu mnoziny N (v tomto pripade bdzu rddu 4). Iny zaujimavy vy-
sledok v tejto oblasti je, ze aj prvocisla tvoria aditivnu bdzu mnoziny N. (VSimnime si, ze
v ziadnom z tychto 2 pripadov nemo6zeme priamo pouzit vetu )

Cvicenia

1. Kazdé prirodzené cislo véicsie ako 11 sa je suctom 2 zlozenych cisel.

7.2 Sucty druhych mocnin prirodzenych cisel

Cielom tejto cCasti je ukdzat zname vysledky o suctoch druhych mocnin prirodzenych cisel.
Dokazeme Lagrangeov vysledok hovoriaci, ze kazdé ¢islo sa da napisat ako sicet Styroch
druhych mocnin (veta . Takisto ukazeme tvrdenie pochadzajice od Fermata, ktoré
hovori, Ze vsetky neparne prvocisla tvaru 4k+1 sa daji zapisat ako stcet dvoch druhych
mocnin prirodzenych éisel (veta [7.2.6)).
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7.2.1 Sucty dvoch stvorcov

V tejto Casti sa budeme zaoberat tym, ako mozno nejaké ¢isla rozlozit na stcet 2 druhych
mocnin celych &sel, t.j. ako n = a? + b2. Samozrejme, kedZe (—a)? = a?, sta¢f ndm uvazovat
a, b S No.

Priklad 7.2.1. Skdsme néjst vsetky rozklady prirodzenych ¢isel od 1 po 20. (Z rozkladov,
ktoré sa lisia len vymenov séitancov, vyberieme vzdy iba jeden.)
1=12+02,

2=12+12

4=22402,

5 =22 412

8 =22 422,

9 =32402,

10 = 32 + 12,

13 =32 + 22,

16 = 42 + 02,

17 =42 +12,

18 = 3% + 32,

20 = 4% + 22,

Vsimnime si, ze pre Cisla 3, 6, 7, 11, 12, 14, 15, 19 ziadny taky rozklad neexistuje. Lahko
si mézeme vsimnut, ze ¢isla tvaru 4k + 3 sa nedaju napisat ako stcet 2 stvorcov — lebo druhé
mocniny po deleni styrmi davaja bud zvysok 0, alebo 1.

Medzi uvedenymi prikladmi sme zatial nenasli, ziadny priklad ¢isla, ktoré by malo (ak
neuvazujeme vymenu s¢itancov a zmenu znamienka) viac nez jeden rozklad. Taky priklad
nam vsak poskytne ktorakolvek pytagorovska trojica.

2 =a?+b=c%+0?
25 =524 0% =42 + 32

Najprv ukdzeme rovnost z ktorej vyplyva, ze mnozina ¢isel vyjadritelnych ako siicet
dvoch stvorcov je multiplikativna (uzavretd na siciny). Pretoze tento vztah budeme pouzivat
dost casto, sformulujeme ho ako samostatni lemu.

Tento vztah sa nachddza v knihe Leonarda Fibonacciho Liber Quadratorum (kniha o Stvor-
coch). Bol vSak objaveny indickym matematikom Brahmaguptom v 7. storo¢, preto sa zvykne
volat aj Brahmaguptova-Fibonacciho identita.

Lema 7.2.2 (Fibonacciho identita). Pre lubovolné a,b,c,d € R plati
(a® +b?)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — be)?. (7.1)
Dékaz. Pre komplexné ¢isla x = a + bi a y = ¢ + di plati
(ac + bd)? + (ad — be)? = |zy|® = |z|? - |y)? = (a® + b*)(? + d?).
O

Dosledok 7.2.3. Ak m,n € N st vyjadritelné ako siucet dvoch druhyjch mocnin, tak sa takto
dd vyjadrit aj ich sicin mn.

Iny dékaz vobec, nevyuzivajici komplexné ¢isla, spoc¢iva v jenoduchom roznasobeni uve-
denych vyrazov.
Lema 7.2.4 (Fibonacciho identita). Nech R je komutativny okruh. Pre lubovolné a,b,c,d €

R plati
(a® + %) (? + d*) = (ac+ bd)* + (ad — be)?.
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Doékaz.
(a® + b?)( + d?) = a*® + a®d® + b2 + b2 d?
(ac+ bd)* + (ad — be)? = a*c® + 2abed + b*d* + a*d* — 2abed + b c?

O

Ked sa nad tym zamyslime, prvok ¢ mézeme pridat k lubovolnému komutativnemu okruhu
s jednotkou, pricom vztah i> = —1 jednoznac¢ne definuje ndsobenie. (Navyse, ak by okruh
nemal jednotku, tak ju tiez vieme pridat.) Takisto v tomto okruhu R[] mdézeme definovat
ykomplexne zdruzené® ¢islo a bude platit T-y = Ty, z ¢oho dostaneme ||z.y|| = ||z - ||y, kde
|z|| = = - =. Teda ,komplexnejsi“ (Cize jednoduchsi) dékaz prejde aj v pripade Iubovolného
okruhu. (Okruh R[i], o ktorom tu hovorfme, je vlastne presne faktorovy okruh R[z]/(z?+1).)

Lema 7.2.5. Ak p je prvocislo a p | a® + b* pre nejaké a,b € Z, tak bud p deli obe ¢isla a aj
b, alebo —1 je kvadraticky zvysok modulo p.

Dékaz. Zrejme ak p | a, tak aj p | b. Sta¢i ndm teda ukézat, ze pre p{ a plati (—1)Rp. Mame
a®>+bv*=0 (mod p).

Pretoze p 1 a, existuje ¢ také, ze ac = 1 (mod p) (za ¢ modZeme zobrat inverzny prvok k a
mod p v Z,). Ak tito kongruenciu vynasobime ¢islom ¢, dostaneme

1+ (cb)>=0 (mod p),
(cb)* = —1 (mod p),

teda —1 je skutocne kvadraticky zvysok modulo p. O
Veta 7.2.6 (Fermat). Nech p je nepdrne prvocislo. Nasledujice podmienky st ekvivalentné
(i) Prvocislo p je sictom dvoch druhgch mocnin nezdpornych celyjch cisel.
(i) (~1)Rp
(iii) Prvocislo p je tvaru 4k + 1.

Navyse, rozklad prvocisla p tvaru 4k + 1 na sucet druhgch mocnin je uréeny jednoznacne (az
na poradie sc¢itancov).

Doékaz. Ekvivalenciu druhej a tretej podmienky sme uz dokézali v tvrdeni [£:2.6]

Implikacia = vyplyva z lemy (alebo — este jednoduchsie — staéi si vsimnit,
Ze Cislo tvaru 4k + 3 nemozeme dostat ako stucet 2 Stvorcov).

Ak vieme, 7e 2> = —1 (mod p) pre nejaké celé ¢islo z, znamend to, ze p | 22 + 1 v Z.
Potom aj p | 2% + 1 = (z +i)(x — i) v Z. Pretoze ndsobky &isla p v Z[i] st prave ¢isla tvaru
ap + bpi, médme p t x £ i. Podla dosledku to znamend, ze p nie je ireducibilny prvok
v Z[i], ¢ize p = z1.22 pre nejaké prvky z1, 2o € Z[i], z ktorych ani jeden nie je delitel jednotky.

Potom dostaneme N (p) = p? = N(z1).N(z2). Teraz uz ide o siéin prirodzenych &sel, a
kedZe p je prvoéislo a z1, 2o nie st delitele jednotky, je to mozné iba ak p = N(z1) = N(z2).
Teda p = a? + b2, kde ay, by st nenulové celé &isla také, Ze z; = ay + ib;. Potom plati aj
p = |a1|? + |b1|?, ¢ize p vieme dostat ako stcet druhych mocnin 2 prirodzenych éisel.

Pretoze N(z1) = N(z2) = p, ¢isla 21, 2o st ireducibilné v Z[i] (cvicenie [i] v Easti [6.5)).
Z jednozna¢nosti rozkladu v Z[i] vyplyva, Ze 21 a 25 st uréené jednoznacne az na asociovanost.
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Ak mame rozklad p = a® + b> = (a + bi)(a — bi), tak vietky ostatné rozklady dostaneme
prenasobenim cinitelov v rozklade vhodnymi delitelmi jednotky. Vieme, zZe delitele jednotky
v 7Z[i] st préve ¢&isla +1, +i. Takto dostaneme napriklad z prvého Cinitela a + bi postupne
—a —bi, —=b+ ai, b— ai, z a + bi dostaneme —a + bi, b+ ai, —b — ai. Vidime, ze vsetky tieto
moznosti zodpovedaji iba zmene znamienka ¢isel a, b (Co je nepodstatné, ked sa obmedzime
na nezaporné ¢isla) a ich vzajomnej vymene.

Cize rozklad prvoéisla na stcet 2 §tvorcov nezapornych é&isel je skutoéne, az na poradie
sCitancov, jednoznacny. O

Dosledok 7.2.7. Prirodzené cislo n > 1 je sucet stvorcov dvoch prirodzengch cisel prdve
vtedy, ked n nemd vo svojom prvociselnom rozklade Ziadne prvocislo tvaru p = 4k + 3 v ne-
pdrnom exponente.

Doékaz. Kazdé takéto ¢islo sa da zapisat ako sucet dvoch Stvorcov — vyplyva to z vety [7.2.0]
a z multiplikativnosti takychto ¢isel (dosledok .

Ak p je prvocislo také, e p | n = a? + b? tak podla lemy je bud (—1)Rp (a teda p
je tvaru 4k + 1), alebo p | a, p | b a v tomto druhom pripade mame p? | a2, p? | b?, z ¢oho
dostaneme p? | n = a?+b%. Zopakovanim rovnakej tivahy pre p% dostaneme, Ze p sa vyskytuje
v rozklad n s paArnym exponentom. [

Pripometime, Ze ireducibilné prvky v Z[i] sa zvyknu volat gaussovské prvocisla.

Veta 7.2.8. Prvok x € Z[i] je ireducibilng prave vtedy, ked nastane niektory z nasledujicich
pripadov

(i) N(z) =2 (dostdvame gaussovské prvocisla 1 i, —1 +1);
(ii) N(z) =p, kdepeP ap=1 (mod 4);
(iii) @ ~ q pre nejaké prvocislo q € P také, Ze ¢ =3 (mod 4).

Dokaz. Tahko vieme zdovodnit, ze uvedené prvky st skutoc¢ne ireducibilné. V prvych dvoch
pripadoch to vyplyva z toho, ze maji prvociselni normu.

V tretom pripade zopakujeme tvahu, ktort sme uz raz pouzili. Ak g = z1 29, tak N(q) =
q®> = N(z1)N(22). Pretoze q je prvoéislo, bud st obe prirodzené prvoéisla N(z1), N(zg) rovné
q, alebo jedno z nich je 1. Ak by bolo N(z1) = N(22) = q, tak, tak ¢ = N(21) = a3 + b7 je
stucet 2 stvorcov, ¢o je spor. V druhom pripade je jeden z ¢initelov delitel jednotky, preto ide
o trividlny rozklad.

Obrétene, predpokladajme, ze * = a + bi je ireducibilny v Z[i]. Uvazujme Iubovolné
prvoéislo r také, ze r | N(z) = a® + b%. Ak r = 2, tak &isla @ a b maji rovnaky zvySok po
deleni 2. Ak by boli obe parne, tak 2 = (1 +4)(1 —4) | a + bi, €iZe sme nasli 2 netrividlnych
delitelov cisla z, ¢o je spor s tym, ze x je ireducibilny. Zostava teda moznost, Ze si obe
nepdrne. Potom « — (1 +4) = (a — 1) + (b — 1)i je ndsobkom &isla 2 = (1 + 4)(1 — i), Cize
1+4i|z— (1+414). Potom samozrejme aj 1 + i | x a z ireducibility « dostaneme x ~ 1 + 1.

Ak r =3 (mod 4), tak podla lemy [7.2.5|r deli a aj b, ¢iZe r | a+ bi. To znamend, ze r ~
(opét z ireducibility).

Ako poslednd moZnost ndm zostal pripad r = 1 (mod 4). Vtedy existuji a,b € Z také,
ze r = a2+ b2 = (a + bi)(a — bi), a kedze &isla a + bi maji prvociselni normu, musia byt
ireducibilné v Zl[i]. Pretoze (a + bi)(a — bi) | N(z) = T, niektoré z tychto 2 ¢isel deli z, a
teda x ~ a £ bi, N(z) = p. O
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Veta 7.2.9. Ak cislo n md kanonicky rozklad n = 2°pS* ...piFqi" ... qlfl , kde p; su prvocisla
tvaru 4k + 1 a g; su prvocisla tvaru 4k + 3, pricom vsetky f; st pdrne, tak pocet rozkladov
¢isla n na sucet dvoch druhgch mocnin celyjch cisel je

k

ro(n) =4 H(ei +1) (7.2)

i=1

Dokaz. Ak n = a® + b® pre nejaké a,b € Z, tak mame rozklad n = (a + bi)(a — bi) v Z[i].
Obratene, kazdy rozklad n na sicin dvoch komplexne zdruzenych prvkov okruhu Z[i] ndm
déava rozklad n ako suctu 2 stvorcov celych cisel. Mame teda vlastne zistit pocet moznych
zépisov ¢isla n ako 2z pre z € Z[i].

V Z[i] méme rozklad na sicin (delitela jednotky) a ireducibilnych prvkov
n=(149)1—i)xy .. .77 Tl gl =i =) i migdt gt

kde 77 = p (tieto prvky st ireducibilné v Z[i] a si — az na vymenu — jednoznacéne uréené).
Pretoze z je delitel n v Z[i], musi pren platit:

z=u(l =) T T g

pricom v € U(Z[i]) a0 <a <2e, 0<a;,b; <e;,0<¢ < f;.
Potom komplexne zdruzené cislo vyzerd takto

-_ = \a—a —ag b br ¢ cy
=a(l+49)' 7Tk e g

7 toho vidime, ze 2z = n bude platit, ak

a=e,
a; +b; = ey,
2Cj :fj

Cisla a a ¢; st teda jednozna¢ne uréené, volnost mame iba vo volbe delitela jednotky u (4
moznosti) a ¢islo a; moéZeme zvolit lubovolne spomedzi ¢isel {0,1,...,e;} (tym je ¢&islo b;
jednoznacne urcené).

Celkove mame teda skutocne

moznosti. O

Priklad 7.2.10. Uvazujme n = 50 = 2.52. Podla predchddzajicej vety by malo existovat 12
moznych zapisov ¢isla 50 v tvare sictu 2 Stvorcov celych ¢isel. (A ddkaz vety ndm sicasne
poskytuje navod ako ich hladat, pomocou rozkladu v Z[i].)

Skuto¢ne mame:
50 = 52+ 52 (spolu s moznymi zmenami znamienok dostaneme 4 moznosti; vymena séftancov
tu Ziadne moznosti neprida);
50 = 72 + 12 (vSetky zmeny znamienok a vymeny s¢itancov nam dajt spolu 8 moznosti);
¢ize spolu mame naozaj 12 moznosti.
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7.2.2 Sucty styroch stvorcov

Teraz dokazeme Lagrangeovu vetu, ktord hovori, ze kazdé prirodzené ¢islo je sic¢tom 4 stvor-
cov celych éisel. Dokaz pouZije identitu podobni Fibonacciho identite (ale pre 4 Stvorce) a
metodu nekonecnej regresie.

Zacénime teda najprv s dokazom identity , ktord ukazuje, ze ¢isla vyjadritelné ako
sucet 4 stvorcov sl uzavreté na sucin.

Lema 7.2.11 (Eulerova identita). Pre lubovolné a1, as,as,as,b1,be,bs,by € R plati

(af + a3 + a3 + a3) (b + b3 + b3 + bF) = (a1by — asbs — asbs — asby)’+

((Zlbg —+ a2b1 —+ a3b4 — a4b3)2 + (a1b3 — a2b4 + (lgbl + a4b2)2 —+ (a1b4 —+ a2b3 — a3b2 —+ a4b1)2.
(7.3)

Dékaz. Rozndsobenim. (Pracné, ale prejde to v lubovolnom okruhu.) O
Kvaterniony. VyuZijeme to, Ze norma (absolitna hodnota) kvaterniénovﬂ

la+bi + cj+ dk| = Va2 + b + ¢ + d2

je multiplikativna. (Sta¢f si v§imniit, Ze |z| = V2T a z toho, ze a.b = b.a a a.b = b- @ plati
pre Tubovolné kvaterniény dostaneme xy - Ty = zy -y - T = 2T - yy. V poslednej rovnosti sme
vyuzili to, ze kvaterniény komutuji s redlnymi ¢islami, ¢o vyplyva priamo z pravidiel pre
pocitanie s kvaterniénmi alebo tieZ zo spomenutej rovnosti ab = ba; vdaka tomu sme mohli
vymenit T s redlnym ¢éislom yg.)

Ak oznacime x = a; + a2t + azj + ask, y = by + bai + boj + bsk, tak mame

TY = (a1b1 — agbs — aszbs — a4b4) + (a1b2 + asby + agby — a4b3)i
(@1b3 — agbs + asby + asb2)j + (a1bs + a2bs — azba + asbr)k

a rovnost (7.3) dostaneme prepisanim rovnosti |zy|? = |z|?|y|?. O
Determinanty. Uvazujme matice tvaru

(5 )

kde «, 8 mézu byt lubovolné komplexné ¢isla. VSimnime si dve veci — sti¢in matic takéhoto
tvaru je opaf matica uvedeného tvaru

(a B)(v 5><a7—55 a5+m) (r4)
5 a)\-5 7) "\ -By-a Bty '

Dalsia vlastnost, ktora sa nam hodi, je to, aky tvar ma determinant takejto matice

a+bi c+di

2,32, 2, 12
di—c a—bi| = H A+t d

Teraz nam uz staci zvolit a = a1 + asi, 8 = a3 + aqi, v = by + bai, 6 = b3y + byi a rovnost
(7.4) spolu s multiplikativnostou determinantu (|AB| = |A||B|) ndm daji rovnost (7.3). O

IPozri napriklad [KGGS|, Kapitola 4.7]
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Druhy a treti dokaz je v podstate ten isty dokaz — ide o to, Zze zobrazenie

Gt bitcjdie (CTV ctdi
di—c a—b

je izomorfizmus medzi telesom kvaterniénov a maticami takéhoto tvaru. (Inak povedané,
tento maticovy okruh je maticovou reprezenticiou kvaterniénov.)

Podobna reprezentacia existuje aj pre komplexné c¢isla, mohli sme teda determinanty
vyuzit aj pri dokaze Fibonacciho identity (cvicenie [1)).

Lema 7.2.12. Pre kazdé prvocislo p ma kongruencia
2> +y*+1=0 (mod p) (7.5)
riesenie.

Dékaz Uvazujme mnozinu S = {22 mod p;z € Z}. Mnozina S mé 25 prvkov. (Nenulové

¢isla z tejto mnoziny si kvadratické zvysky modulo p — pozri tiez vetu |4.1.4])

Zoberme dalej mnozinu S’ = {(—1 — 2?) mod p;z € Z}. Tato mnozina ma takisto 2+
prvkov. Pritom SUS’ C {0,1,...,p—1}, preto z Dirichletovho principu vyplyva, Ze existuje
aspon jeden prvok, ktory patri do S aj S’. Teda méame z,y € Z také, Ze x> mod p =
(—1 —y?) mod p, ¢o znamend

2 +y2+1=0 (mod p).

Lema 7.2.13. Ak p je prvocislo, 1 <m <p a

mpzx%—i—x%—t—x%—&—xi
pre nejaké celé cisla x1, ..., x4, tak existuje r také, Ze 0 <r < m a

D=2 + 25 + 25 + 24°
pre nejaké celé cisla zq, ..., 24.
Dokaz. Ak plati rovnost mp = 2% + 23 + 23 + 23, tak plati aj

2?4l ai+ =0 (modm).
m

Zvolme teraz pre i = 1,2,3,4 Cisla y; tak, ze x; = y; (mod m) a stcasne —F < y; < F

(najmensie zvySky modulo m). Potom plati y? + y3 + y3 +y3 =0 (mod m), teda
Vi sty i =rm

pre nejaké r € Z.
7 toho, ako sme zvolili y; vieme, zZe

ma 2
rm:y?+y§+y§+yiﬁ4(§) =m?, (7.6)

preto r < m. Je zrejmé, ze r > 0 (stiéet Stvorcov je nezdporny.)
Ak by platilo r = 0, tak y; = y2 = y3 = y4 = 0, ¢o ale znamend, ze m deli kazdé z ¢isel

x;, ¢ize m? | 22, a teda
m? | mp.
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Z toho vyplyva m | p, ¢o je v spore s predpokladmi lemy.

Pozrime sa este na pripad r = m. Takyto pripad nemoéze nastat pre m neparne, lebo
vtedy mame |y;| < % a nerovnost v (7.6) je ostrd. Ak m je parne, tak x1,...,z4 sa daji
rozdelit na 2 dvojice s rovnakou paritou. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze 1
ma rovnakd paritu ako xo, x3 ma rovnaka paritu ako x4. Potom

1+ o 2+ r1 — T 2+ T3 + x4 2+ T3 — X4 2_55%4’13%4’1’%4’1'2_&
2 2 2 2 - 2 P

m
5.

Mobzeme teda dalej predpokladat, ze 0 < r < m. Dalej vieme rm aj mp vyjadrit ako sicet
4 stvorcov, teda pouzitim (7.3)) pre a; = x;, b1 = y1, b = —y; pre i = 2, 3,4, mame

¢ize mozeme polozit r =

mPrp = (2 + a3 + 23 + 23)(f +v5 +u3 + i) = (T1y1 + 2oy + T3Ys + Tays)’+
(—21Y2+T2y1 —T3Ya+24y3) > + (—T1y3+T2ys+T3y1 —Tay2)* +(—21Ys — T2y +T3y2 +T4y1 ).

Dalej z toho, Ze z; = y; (mod m) vidime, Ze kazd4 zo zatvoriek na pravej strane je delitelna
m. Po vydeleni celej rovnice éislom m? dostaneme

Tp:Z%+Z§+Z§+Z427
kde ¢isla z;, e =1,...,4, st celé. O
Veta 7.2.14 (Lagrange). KaZdé prirodzené cislo je sictom 4 Stvorcov celjch disel.

Dékaz. Na zédklade Eulerovej identity je zrejmé, ze staci tvrdenie dokazat pre prvocisla.

Ak mdme lubovolné prvodislo p tak podla lemy existuje m € N také, ze mp =
3+ a3 + 12+ 02,

NavySe mozeme bez ujmy na vseobecnosti predpokladat, ze —5 < x1o < L, pretoze
zmena z; o nasobok ¢fsla p neovplyvni platnost kongruencie 2% + 23 + 1 = 0 (mod p). Pre

taktto volbu z; » mame

2
mp:xf+:v§+1§2~%+l<p2,
Co znamena, ze m < p.
Podla lemy vieme toto ¢islo m postupne znizovat, tak aby po znizeni bol prislusny
nasobok ¢isla p opét siuctom 4 Stvorcov. Po koneénom pocte krokov ho takto znizime na
jednotku. O

Vzhladom k tomu, zZe pri otdzke vyjadrenia ¢isla ako sictu 2 stvorcov sme vyuzili fakt, ze
okruh Z[i] je okruh s jednoznaénym rozkladom, je na mieste sa spytat, ¢i by sa nedalo nieco
podobné urobit pre okruh kvaterniénov s celo¢iselnymi stiradnicami. Tento okruh vsak nie je
komutativny, preto budovanie tedrie delitelnosti v tomto okruhu naréza na viaceré problémy.
Ak by Vés zaujimal tento pristup a chceli by ste sa o nom dozvediet viac, ndjdete ho v [HW],
Chapter XX] alebo tiez v [DSV] Section 2.6].

7.2.3 Sucet troch stvorcov

Veta 7.2.15 (Gauss). Prirodzené ¢islon > 1 je vyjadritelné ako sicet troch druhgch mocnin
prirodzengjch cisel prave vtedy, ked n nemd tvar 4'(8k + 7).

Dékaz toho, ze ¢isla tvaru 4! (8k + 7) sa nedajt napisat ako sticet 3 §tvorcov mozete néjst
napriklad v [S3|. Dékaz opac¢nej implikdcie je podstatne néroénejsi.
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Cvicéenia

1. Dokéaze Fibonacciho identitu ([7.1)) pomocou matic tvaru (_ab 2)

2. Dokazte, ze existuje nekonecne vela celych ¢isel n takych, ze n, n + 1 aj n + 2 st sacty
dvoch druhych mocnin celych &sel. (Uloha z Putnamovej stitaze )

3. Ukéazte, ze pocet rozkladov ¢isla n € N na sicet dvoch druhych mocnin celych ¢isel
(pozri (7.2) sa da vyjadrit ako 4(dy(n) — ds(n)), kde d;(n) znamend pocet delitelov
Cisla n, ktoré su tvaru 4k + 1.

7.3 Goldbachova hypotéza, aditivne vlastnosti prvocisel

Goldbachova hypotéza: Kazdé prirodzené cislo n > 3 je sic¢tom najviac 3 prvocisel.

Veta 7.3.1 (Richert). Nech m; < mg < ... < m, < ... je postupnost prirodzenych éisel.
Nech existuje k € N také, Ze pre j > k plati mjy1 < 2mj. Dalej predpokladajme, Ze existuji
také a,sg € N, Ze s9 > my41 a kaZdé z cisel

a+1l,a+2,....,a+ sp

je suctom navzdjom réznych cisel z mnoZiny {my, ..., my}.
Potom kazdé prirodzené cislo vicsie ako a je suctom navzdjom réoznych cisel z postupnosti

7.4 Minkowského veta a sticty stvorcov

Tato Cast je spracovand hlavne na zaklade [ST].

Definicia 7.4.1. Nech ej,...,e,;, € R™ sa linedrne nezavislé vektory. Potom podgrupa
(R™, +) generovand prvkami ey, ..., en; t.j.

L= {iaiei;ai € Z}
i=1

sa nazyva mriezka v R™.

Poznamka. My budeme navysSe predpokladat m = n, ¢ize budeme pracovat len s mriezkami
plnej dimenzie.

Priamo z definicie by mohlo byt zrejmé preco sa pouziva ndzov mriezka — staci si predstavit
mriezku v rovine uréend vektormi Standardnej bazy e; = (1,0), ez = (0,1). Tato mriezka
presne zodpovedd spdsobu, akym v R? zvykneme kreslit prvky Z[i]. Iny priklad mriezky by
sme takto dostali zo Z[w].

V niektorych dékazoch v tejto podkapitole vyuzijeme mriezky takéhoto typu:

Priklad 7.4.2. UvaZzujme mnoZinu vSetkych rieSeni kongruencie y = uz (mod p), kde u, p
su dané celé ¢isla, t.j.
L={(x,y) € 2%y =uz (mod p)}.

2Putnamova sttaz je americkd matematicks vysokoskolska sitaz.
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Kongruencia y = ua (mod p) znamend, Ze existuje k € Z také, ze y = ux + kp, a teda

(.CE, y) = I(LU) + k(():p)

Kazdy bod z L teda vieme dostat ako linedrnu kombindciu vektorov (1,u) a (0,p), ktoré st
linedrne nezavislé. Kedze tieto dva vektory patria do L, vidime, ze tvoria jej bazu.

Definicia 7.4.3. Pre mriezku L urcent vektormi eq,...,e, budeme mnozinu
n
T= {Z a;e;;a; € (0,1)}
i=1

nazyvat fundamentdlna oblast mriezky L.

Vsimnime si, ze fundamentédlna oblast nie je jednozna¢ne uréend mriezkou, ale zavisi od
volby generatorov. Napriklad vektory (0,1) a (1,1) generuju ti istd mriezku ako (0,1) a (1,0).
Fundamentalna oblast je v kazdom pripade ina. Ddlezitou vlastnostou mriezky je vsak to,
Ze objem (miera) fundamentdlnej oblasti uz na volbe generujicich vektorov nezavisi. Objem
mnoziny A v R™ budeme oznacovat V(A).

Tvrdenie 7.4.4. AkT) a Ty st fundamentdlne oblasti tej istej mriezky, tak V(Ty) = V(T3).

Dokaz. Pripomenme, Ze objem rovnobeznostena urc¢eného vektormi eq, ..., e, je aZ na zna-
mienko rovny determinantu matice, ktorej riadky tvoria tieto vektory.

Predpokladajme teda, ze oblast T je urcena vektormi eq,...,e, a oblast T vektormi
fi,--+y fn. Ozna¢me E maticu, ktord m4 ako riadky vektory ey, ..., e, a F maticu zostavenu
z vektorov f1,..., f,. KedZe ide o linedrne nezavislé vektory, obe matice su regularne,

Fakt, ze kazdy z vektorov ey, . . ., e, patri do mriezky urcenej vektormi f1, ..., f,, mézeme
ekvivalentne zapisat tak, ze existuje matica A takd, ze E = AF. Navyse vSetky koeficienty
matice A su celoCiselné. Podobne dostaneme F' = BE a spojenim tychto dvoch rovnosti
mame F = ABFE. Kedze matica F je reguldarna dostavame

AB=1.

Pre determinanty potom plati |A||B| = 1. NavySe vieme, Ze oba determinanty st celé ¢isla
(lebo ide o celociselné matice), a teda

|A| = |B| = £1.

Teda determinanty matic £ a F' s az na znamienko rovnaké. Absolttne hodnoty tychto
determinantov si vsak presne objemy V(T1) a V (T3). O

Mobzeme poznamenat, ze matice s celo¢iselnymi hodnotami a determinantom rovnym +1
sa nazyvaji unimoduldrne matice. (Tto vlastnost mali matice A, B vystupujice v predché-
dzajicom doékaze.)

Zakladnym vysledkom, ktory budeme pouzivat pri praci s mriezkami, je nasledujica veta:

Veta 7.4.5. Nech L je mriezka v R™ a K CR" je mnoZina, ktord je konvexnd, ohranicend
a symetrickd (vzhladom na bod 0). Ak

V(K) > 2"V(T),

tak K obsahuje asporn jeden bod mriezky rozny od bodu 0.
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Bez dokazu budeme pouzivat fakt (pozri napriklad [GLL p.10, Theorem 5]), ze kazd4d
konvexna ohrani¢end mnozina je jordanovsky meratel’néﬂ Mohli by sme tento predpoklad
pridat do vety (a vo vSetkych pripadoch, ked budeme vetu pouzivat, vypoéitame objem
mnoziny, s ktorou budeme pracovat a tym overime jej meratelnost.) Snad je ale rozumnejsie
uviest znenie vety bez predpokladov, ktoré nie si potrebné.

Dékaz. Budeme okrem povodnej mriezky L pracovat i s mriezkou 2L = {2a;a € L}. VSim-
nime si, zZe pre objem fundamentdlnej oblasti 7" tejto novej mriezky plat{ V(T") = 2"V (T),
teda mame V(K) > V(1”). Generdtory mriezky 2L oznaéme ey, ..., ep,.

Dalej definujme zobrazenie f: R™ — R™ predpisom

fraier+---+ane, = {arter + -+ {an}en,

kde {a} oznacuje zlomkovt ¢ast ¢isla a, t.j. {a} = a — |a].

Zobrazenie f vlastne priradi kazdému bodu zodpovedajtici bod vo fundamentalnej oblasti
T’. Ak pouzijeme toto zobrazenie na nejakii mnozinu, vlastne je to isté, ako keby sme ju
yrozrezali“ na Casti patriace do jednotlivych oblasti a + 7" uréenymi bodmi mriezky a € L, a
tie potom posunuli do fundamentdlnej oblasti T” (¢iZe ide o posunutie o vektor —a). Pretoze
K je ohranicend, oblasti, ktoré posivame, je len konecne vela.

Zrejme tieto posunutia nemenia objem. (Ak A C a + 717, tak V(f[A]) = V(A).) Sicasne
viak plati f[K] C T, a teda aj

V(K) > V(T') = V(f[K]).

7Z toho vyplyva, Ze toto zobrazenie neméze byt na mnozine K injektivne, ¢ize existuju body
x1,x9 € K, také, ze x1 # xo a stCasne f(x1) = f(x2). Z predchddzajicej podmienky potom
vyplyva, ze x1 — x3 € 2L, ¢ize ©5*2 € L.

Stcasne vSak bod x = B5%2 patri do K. (KedZe K je symetrickd, obsahuje bod —xs.
Kedze je konvexnd, obsahuje bod z, ktory je konvexnou kombindciou bodov 21 a —z5.) O

Ako cvicenie na geometricku predstavivost sa mozete pokusit najst priklady ukazujice,
7e rziadny z predpokladov na mnozinu K (konvexnd, ohranidend, symetrickd) nie je mozné
vynechat.

Teraz si ukazeme, ako pomocou Minkowského vety moézeme ukazat vysledky o suctoch
druhych mocnin celych ¢&isel. (Obe tvrdenia sme uz predtym ukézali ingmi sposobmi.)

Veta 7.4.6. Nech p je prvocislo tvaru 4k+1. Potom existuji celé ¢isla a, b také, Ze a®+b% = p.

Dokaz. Ak p je prvocislo tvaru 4k + 1, tak —1 je kvadraticky zvySok modulo p, t.j. existuje
u také, ze
u?=—1 (mod p).

Zvolme nejaké u s touto vlastnosfou a pomocou neho definujme mnozinu L ako
L={(a,b) €Z*b=ua (mod p)}.
Do mnoziny L patria prave tie dvojice, pre ktoré b = ua + kp, t.j.

(a,b) = a(1,u) + k(0,p).

3Mnozina A sa nazjva jordanovsky meratelna, ak Riemannov integral funkcie x 4 je koneény. Tento pojem
zodpoveda Riemannovmu integralu podobne ako Lebesguova miera zodpoveda Lebesguovmu integralu. Kazda
jordanovsky meratelnd mnozina je lebesguovsky meratelnd.
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Teda L je mriezka generovand vektormi (1,u) a (0, p). Fundamentédlna oblast je rovnobeznik
uréeny tymito dvoma vektormi, a jeho plocha je V(T') = p.

Uvazujme kruh K okolo pociatku s polomerom r. Zvolme r tak, Ze r2 =

%p. Potom plati

3
r? = ?ﬂ-p > 4p,

teda V(K) > 4V (T), takyto kruh spliia predpoklady Minkowského vety.
Podla Minkowského vety potom existuje nenulovy bod (a,b) # (0,0) mriezky L patriaci
do K. Pre takéto a, b plati

07§a2+b2§7’2:3?p.

Sucasne ale plati kongruencia

a2+ =a’>+u*a®* =0 (mod p),
¢o znamena, ze p | a® + b?. Kedze ale 0 < a? + b? < 2p, jedind moznost je a® + b? = p. O
V dalsej vete budeme vyuzivat fakt, Ze objem gule s polomerom r v R* je L;Al (pozri

dodatok @
Veta 7.4.7. Kazdé prvocislo p je suctom styroch druhgch mocnin prirodzenych cisel.

Doékaz. Podla lemy existuji u,v € Z také, ze
u? +v2+1=0 (mod p).
Zvolme si nejaké u, v vyhovujice tejto kongruencii a definujme
L={(a,b,c,d) € Z*5c=au+bv (modp),d=bu—av (modp)}.
Teda L je urc¢end podmienkami

c=au+bv+kp
d=bu—av+ Ilp,

t.j. (a,b,¢,d) = a(1,0,u, —v)+b(0,1,v,u)+ k(0,0,p,0) +1(0, 0,0, p), t.j. ide o mriezku urdentt
vektormi (1,0, u, —v), (0,1,v,u), (0,0,p,0) a (0,0,0,p). Z rovnosti

1 0 u —v
01 v wu|l_ o
00 p 0| P
0 0 O
dostdvame V (T) = p?.
Chceme zvolit gulu takd, Ze jej objem
2,4
> 16p2.

2

Ako sa mozno presvedéit priamym vypoctom, plati to pre r2 = 1.9p.
Minkowského veta potom zarucuje existenciu celych ¢isel a, b, ¢, d s vlastnostami

0#a?+b2+c+d><r?<2p.
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Stcasne plati
AP+ +dE=a? + 07+ a2 (W o)+ 2w +0?) =0 (mod p),
teda opit dostaneme p | a® + b2 + 2 +d? a z 0 < a® + b + % + d? < 2p vyplyva potom uz

p=a>+b>+c2+d%
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Kapitola 8

Iracionalne déisla

Tato kapitola je napfsané hlavne podla [SHHK, Kapitola 3.6].

8.1 Cantorove rady

Ukéazeme si Cantorove rozvoje redlnych ¢isel, ktoré zovseobecnuji napriklad zapis realneho
¢isla v desiatkovej (alebo vSeobecnejsie v g-adickej) stistave.

Veta 8.1.1. Nech (qi)32, je nejakd postupnost ¢isel z N\ {1}.
Potom pre lubovolné x € R existuji jednoznacne urcené cisla (qi)3o, ¢k € Z, také, Ze

0<ck <qi prek=1,2...,

existuje nekonecne vela takych k, pre ktoré ¢y # qi — 1 a plati

Takyjto zapis nazgvame Cantorov rozvoj cisla x.

Priklad 8.1.2. Ak zvolime g, = g pre kazdé k, tak dostaneme g-adicky rozvoj éisla . (Urcite
ste sa stretli prinajmensom so zapisom v desiatkovej a dyadickej sustave; t.j. s pripadmi & = 10
ak=2).

Napriklad v pripade desiatkovej stustavy vieme, Ze zapis nie je jednozna¢ny; plati 0,9 =
1. Bude vSak jednoznacny ak priddme podmienku, ze sa v zapis nesmie koncit samymimi
deviatkami.

Podobne to funguje v Tubovolnej g-adickej sustave.

Priklad 8.1.3. Ak zvolime ¢ = k + 1, tak m6Zzeme zname vyjadrenie Cisla e

1 1
B

¢=2+5 13

chapat ako Cantorov rozvoj.
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Dokaz. Existencia. Definujme

co = |x]
c1 = gz
c2 = g2

Cp = LQTL:L"HJ

1 =T — C
T2 =1l — G

T3 = (@22 — C2

Tn+1 = dnTn — Cp

Ocividne plati 0 < zj < 1.
Indukciou pomerne Tahko overime, ze

Tn+1
q142 - --Q4n q1.--Q4n

7 toho dostaneme odhad

Tn4+1
q1492 - - - qn

<

4+ )’s
q1492 - - - gn

Vidime teda, ze uvedeny rad skuto¢ne konverguje k x. Este potrebujeme skontrolovat, ¢i ¢isla
¢, spliiajt pozadované podmienky.

Pretoze xy, < 1, plati ¢ = |qrar]| < qk-

Keby pre kazdé k > ng platilo ¢y = g — 1, tak dostaneme

raeY ot S

k=no+1
Posledny s¢itanec mézeme upravit ako

C C
x—(co+1+2+

q1 q1492 o’

qr — 1

1 a2 Q1(I2"'Qk.

qr — 1 1 1 1 1 1
= 1-— + — o)==
[—— q1q92 - - gk q1q2 .. . Qn, Gno+1 Gno+1 Ano+149no+2 41492 .. . 4n,
=no
(8.1)
Mame teda
no ! Cne +1
T =cg+ o
Z q192 - - gk QIQQ “lng

¢o znamena, ze Tp,+1 = Cn, + 1 > 1. Dostali sme spor — vieme, ze Xp,+1 < 1.
Jednoznacnost. Predpokladajme, Ze by platilo

o0
xr =cg+
Z 1 1qz2- kz q1 (J2
pricom ¢isla ¢ aj ¢, spiﬁajli predpoklady vety.
o0
Z odhadu (8.1)) pouzitého pre ng = 0 vidime, ze > qqu 2 <1,z coho vyplyva cg = |x].
k=1

Rovnako dostaneme ¢, = |z |. Sta¢{ sa ndm uz teda pozriet na sumy vystupujice na oboch
strandch. (MoZeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat ¢g = ¢, = 1.)
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Predpokladajme teda, Ze by platilo ze postupnost (cx)72, a (k)72 sa nerovnaji a ko
by bol prvy index, kde nastane nerovnost. Nech by napriklad platilo ¢, < c;%. Potom mame
C;CD — Cky Z 1
q192 - - - Gk q192 - - - Gk
a sUcasne, na zdklade (8.1) dostaneme

Z cr — ¢, <Z -1 1

S gk S 2 Gk G102k

Potom méame

. —c —c 1 1
Oza:—xzu—z k"% — =0,
41492 - - - 4k, k>ko q192 - - - gk 4192 - - - Gkg q1492 - - - gkg

¢o je spor. [

8.2 Niektoré iracionalne cisla

8.2.1 Cislo e je iracionilne
Veta 8.2.1. Cislo e je iraciondine.

Dokaz. Mame 1 1 1

Ocividne 2 < e <2+ 3 + 57 = 3, takZe e ¢ Z.
Predpokladajme, ze by e bolo racionélne ¢islo, t.j. mame
p

1 1 1
i_~_i_~_...+f+...:q’

c=2+5 13 ol

q € N, ¢ > 2. Tdto rovnost vyndsobme ¢! a upravme. Dostaneme

1 + 1 + — I(p 2 l l 1)
g+1  (g+1)(g+2) — T\ 20 3 T g

Vsimnime si, Ze na pravej strane rovnosti je celé ¢islo.
Pre Tavi strany rovnosti mame

1 1 1 1 1
0< + to < —— =< L.
g+1 (¢+1)(g+2) q+1 (¢+1)? q
Teda by sme mali nejaké celé ¢islo medzi 0 a 1, ¢o je spor. O

Sktsme sa teraz pozriet, ¢i by sme nevedeli tento postup zovSeobecnit tak, aby fungoval
napriklad aj pre iné ¢isla vyjadrené ,faktoridlovym*® rozvojom. Ked si poriadne pozrieme
predosly dokaz, tak zistime, ze velmi podobnym spdsobom sa da ukazat nasledujuci vysledok,
ktory hovori, ze za istjch podmienok na postupnost (gx)52; budd iracionalne préve tie ¢isla,
ktoré maja nekonecny rozvoj.

(Pod konecnym rozvojom rozumieme taky, kde od istého miesta si uz vsetky ci nulové;
v opa¢nom pripade ma dané ¢&islo nekonecény rozvoj.)
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Veta 8.2.2. Nech postupnost (qx)5>, je takd,z e pre kaZdé prvocislo p existuje nekonecne
vela k spliajicich p | q.
(Vp € P)(3*k)p | q

Potom cislo z, ktoré ma Cantorov rozvoj

oo

NP pp 2

iy 11924k

je iraciondlne, prave vtedy ked tento rozvoj je nekonecny, t.j. cx, # 0 pre nekonecne vela k.

Dokaz. Je zrejmé, ze ak ma cislo x koneény rozvoj, tak je racionélne.

Nech

R .
a1 Q142 b

Pre dost velké m je $qig2...qm celé cislo. (Vezmeme m tak velké, aby tam boli vietky
prvodisla z rozkladu b dostatocéne velakrat.)
Potom dostaneme

m o0
a Ck Ck
GG = (0= QG =D Y
iy 9192 - -4k ko1 1192 -+ - Ak

Vyraz na lavej strane je celé ¢islo, to isté plati aj pre vyraz na pravej strane. Sucasne vsak
mame

o0 o0
Ck g —1 @I
0<qiq2...qm Z — < Q142 .- - Gm Z — = 1L
. q142 - - - gk - q1q92 - - - gk
=m+1 k=m+1

8.3 Kritéria iracionalnosti

Nasledujica veta nam dava kritérium na posidenie, ¢i ide o iracionélne ¢islo, na zdklade jeho
g-adického rozvoja.

Veta 8.3.1. Cislo x je raciondlne prdve vtedy, ked jeho g-adicky rozvoj je periodicks.

Staéi sa pozerat na ¢isel x € (0,1), pretoze pripoc¢itanie celého ¢isla neovplyvni, ¢ ide
o racionalne alebo iraciondalne ¢islo. Pod g-adickym rozvojom budeme chapat rozvoj v tvare

ktory budeme zapisovat aj ako x = 0, cicacs . ... Opét predpokladame, ze ¢ < g pre neko-
necne vela k.
Pokial sa od istého miesta zacnu cifry g-adického rozvoja opakovat, tak budeme pouzivat
zapisu typu
z=0,CC2 - Ch.

Konkrétne v pripade predchddzajicum pripade mame g,i+; = ¢;. (Periéda samozrejme moze
zacat aj neskor - nie tesne za desatinnou ¢iarkou; tak ako ste zvyknuti pri zapise v desiatkovej
sustave.)
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Dokaz. Ak z =0,¢1¢3... ¢ tak

F Dz =g 4 gt 24t

(9

a Cislo z je racionalne.
Podobne to bude ak peridéda zacina neskor — ¢islo x sa liSi od ¢isla v tvare 0,¢1¢3 ... cx
len pripocitanim racionalneho ¢isla, ktoré zodpoveda cifram pred periédou, a vynasobenim
nejakym vhodnym raciondlnym ¢éislom g—%.
Nech z = ¢ € (0,1) je racionalne a

o0

Ck

T = E .
k=1

g

E

Oznacme a

Vi =g"r—|g"x| = g"% - [Q”EJ :

Z vety o deleni so zvyskom mame

9" a = bgn + Tn,
kde 0 < r,, < b, o znamena, ze
9”% =+ %"
Vidime teda, ze
—?” e{O,%,...,l)_Tl}

Pretoze mame iba konec¢ne vela moznosti pre hodnoty V,,, niektora hodnota sa musi
viackrat zopakovat. Mame teda Vs = Vi pre nejaké prirodzené ¢isla s, k.

sg_ sg _ s+kg_ \‘ s+kEJ
7% {ng T

sa A
g b_gk_lv

kde A je nejaké celé ¢islo. Toto celé ¢islo opéat prepiseme pomocou vety o deleni so zvyskom
ako

¢o po uprave déva

A:q(gk—l)—&—r7

7 ¢oho dostaneme
S

r=q+ —4———,
9T =+ g
pricom 0 < 7 < g* — 1. Cislo r sa teda d& prepisat v tvare r = c1¢* ' + -+ ch_19+ & a
dostaneme

s clgk_1+-~-—|—ck_1g—|—ck
gr=q-+ A .
gt —1
Ked este pouzijeme to, ze gkl_l =g F+ 972k + ... tak z predoslého vztahu vidime, Ze gz

bude mat periodicky g-adicky rozvoj. (Peridda je cica ... cx—1ck.) To isté potom plati aj pre
¢islo x. O

Vieme pomerne lahko zistit, ¢i odmocnina z nejakého cisla je iracionalne ¢islo.
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Veta 8.3.2. Nech a,n € N, n > 2. Cislo {/a je raciondlne prave vtedy, ked a = k™ pre
nejaké k € Z.

Doékaz. Ak z = % je raciondlny koren polynému z™ — a (pri¢om p a ¢ su nestidelitelné), tak
musi platit p | a, ¢ | 1.
Dostavame teda, ze g =1 a xz = q je celé cislo. O

Este sa skiisme pozriet na logaritmy.

Veta 8.3.3. Nechr € Q, r > 0.
Ak r nie je tvaru 10™ pre Ziadne celé ¢islo m, tak logy,r je iraciondlne.

Dékaz. Ak logyr = %, tak r = 107 = v/10% tak podla vety dostaneme, 7e b | a a
L €L O
b
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Dodatok A

Euklidov algoritmus

Euklidov algoritmus je algoritmus na urcenie nsd prirodzenych ¢isel a a b.

Bez ujmy na vseobecnosti, nech a > b. Podla vety o deleni so zvyskom a = kb + by pre
nejaké k € N a nejaky zvysok 0 < by < b. Podla lemy [2.1.11|f) potom plati (a,b) = (b, b1).
Preto pouzitim tohto vztahu moézeme rekurzivne vypodéitat (a,b).

Nech a > b st prirodzené ¢isla. Euklidovym algoritmom vyratame ich nsd takto:

1. Polozme agp :=a a by := b.

2. V kazdom kroku algoritmu: vypocitajme c také, ze a,, = k.b, + c.
3. Ak ¢ =0, tak vysledkom je ¢islo b,,.

4. V opa¢nom pripade polozme a,41 := b, a by41 :=c.

Vsimnime si, ze podla lemy plati (ant1,bn+1) = (an, by), preto v kazdom kroku
plati (an,b,) = (a,b). Ak ¢ = 0, tak by, | an, a teda (an,b,) = by. To znamena, ze tymto
algoritmom skutoc¢ne najdeme nsd cisel a a b.

Pretoze an41 < an, ¢islo a,, v priebehu vypoctu klesa a tento algoritmus sa musi zastavit.

Euklidovym algoritmom vieme najst aj ¢isla u a v z Bézoutovej identity.

Nech a > b st prirodzené ¢isla. Euklidovym algoritmom vyratame ich nsd takto:

1. Polozme ag :=a, bg :=b, ug =0 a vy = 1.

2. V kazdom kroku algoritmu: vypocitajme c také, ze a,, = k.b, + c.
3. Ak ¢ =0, tak b,.

4. V opa¢nom pripade polozme ay11 := b, a byy1 :=c.

5. Akn =1, tak uy :=1a v, := —k.

6. Ak n > 1, tak up41 1= Up—1 — KUy, Unt1 := Up—1 — kUp.

Cisla u,, a v, volime tak, aby v kazdom kroku platilo b, = u,ag + vnbg. Skutocéne, ak
to plati v n-tom kroku, tak v (n + 1)-vom kroku skutoéne méme b,11 = ¢ = a,, — kb, =
bp—1 — kb, = (up—1a + vp—1b) — k(upa + vpb) = (un—1 — kup)a + (V-1 — kvy)b.

Uvedeny postup je ilustrovany v nasledujicom priklade.
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Priklad A.0.1. Vyratajte d = (145,19) a najdite u,v € Z také, ze 145u + 19v = d.

145 =7.19 + 12 12 =145-"7.19
19=112+7 7=19-12=28.19 - 145
12=1.74+5 5=12—-7=2.145-15.19
7=15+2 2=7-5=2319-3.145
5=22+1 1=5-22=28.145-61.19

Zistili sme, ze (145,19) = 1 = 8.145 — 61.19.

Obor integrity (R, +, ) sa nazyva euklidovskym okruhom, ak existuje funkcia v: R\{0} —
N a pre lubovolné a,b € R existuju ¢,r € R také, ze

a=bqg+r a r=0Vo(r) <wvb).

Tato definicia presne zachytava podmienky potrebné na to, aby mohol fungovat Euklidov
algoritmus. Napriklad okruhy polynémov st euklidovské, v tomto pripade je funkcia v stupen
polynému.

Euklidov algoritmus mézeme vyuzit na hladanie inverzného prvku v multiplikativne;
grupe Z, \ {0}. Ak totiz (a,p) = 1, vieme Euklidovym algoritmom nésjt u,v € N také,
ze ua + vp = 1, Cize

ua =1 (mod p).
To znamend, ze v mod p je inverzny prvok k a v Z, \ {0}.

Priklad A.0.2. Vypodcitajte 107! v Zos.
Pouzijeme Euklidov algoritmus.

23=210+3 3=23-2.10
10=33+1 1=10-3.3="7.10-3.23
Poslednd rovnost znamena, ze 7.10 = 1 (mod 23), ¢iZe v Zaz plati 1071 = 7.

Zékladni myslienku Euklidovho algoritmu moézeme pouzit aj v ilohdch nasledujiceho
typu.

Priklad A.0.3. Zistite, ¢omu sa rovnd (n® +2,n + 1) pre n € N.
Pomocou delenia so zvy$kom dostaneme: (n®+2) = (n?—n+1)(n+1)+1a (n®>+2,n+1) =
(n+1,1) = L.

Dalsf priklad tohoto typu je priklad [2.1.12
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Dodatok B

Rady

B.1 Harmonicky rad

Harmonicky rad je rad

(B.1)

| =

o0
k=1
Lahko si vSimneme, Ze tento rad diverguje — staci si vSimnit, Ze rad (B.1)) mézeme rozdelit

na Casti, ktorych sicet je vzdy aspon %

il—u L I ) - W s
k- 2/ "3 4] T [5T6 T 8T

Divergenciu radu moézeme overit aj pomocou integralneho kritéria. Stac¢i si vsimnut, ze
pre lubovolné n € N a x € (n,n + 1) plati

I 1 "1 1
k=2 k=1 k=1
n 1
Inn < %Slnn—kl
k=1

(Pozri obrazok [B.1])
Vidime teda, ze rad (B.1l) diverguje relativne pomaly — zhruba ako funkcia In z. Posledny

odhad mozno vylepsit v tom zmysle, Ze dokonca existuje limita

: — 1
nhﬂrr;@ (kz_:l 7o In n) =". (B.2)
TAato limita sa nazyva Eulerova konstanta (niekedy aj Eulerova-Mascheroniho konstanta).
Jej hodnota je priblizne 0, 577. Dodnes nie je zname, ¢i Eulerova konstanta -y je racionalne
alebo iraciondlne ¢islo.
My dokézeme o nieco silnejsie tvrdenie, nez je rovnost (tzv. Maclaurin-Cauchyho
veta).
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I s e

Obr. B.1: Harmonicky rad a funkcia %

Veta B.1.1 (Maclaurin-Cauchy). Ak f(z) je klesajica kladnd redlna funkcia, tak existuje

limita
n+1
vf o= nh_)n;o [Z f(k) —/ f(x)d:t] .

k=1 1

Doékaz. 7 matematickej analyzy vieme, Ze integral vystupujici vo vete existuje. (Monoténna
funkcia na uzavretom intervale je Riemannovsky integrovatelnd.)

Odhadneme rozdiel medzi plochou pod grafom funkcie f (ktord zodpoveda integralu) a
pod grafom schodovitej funkcie zodpovedajicej sume. Ozna¢me

k=1
n+1 n+1
Vidime, 76 0 < ap—an—1 = f(n)— | f@)dz < f(n)— | f(n+1)de = f(n)— f(n+1).

n+1
Postupnost a,, je je postupnost ¢iastoénych stc¢tov radu s kladnymi ¢lenmi f(n)— [ f(x)dz.
n

Preto a, je kladnd rastiica postupnost. NavySe je ohranicend, pretoze a,, < f(1) — f(2) +
fQ)—fB)+...—f(n)+fn)—f(n+1) = f(1)— f(n+1) < f(1). Kazd4 rastica ohranic¢ena
postupnost ma limitu. O

Mbzeme si vSimnut, ze sme vlastne zopakovali dokaz integralneho kritéria.

B.2 Rad prevratenych hodnét druhych mocnin

V tejto casti budeme uvazovat o rade
o0
1
> = (B.3)
k=1
Z integrélneho kritéria okamzite vidime, ze tento rad konverguje ( floo z%dx = 1). In& moznost
je vsimnuf si, ze

S S (A BT ) YR O

k=2 k

Konvergencia tohoto radu ndm pre mnohé tvahy tplne staci, jeden z velmi znamych
matematickych vysledkov (pochddzajici od L. Eulera) ndm vSak hovori, Ze
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Veta B.2.1.
2

°°1

Uvedieme si 2 rozne dokazy. Prvy z nich vyuziva poznatky o Fourierovych radoch. Pri-
pomenme, Ze trigonometricky Fourierov rad funkcie f(x) je

1 [ee]
f(z) ~ 300 + nz::l(an cos nx + by, sinnx),
kde ,
an, = — f(z) cosnzdz,
T J—x
1 [7 )
by = — f(x) sin nxdz,
L —
pren=1,2...a
1 s
a=— [ [(z)
L —

Pre kazdu po castiach spojiti funkciu plati Parsevalova rovnost
ad & 1 [
0
5 + Z(ai +b2) = . f(x)?dx
n=1 -

(pozri [SSN, .304]). (Z fyzikdlneho hladiska mozno Parsevalovu rovnost interpretovat tak,
ze signal a jeho Fourierova transformécia maji rovnakd energiu. Z matematického hladiska
je zasa dosledkom faktu, Ze funkcie cos nz a sin nx tvoria Gplny ortonormdlny systém.) Tuto
rovnost pouzijeme v nasledujicom dokaze.

Dékaz Budeme uvazovat periodické predizenie funkcie f(x) = z z intervalu (—m, 7) na celd
redlnu os. Pretoze funkcia f(x) je nepéarna, vSetky koeficienty a, st nulové. Pre ostatné
koeficienty dostavame

bn=l/7r ar:sinnxda::l _ascosmc+sinnx ) zgﬂ.

T . T n n? | __ n

Z Parsevalovej rovnosti potom dostdvame 4% -, % = % ffﬂ 22dx = % a jednoduchou

upravou dostaneme dokazovani rovnost. O

Este uvedieme pévodny Eulerov dokaz — aj ked z dnesného hladiska ho skér mézeme
povazovat za heuristicky argument ako za dokaz.

Eulerov dokaz. Vieme, Ze

sinx x? x4

S T

je ,polyném*, ktory ma korene +7, £27, ... Ked ho zapiseme pomocou rozkladu na korenové

Cinitele, dostaneme
x2 x? x?
=(1—-— 1—— .. (1——= ...
o= (1-5) (1- o) (1= 7o)
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Ak vyratame koeficient tohoto ,polynému* pri 22, dostavame

1 1 1 1 1
et Al

2

z Eoho uz vyplyva Y 7 2 = % O

Viacero dokazov tohoto vysledku mozete najst aj v [AZL Chapter 7].

B.3 Nekonecny sucin

Uvedieme tu niektoré vysledky o nekone¢nych siacéinoch, ktoré pouzivame v tomto texte.
Nekonecné stuciny mozeme definovat podobne ako nekonecéné rady, pomocou limity ¢ias-
toénych stcinov — pricom treba ale byt trochu opatrny ak sa v danom rade vyskytuju nuly.
Prehlad zékladnych poznatkov o nekoneénych sti¢inoch sa dé najst napriklad v [S1] alebo
tiez v [Knol.

Tvrdenie B.3.1. Nech (a,)%2 je postupnost cisel takijch, ze 0 < a, <1 a

o0
E ap = +00.
k=1

Potom N
H(l —ax) = 0.
k=1
Dokaz.
ﬁ(l ag) < 1 < L
—ap) < == < : .
=1 [iei (M 4ar) = 1+ ar
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Dodatok C

Zlozitost niektorych
teoreticko-ciselnych algoritmov

V suvislosti s praktickym pouzitim teérie ¢isel sa casto objavuje otdzka cCasovej zlozitosti
teoreticko-ciselnych algoritmov. Je prirodzené sa pytat, ako rychlo viem odpovedat na dand
otazku. (Zaujimaju nas otazky typu: Je p prvocislo? Comu sa rovna (a, b)? Aky je prvociselny
rozklad ¢isla n?) S tym samozrejme aj suvisi to, pre aké velké vstupy viem vobec na dant
otazku pri vypoctovej sile, ktord mam k dispozicii, najst odpoved. Takisto

Na tito otdzku sa zvycajne odpoveda sposobom: zlozitost algoritmu je O(f(n)). To zna-
mend, ze ak T'(n) oznacime pocet operacii, kolko potrebuje algoritmus vykonat (=procesorovy
Cas), tak plati T'(n) < C.f(n) pre nejaku konstantu C' a vSetky dostatocne velké n. Dovod je
ten, Ze nas zaujima spravanie sa algoritmu, ked ako vstup sa velké ¢isla. Tym vSak aj velka
cast informaéacie stracame - pretoze v skutocnosti nevieme, aka velka je konstanta C', moze sa
stat, ze algoritmus, ktory je asymptoticky rychlejsi, bude v skutoc¢nosti bezat pomalsie.

C.1 Zakladné operacie

Aby sme mohli hovorit o zlozitosti komplexnejsich algoritmov, musime najprv vediet, kolko
trvajd (pri vhodnej implementécii) zdkladné operécie, ako nasobenie, s¢itovanie, delenie so
zvyskom.

Hoci tato otdzka vyzera pomerne jednoducho, az taka jednoducha nie je. Na tieto operacie
sa podarilo najst velmi efektivne algoritmy (vyuzivajice rychlu Fourierovu transforméciu -
fast Fourier transformation, FFT). Bez dokazu si uvedieme, Ze ¢isla velkosti nanajvys n vieme
s¢itovat v ¢ase O(lgn), nasobit v ¢ase O(Ig>n) a delenie so zvyskom vieme urobif v &ase
O(lgn). Ak by ste sa cheeli dozvediet viac napriklad v (dalo by sa povedat legendérnej)
knihe [Knu| alebo v knihe [Sh|, ktord je volne dostupnd na internete. O FFT sa mozete
nieco dozvediet aj na inych prednaskach na FMFI (ak sa nemylim, tak prinajmensom na
predmetoch Poditac¢ova algebra a Tvorba efektivnych algoritmov).

C.2 Euklidov algoritmus
TODO
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C.3 Vypocet Jacobiho symbolu
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Dodatok D

Objem n-rozmernej gule

V casti sme pouzivali vzorec pre objem 2-rozmernej a 4-rozmernej gule daného polomeru.
Pozrime sa na odvodenie tohoto vzorca.

D.1 4-rozmerna gula

Sta¢i ndm vyratat objem jednotkovej gule. (Aby sme dostali objem gule s polomerom r, vyna-

sobfme toto &islo 74, resp. v n-rozmere r™.) Budeme teda ratat V = i dz dy dz dw.
22 4y?+22+w?<1
Pouzijeme najprv parametrizaciu

z=1v/1-2%2 —w3rcost,
y=1+1-22 —w?rsint,

z =z,

w=w.

Pre nu dostavame jakobian

V1 —22 —w2rcost —v1—22—w?rsint 0 0
V1 —22 —w?rsint 1 —22—w2?rcost 0 0 2 2
J = = 1 — —
0 0 p o ~r—E v
0 0 0 1
7 toho dostaneme
V= / dr dy dz dw =
r24+y2+22+w?2<1
1 27
:/rdr/ dt / 1-22—whHdzdw=rn / (1 — 2% —w?) dz dw.
0 0 z24+w?2<1 224+w2<1

Zostéva nam teda len zintegrovat funkciu 1 — 22 — w? po jednotkovej guli, &ize pouzijeme
w =rcost, z =rsint, ¢o dava jakobidn J = r.

27 1 2 471
(1—22—w2)dzdw:/ dt/ r(1—7%)dr=2r LA
0 o 2 4|, 2

z22+w2<1
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Celkovo teda dostdvame

2
s
V=
2 )
71'2’[“4
V =
(="

Fakt, ze gula polomeru r bude mat objem r*-krat vi¢si mozno vidiet napriklad z toho,
7e Jacobiho determinant pre substiticiu 2/, = x,7 je presne 7*. Ind moznost je odvodenie
indukciou, ktoré si ukazeme v nasledujiicej casti.

D.2 Objem n-rozmernej gule — rekurzivne odvodenie
Oznaéme si V,,(r) objem n-rozmernej gule polomeru r; t.j. mnoziny {(z1...z,) € R*; 2% +
a2 <r?)
Vsimnime si niektoré rekurzivne vztahy, ktoré platia.
Ak si zafixujeme jednu premennt, tak t4 moze nadobudat hodnoty od —r po r. Pre dant

hodnotu premennej, ktord sme si zvolili, ostatné premenné prebiehaji (n — 1)-rozmernt gulu
mensieho polomeru. Dostédvame

Vi(r) = /_ Vi (V7 — 22) da

Ak n > 2, mozeme sa skisit posunit este o jednu premenni dalej.

72_‘1/2
/ / _ _o(y/1r?2 — 22 — y?) dy du.

V takomto pripade sa zdé& byt velmi prirodzené prejst k polarnym stradniciam x = acost,
y = acost. Jakobian bude tentokrat a, lebo mame inak oznacené premenné.

27
/ dt/ aVy—_a( —a2) da.

Hoci sme tito vec uz nejako zddvodnili v predoslej kapitole, pozrime sa na to, ako po-
mocou tychto rekurentych relacii mézeme zdovodnit, Ze objem n-rozmernej gule skutocne
proporcionalne k n-tej mocnine polomeru, t.j.

Vo (r) = Vi (1)r™.

Dékaz 1° Méme Vi(r ):2r.
f Vio1(Vr2 — 22) x—rf Vio1(r/1 y2)dy:r"f_lan_l(\/l—yz)dyz

r Vn 1( ) (Pouzﬂl sme substitaciu y = z/r, t.j. = yr a dz =r dy.) O

Vidime teda, %e V,(r) = C,,r™; konstanty C,, pozndme pre n = 1 aj n = 2; pozrime sa na
to, ¢i by sme ich vedeli nejako odvodit aj pre dalsie hodnoty n.
Méme

Cnr”:Vn(r):27r/ aVy—o(V/1r? —a?) da = 27C,,— 2/ a(r? —a?)"=2/2 4q,

—-Tr
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Este chceme vyratat integral vystupujtici na pravej strane

-2

r 1 n—2 1 n
/ a(r’ —a?)"¥/% da = r"/ t <\/1 — t2) dt = 2r"/ t <\/1 — t2> dt =
—r -1 0
1 o Sn/Q 1 o
7‘"/ sz ds=1r" = —.
0 n/2 |, n

Pouzili sme najprv substiticiu a = tr, potom symetriu a substiticiu s = 1 — 2 (t.j. ds
—2t dt).
Celkovo teda dostavame
27
Cn =Lln—2—".
n

Pomocou toho z 7 = 2 a Cy = 7 vieme indukciou odvodit

X 2k—1 ﬂ.k
L6 2k W
2k 2(2m)*
Copyr = 21" =
M s 2k + 1) kN

Cox,

D.3 Vseobecné odvodenie pomocou funkcie I

TODO doplnit
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