1 Faktorové grupy

1.1 Zopakovanie definicie

Pretoze toto je z toho, ¢o sme zatial brali, asi najtazsia téma, azda nezaskodi dat sem zopar
rieSenych tloh (moZno aj s trochu detailnej$im vysvetlenim).

Najprv stru¢ne zopakujme, ¢o vieme o faktorovych grupach z prednasky.

Ak mdme komutativnu grupu (G, +) a nejaka jej podgrupu H, tak predpisﬂ

T~y & r—yeH

urcuje relaciu ekvivalencie na mnozine G.

Tato relacia ekvivalencie nam urci rozklad mnoziny G na triedy ekvivalencie. Mozeme si
vsimnut, Ze trieda neutralneho prvku je prave podgrupa H. Tiez moéze byt uzito¢né vediet,
ze trieda prvku a je presne

[a] = {a+ h;h € H}.

(Niekedy pouzivame aj oznacenie a + H.)
Mnozinu vSetkych tried tejto ekvivalencie oznacime ako [G/H], t.j.

(G/H] = {[a];a € G}.

Predpis
[a] + [b] = [a + b]

potom urcuje dobre definovant bindrnu operdciu na mnozine G/H. D4 sa dokézat, ze G/H
s touto operaciou tvor{ grupu. Tito grupu voldme faktorovd grupa grupy (G, +) podla podg-
rupy H.

1.2 Veta o izomorfizme

V stvislosti s faktorovymi grupami sa ndm moze hodit (prvd) veta o izomorfizme. Mézeme
ju sformulovat napriklad takto:

Veta 1. Nech G, G' si grupy, navyse G je komutatz’vnaﬂ Ak f: G — G’ je surjektivny
homomorfizmus, tak Ker f je podgrupa grupy G a plati

G/Ker f =G,

t.j. faktorovd grupa G podla Ker [ je izomorfnd s G'.

1.3 Priklady

Azda by nebolo zle zacat prikladmi, kde mdme iba konecne vela tried. V takomto pripade sa
da vyplnit cela tabulka a tloha je pomerne jednoducha.

Uloha 1. Nech G = (Z,+), H = 5Z = {5z;z € Z}. Ukdste, Ze faktorovd grupa G/H je
izomorfnd s grupou (Zs,+).

1Ak by sme oznacovali operaciu ako -, tak by sme td isti podmienku zapisali ako zy~! € H.

2Tento predpoklad je tu iba preto, aby vébec malo zmysel hovorit o faktorovej grupe. Ak sa neskor budete
ucit o normélnych podgrupéch, tak zistite, ze faktorové grupy sa daja robit aj pre nekomutativne grupy.
Vtedy to vsak nebude fungovat s lubovolnou podgrupou. Prinajmensom matici by sa s tym mali stretntat na
predmete Algebra v druhom roé¢niku.



Riesenie. Triedy rozkladu su v tomto pripade

H = {522¢Z}={0,+5,£10,...}
1+ H={p2+1L2€Zy={...,—9,-4,1,6,11,...}
24+ H={5z+22€2}={...,—-8,-3,2,7,12,... }
S+ H=1{5:+32€Z}={..,~7,-2,3,813,...}
AvH={5:+42€Z =1{...,—6,-1,4,9,14,...}

Kedze mame konecne vela tried, vieme vyplnit celt tabulku bindrnej operécie. Po porov-
nani s tabulkou grupy Zs vidime, ze st to izomorfné grupy.

+ 0+H 1+H 24+H 3+H 4+ H +10 1 2 3 4
O+H|0+H 1+H 24+H 3+H 4+ H 0j0 1 2 3 4
1+H|1+H 24+H 3+H 44+4H 0+H 171 2 3 4 0
2+H|24+H 3+H 44+4H 0+H 1+H 212 3 4 01
3+H|3+H 4+H 0+H 1+H 24+ H 313 4 01 2
44+H |4+H 0+H 1+H 24 H 3+H 414 0 1 2 3

O

Uloha 2. Nech G = (R*,.) a H =Rt = {z € R;xz > 0}. Ukdzte, Ze faktorovd grupa G/H
je izomorfnd s grupou (Zsa,+).

RieSenie. V tomto pripade mame iba dve triedy rozkladu Rt = {z e R;z > 0} aR™ = {z €
R;z < 0}. Teda faktorova grupa G/H je dvojprvkovd, kazdd dvojprvkovd grupa je izomorfnd
s0 (Za,+). O

Uloha 3. Nech G = (Z x Z,+) a H = 7 x 2Z. Ukdste, e G/H = L.
Riesenie. Aj v tomto pripade si stac¢i uvedomit, Ze mame iba dve triedy rozkladu, konkrétne

H=7x2Z
(0,1)+ H=(0,1)+Z x 2Z =7 x (2Z + 1)

O

Takéto tlohy su teda pomerne jednoduché a videli ste tlohu takéhoto typu na cviku aj
na prednaske. Postup je zhruba taky, ze vyplnim tabulky oboch grip a porovnam ich. (Aj
ked mozno nezaskodi aj na tychto jednoduchych prikladoch vyskusat, ¢i nevieme napisat aj
rieSenie pomocou vety o izomorfizme. Skuste si rozmysliet, co by bol vhodny izomorfizmus v
predchadzajicich tlohach.)

Azda st zaujimavejsie priklady, kde je faktorova grupa nekonecénd — a teda tplne presne
rovnaky argument nemozeme pouzit.

Uloha 4. Ukdste, ze faktorovd grupa grupy G = (R,+) podla podgrupy H = {(t,2t);t € R}
je izomorfnd s grupou (R, +).

Riesenie pomocou definicie faktorovej grupy. Overit, ze H je skuto¢ne podgrupa je jednodu-
ché. Stadi si uvedomit, ze (0,0) € H, a teda H # ). Sti¢asne ak a = (¢,2t) a b = (s,2s) patria
do H, tak aj a —b = (t — s,2(t — s)) patri do H. M4 teda zmysel hovorit o faktorovej grupe
— o0 nej by sme chceli povedat ako vyzera.



Zagnime tym, Ze si uvedomime, ako vyzeraju jednotlivé triedy. Trieda prvku (z,y) obsa-
huje vSetky prvky, ktoré dostaneme ako stucet dvojice (x,y) s niektorym prvkom z H. Teda
obsahuje préve prvky tvaru (z,y) + (¢, 2t).

[(z,9)] = {(z +t,y +2t);t € R}
Vidime, ze trieda [(z,y)] je priamka uréend bodom (z,y) a smerovym vektorom (1, 2).

A

[(z, )] [(2",9")]

(=',y')
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Obr. 1: Triedy su rovnobezné priamky

Jednotlivé triedy su teda rovnobezné priamky.
Vieme, ze plati
G/H = {[(x,y)]; (x,y) € R?}.

Teda G/H pozostava zo vSetkych priamok rovnobeznych z H. VSimnime si, pri zapise, ktory
sme uviedli méme kazdu triedu zapisani nekonecne velakrat. (Kazd4 trieda je niektord z rov-
nobeznych priamok. My sme do mnoziny G/H dali tito priamku pre kazdy bod, ktory na
nej lezi.) Takyto zdpis je uplne v poriadku. Aby sme vSak grupe G/H lepSie rozumeli, viac
by sa nam ju hodilo popisat tak, aby sme mali zapisani kazdu triedu prave raz. Inak pove-
dané, z kazdej triedy by sme chceli vybrat prave jedného reprezentanta. Z obrazku sa zda,
ze vhodnym kandiddtom by mohol byt priesecnik s z-ovou osou - takyto bod lezi na kazdej
z rovnobeznych priamok. Podme sa pokusit overit, Ze to je skutoc¢ne tak.

Tvrdime, Ze kazd4 trieda obsahuje prave jeden prvok tvaru (z,0).

Najprv ukdzme, ze kazda trieda obsahuje aspori jeden takyto prvok. Ak mame triedu
[(z,9)], tak aj bod (z — ¥,0) patri do tej istej triedy, lebo

(r.y)—(@=5.00= Gy e H.
(Preco sa ndm hodilo volit préve tento bod? Mohli by sme sa k nemu dopracovat napriklad
tak, Ze sa pytame, ktory bod tvaru (x + ¢,y + 2t) ma na druhej stradnici nulu. Dostdvame
y+2t=0at=—%)

Sucasne nemoze nejaka trieda obsahovat dva rézne prvky tohoto tvaru. Skutocne, ak
by (z,0) aj (2',0) lezali v tej istej triede, tak dostaneme (z,0) ~ (2’,0), ¢o znamensd, Ze
(¢ — x,0) € H. Lenze ak (2’ — z,0) = (¢,2t) mdze nastat iba pre t = 0. To znamen4, ze
(' —2,0) =(0,0),ateda aja’ —z=0ax =21

Mbobzeme teda teraz pisat

G/H =A{[(z,y)];z € R}.

Navyse teraz uz vieme, ze tento ,zoznam“ uz obsahuje kazdu z tried préave raz.



Inak povedané, zobrazenie
fraxw—[z,0]

je bijekcia z R do G/H. (Kazdému = € R sme priradili prave jednu triedu.)
Tato bijekcia je vSak dokonca homomorfizmus medzi grupami (R,+) a (G/H,+), ¢o
mozeme overit priamo z definicie:

f@) + 1) = [(2,0]+ [, 0)] = [(z+y,0)] = f(z +y).

(Mali sme teda Stastie, Ze sme si vhodne zvolili f. Na druhej strane, takato volba bijekcie sa
zd4 byt veelku prirodzend.)

Nasli sme teda izomorfizmus (bijektivny homomorfizmus) medzi (R, +) a (G/H,+). Tym
sme ukdzali, Ze tieto grupy su skutocne izomorfné. O

Na tomto priklade sa dé celkom dobre ukazat ako funguje bindrna operécia, ktora defi-
nujeme na faktorovej grupe. Tu totiz vlastne pracujeme s vektormi v rovine a ich s¢itovanie
si vieme vecelku dobre predstavit. (A moZno to pomdze aj porozomeniu, preco je faktorovd
grupa v tomto pripade naozaj ,v podstate rovnakid“ ako grupa realnych c¢isel s operaciou
sCitovania.)

Vsimnime si (obrézok, ze ak vyberieme ktorykolvek vektor z triedy [(z, y)] a ktorykolvek
vektor z [(2,y")], tak ich sicet vzdy padne do tej istej triedy. Je to presne trieda, ktord potom
oznacujeme [(x + 2,y + y')]. Presne tato podmienka hovori, Ze operdcia + na mnozine tried
ekvivalencie je dobre definovand.

A

[(z,9)] (9] =+ y+ )]

Obr. 2: Séitovanie v G/H

Poktsme sa vyriesit ti istd tlohu cez vetu o faktorovom izomorfizme.
Ak ju chceme pouzit pre zadané G a H, tak by sme potrebovali surjektivny homomorfiz-
mus f z (R?,+) do (R, +) taky, Ze jeho jadro, t.j. mnoZina

Ker f = {(z,y) € R?; f(z,y) = 0}

je rovna prave podgrupe H.
Podgrupa H je urcend priamkou x = ¢, y = 2t, ktorej vSeobecna rovnica je 2z —y = 0.
Teda
H = {(z,y) e R*; 2z —y = 0}.



(Skiiste sa detailne presved¢it, ze skutoéne platf rovnost mnozin {(x,y) € R?;2z —y =0} =
{(t,2t);t € R}.)

Teda (z,y) — 2x — y je zobrazenie, pre ktoré je vzor nuly presne mnozina H. Ak by to
nahodou bol aj surjektivny homomorfizmus, tak by sme mali vSetko, ¢o potrebujeme.

Riesenie pomocou vety o izomorfizme. Definujme zobrazenie f: (R%, +) — (R, +) predpisom

flz,y) =2z —y.

Zobrazenie f je grupovy homomorfizmus. Skuto¢ne plati
@ y)+f@'y) = 2e—y)+(22'—y) = 2(a+2")—(y+y') = fla+a',y+y) = f((2,2)+(y,y)).

Zobrazenie f je surjektivne. Chceme overit, ¢i kazdé x € R ma v zobrazeni f aspon jeden
vzor. Staci si v§imnut, ze pre Tubovolné = € R plati

f(z/2,0) = x.
Jadro tohoto homomorfizmu je podgrupa H. Priamo z definicie jadra mame
Ker f = {(z,y) € R* f(z,y) = 0} = {(z,y) € R* 22 —y = 0} = H.
Overili sme, Ze f spiiia predpoklady vety o izomorfizme. Na jej zéklade potom dostévame
G/H = G/Ker f = (R, +).
O

Azda na tomto priklade vidno, ze homomorfizmus pouzity v druhom dokaze tizko stvisi
s tym ako sme vyberali v prvom dokaze reprezentantov tried (obrézok. Skuste si premysliet,
ze druhy dékaz by fungoval takmer rovnako, keby sme pouzili

[y =a—3.
To je presne z-ova stradnica bodu, ktory je prieseénikom priamky urenej bodom (z,y)
s vodorovnou osou — teda bodu, ktory sme vyberali ako reprezentanta v prvom dokaze.

Takze vidime, ze tivahami, ktoré sme robili v prvom ddkaze, by sme mohli prist aj na
vhodnt formu homomorfizmu, na ktory sa dé aplikovat veta o izomorfizme.

Myslim si, ze pozriet sa na takyto konkrétny priklad — kde si vSetky veci vieme pomerne
dobre predstavit — by mozno mohol pomoéct vniest trochu svetla aj do dékazu vety o izomor-
fizme (ak s s nim problémy).

Azda vidno, ze dékaz pomocou vety o izomorfizme je o Cosi strucnejsi a prehladnejsi.
Je v8ak narocnejsi v tom, ze musime vymyslieft vhodny homomorfizmus. Oba pristupy sa
v podstate daji kombinovat. Mohli by sme tvahami z prvého doékazu prist na to, aky ho-
momorfizmus by sa ndm hodil. Ale samotny ddkaz uz potom mozeme zapisat pomocou vety
o izomorfizme - tak sa da zapisat azda o Cosi jednoduchsie; staci napisat definiciu homomor-
fizmu, ktory chceme pouzit, a overit, ze splia vsetky potrebné podmienky.

Uloha 5. Nech G = (C*,-) a H =R*. Ukdste, Ze H je podgrupa G.
Nech S = {c € C;|c| = 1}. Ukdzte, ze (S,-) je grupa.
Ukdzte tiez, Ze G/H = S.
(Symbol - oznacuje obvyklé ndsobenie komplexngch cisel.)



Obr. 3: Homomorfizmus, ktory sme pouzili v dokaze

Riesenie casti, ktoré sa netgkaju faktorizacie. H je podgrupa. Pretoze 1 € H, vidime, ze H #
0.

Ak x a y st kladné redlne ¢isla, tak aj % je kladné realne c¢islo. Tym sme overili kritérium
podgrupy.

(S,-) je grupa. Ide o podmnozinu (C*,-) s rovnakou operaciou. Stadi teda skontrolovat, ¢i
je to podgrupa.

Mame 1 € S, a teda S # 0.

Ak z,y € S, znamen4 to, Ze |z| = |y| = 1. Potom aj |zy| = |z| - |[y| = 1, a teda ay € S.

AkxeS,takméme|%|:ﬁ:1,tedaajx*1:%65. O

Riesenie pomocou definicie faktorovej grupy. Opét zacnime tym, Ze si rozmyslime, ako vyze-
raju jednotlivé triedy.

Dve komplexné é&isla z, y patria do tej istej triedy prave vtedy, ked 2 = zy~! € Rt. Cize
vtedy a len vtedy, ak x = yr pre nejaké kladné redlne cislo r. Kladné nasobky komplexného
¢isla ndm vytvoria v komplexnej rovine polpriamku prechadzajicu cez toto cislo.

Obr. 4: Triedy rozkladu su polpriamky



Vidime, 7Ze triedy st polpriamky vychddzajtice z nuly (obrdzok .

Opét by sme chceli najst pre kazdu triedu jedného reprezentanta. Kazdéd takato pol-
priamka pretina jednotkovi kruznicu prave v jednom bode. Teda body na jednotkovej kruz-
nici sa zdaji byt vhodnymi kandidatmi na reprezentantov. Podme sa presvedcit, ¢i to tak
skutoéne je. (Ci sme sa nenakreslili zlj obrazok, alebo ¢i nas neoklamala nasa geometricka
predstava.)

Tvrdime teda, Ze kazda trieda [x] obsahuje préve jeden prvok y taky, ze |y| = 1.

Ak si vezmeme triedu [z], tak ¢islo

al

patri do tej istej triedy. (Dostali sme ho z x vyndsobenim kladnym redlnym é&islom ‘71|)

Navyse pre toto ¢islo plati
x

||

|z
b= |2 =12 =1

)

|z|
a teda y € S; je to bod na jednotkovej kruznici. (Volbu y nebolo tazké uhddnut, stacilo si
rozmysliet akym ¢islom treba prendsobit x, aby vysledok mal absolitnu hodnotu 1.)

Este sa pytame, ¢i v tej istej triede nemo6zu byt dve rozne Cisla y; 5 také, ze |y1| = |yz| = 1.
Ak vSak plati yo = ry;, tak mdme aj |y2| = |r| - |y1], ¢o znamend |r| = 1. (Tu vyuzivame
fakt, Ze y12 # 0.) To vSak pre r € RT moze nastat iba ak r = 1. LenZe v takom pripade
y2=1-y1 =u1.

Zistili sme teda, ze

G/H = {[z];x € 5}

a navyse funkcia f: S — G/H definovand predpisom

je bijekcia. (Kazd4 trieda mé prave jedného reprezentanta patriaceho do S.)
Staci ndm uz len ukazat, ze to je aj izomorfizmus. To je vsak vcelku priamociare:

flx-y) =z -yl=[2] [yl = f(z) fy)
O

Podme sa pozriet na rieSenie pomocou vety o izomorfizme. Uz nechdm na vas rozmysliet
si, ako v tomto pripade prist na to, ako by mohol vyzerat vhodny homomorfizmus. (Bud
mozete zacat rozmyslat tak, Ze si uvedomite, aké ma byt jadro a odkial kam ma ist hladany
homomorfizmus. Alebo sa moézete jednoducho pozriet na to, ¢o sme si rozmysleli v predoslom
rieSeni.)

Riesenie pomocou vety o izomorfizme. Definujme f: C* — S predpisom

Vsimnime si, ze je to skuto¢ne zobrazenie z C* do S. Je definované pre kazdé nenulové
komplexné ¢islo (nemédme nulu v menovateli). A vysledok, je ¢islo, ktorého absolitna hodnota
je rovna jednej:

x

||

_ sl _

_|x|_



Toto zobrazenie je aj homomorfizmus:
-y z-y Yy
R - T (ORI ()}
=yl zl-lyl =yl

Tento homomorfizmus je surjektivny; pre ¢islo x € S mame

Teda kazdé ¢islo z jednotkovej kruznice mé aspori jeden vzor (konkrétne samého seba).
Jadro tohoto homomorfizmu je mnozina tych komplexnych ¢isel pre ktoré plati

||

To je ekvivalentné s podmienkou, Ze & = |z|, o ale nastane préve vtedy, ked = je nezdporné
redlne Cislo. Nula vSak nie je v definicnom obore nasho zobrazenia, teda v jadre buda prave
kladné realne cisla:

Ker f =R* = H.

Zistili sme, ze

C*/Rt > 8S.
O

Aj v tomto pripade vidno, ako stvisi homomorfizmus pouzity v druhom dokaze s vyberom
reprezentantov tried (obrazok .

Obr. 5: Homomorfizmus, ktory sme pouzili v dékaze
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