
Funkcie Vzor a obraz mnoºiny Karteziánsky sú£in funkcií

Funkcie

28. februára 2017



Funkcie Vzor a obraz mnoºiny Karteziánsky sú£in funkcií

Funkcie

De�nícia

Zobrazenie (funkcia) z mnoºiny A do B je podmnoºina f ⊆ A× B
karteziánskeho sú£inu mnoºín A a B taká, ºe pre kaºdé a ∈ A
existuje práve jedno b ∈ B s vlastnos´ou (a, b) ∈ f .

(∀a ∈ A)(∃!b ∈ B)(a, b) ∈ f

Zobrazenie f z A do B budeme ozna£ova´ f : A→ B . Mnoºinu A
nazývame de�ni£ný obor a B obor hodnôt zobrazenia f .

Namiesto zápisu (a, b) ∈ f budeme pouºíva´ zápis f (a) = b.
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Zúºenie zobrazenia

De�nícia

Ak f : A→ B je zobrazenie a C ⊆ A, tak zobrazenie f |C : C → B ,

de�nované predpisom

f |C (x) = f (x)

pre v²etky x ∈ C , nazývame zúºenie zobrazenia f na mnoºinu C .

f |C = f ∩ (C × B)
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Skladanie zobrazení

De�nícia

Ak f : A→ B a g : B → C sú zobrazenia, tak zloºené zobrazenie

g ◦ f : A→ C de�nujeme ako zobrazenie ur£ené predpisom:

g ◦ f (a) = g(f (a)) pre kaºdé a ∈ A.

g ◦ f (a) = g(f (a)) pre kaºdé a ∈ A.
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Injekcia, bijekcia a surjekcia

De�nícia

Nech f : X → Y je zobrazenie.

• f je injektívne, ak (∀x , y ∈ X ) x 6= y ⇒ f (x) 6= f (y)

• f je surjektívne, ak (∀y ∈ Y ) (∃x ∈ X ) f (x) = y .

• f je bijektívne, ak je sú£asne injektívne aj surjektívne.

Zloºenie dvoch injekcií (surjekcií, bijekcií) je opä´ injekcia

(surjekcia, bijekcia).

Poznámka

Ekvivalentná de�nícia injekcie: f (x) = f (y) ⇒ x = y .
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Inverzné zobrazenie

De�nícia

Nech f : A→ B je zobrazenie. Ak existuje zobrazenie g : B → A
také, ºe

g ◦ f = idA

f ◦ g = idB

tak hovoríme, ºe g je inverzné zobrazenie k zobrazeniu f a

ozna£ujeme ho f −1.

De�nícia inverzného zobrazenia vlastne hovorí, ºe:

(∀a ∈ A)g(f (a)) = a

(∀b ∈ B)f (g(b)) = b
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Inverzné zobrazenie

Tvrdenie

Nech f : A→ B je zobrazenie. Potom inverzné zobrazenie

f −1 : B → A existuje práve vtedy, ke¤ f je bijekcia.
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Vzor a obraz mnoºiny

De�nícia

Nech f : X → Y je zobrazenie, A ⊆ X , B ⊆ Y .

Potom mnoºinu

f [A] := {f (a); a ∈ A}

nazývame obraz mnoºiny A v zobrazení f a mnoºinu

f −1[B] = {a ∈ X ; f (a) ∈ B}

nazývame vzor mnoºiny B v zobrazení f .
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Vzor a obraz mnoºiny

y ∈ f [A]⇔ (∃a ∈ A)y = f (a)

x ∈ f −1[B]⇔ f (x) ∈ B

V prípade, ºe B = {b} je jednoprvková mnoºina, niekedy namiesto

zápisu f −1[{b}] pouºijeme zápis f −1(b). (Z kontextu by malo by´

zrejmé, £i hovoríme o inverznej funkcii k f , alebo zápis f −1(b)
znamená vzor jednoprvkovej mnoºiny.)
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Vzor a obraz mnoºiny

Tvrdenie

Nech f : X → Y , g : Y → Z sú zobrazenia, A,B ⊆ X , C ,D ⊆ Y ,

E ⊆ Z , Ai ⊆ X a Bi ⊆ Y pre kaºdé i ∈ I . Potom platí

(i) g ◦ f [A] = g [f [A]];
(ii) (g ◦ f )−1[A] = g−1[f −1[A]];
(iii) A ⊆ f −1[f [A]] a ak f je injektívne, tak A = f −1[f [A]];
(iv) f [f −1[C ]] ⊆ C a ak f je surjektívne, tak f [f −1[C ]] = C ;

(v) f [A ∩ B] ⊆ f [A] ∩ f [B] a ak f je injektívne, tak

f [A ∩ B] = f [A] ∩ f [B];
(vi) f [

⋂
i∈I Ai ] ⊆

⋂
i∈I f [Ai ] a ak f je injektívne, tak

f [
⋂

i∈I Ai ] =
⋂

i∈I f [Ai ];
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Vzor a obraz mnoºiny

Tvrdenie

(vii) f [A ∪ B] = f [A] ∪ f [B];
(viii) f [

⋃
i∈I Ai ] =

⋃
i∈I f [Ai ];

(ix) f −1[C ∩ D] = f −1[C ] ∩ f −1[D];
(x) f −1[

⋂
i∈I Bi ] =

⋂
i∈I f

−1[Bi ];
(xi) f −1[C ∪ D] = f −1[C ] ∪ f −1[D];
(xii) f −1[

⋃
i∈I Ai ] =

⋃
i∈I f

−1[Ai ];
(xiii) A ⊆ B ⇒ f [A] ⊆ f [B] a ak f je injekcia, tak platí aj opa£ná

implikácia;

(xiv) C ⊆ D ⇒ f −1[C ] ⊆ f −1[D] a ak f je surjekcia, tak platí aj

opa£ná implikácia;

(xv) f [A] ⊆ C ⇔ A ⊆ f −1[C ].
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Karteziánsky sú£in funkcií

De�nícia

Nech f : A→ C , g : B → D sú zobrazenia. Potom ich karteziánsky

sú£in je zobrazenie f × g : A× B → C × D ur£ené predpisom

f × g(a, b) = (f (a), g(b)).
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Karteziánsky sú£in funkcií

Tvrdenie

Nech f : A→ C , g : B → D sú zobrazenia.

(i) Ak f aj g sú injekcie, tak f × g je injekcia.

(ii) Ak f aj g sú surjekcie, tak f × g je surjekcia.

(iii) Ak f aj g sú bijekcie, tak f × g je bijekcia.
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