Normalne podgrupy

Uloha 1. Ak H je podgrupa G a [G : H] = 2, tak H je normalna podgrupa.
Navyse, pre kazdy prvok = € G plati 2% € H.

Uloha 2. Centrom grupy G nazyvame mnozinu Z(G) = {z € G; (Vg € G)gx =
xg} takych prvkov grupy, ktoré komutuju so vSetkymi prvkami G. Ukéazte, ze
Z(@G) je normdlna podgrupa grupy G.

Uloha 3. Dokézte, Ze prienik (lubovolného systému) normélnych podgrip danej
grupy G je opét norméalna podgrupa G.

Faktorové grupy

Ak H je normélna podgrupa grupy G, tak na mnozine G/H tried rozkladu sa
da zadefinovat binarna operacia predpisom

(aH)(bH) = (ab)H.

Takto dostaneme faktorovi grupu grupy G podla podgrupy H.

Veta o izomorfizme: Ak f: G — G’ je homomorfizmus grup, tak Ker f je
normélna podgrupa grupy G a faktorova grupa G/Ker f je izomorfna s podg-
rupou Im f grupy G’.

G/Ker f 2Im f

Uloha 4. Viete ukazat, Ze pre dané grupy plati G/H = G'? (Oplati sa rozmys-
liet si, ako sa to d& urobit priamo pomocou definicie faktorovej grupy a a aj ako
sa dé vyuzit veta o izomorfizme.)

a) G=(Z,4), H=nZ ={nk;k € Z}; G' = (Zy,,®)

b) G=(RxR,+), H={(z,y);2y = 3z}; G’ = (R, +)

c) G=(C\{0},-), H=R; G’ = (5,")

d) G=(C\{0},), H=5; G"=(R*,")

V prikladoch o komplexnych éislach ako S oznac¢ujeme mnozinu {z € C;|z| = 1},
t.j. jednotkovi kruznicu v komplexnej rovine.

Uloha 5. Nech G je grupa vietkych regularnych matic typu n x n (s operaciou
nésobenia matic). Ako H ozna¢me tie z nich, ktoré maji determinant |A| = 1.
Dokazte, ze H je invariantnd podgrupa G. Vedeli by ste ndjst grupu izomorfni
s G/H?

Uloha 6. Overte, ¢i H je normélna podgrupa grupy G a opiste faktorovi grupu
G/H (aké ma triedy, vybrat z kazdej triedy prave jedného reprezentanta, zistit,
¢ je izomorfnd s nejakou zndmou grupou).

a) G=R xR, +), H={(z,y);xz+ 2y =0}

b) G=(C,+), H=R

¢c) G=(Z,+), H=4Z ={4z;z € Z}

d) G = (Z4 x Zs, +), H = [(2,2)]

e) G=(ZXZxZ,+), H={(n,m,0);n,meZ}
f) G=(C\{0},"), H={ceC;c® e R\ {0}



Uloha 7. Zistite, ¢i dané grupy st izomorfné. V celom cvi¢eni budeme ako S
oznacovat grupu ({c € C;|c| = 1},-) (pripadne mnozinu prvkov tejto grupy) a
Cpn={ceC;e" =1},

a) (C\{0},-)/{c € C;c* € R\ {0}}, (C\{0},-)/R* (pod R* tu myslime kladné
redlne Cisla, Gize 0 ¢ RT), S

b) (R,4)/Z, S/Cy, S

c) (C\{0},-), (C\{0},-)/Cy

d) ({c€ Cic" € R\ {0}},)/RT, Cp

e) ({c€ G e R\ {0}},)/Cr, R

f) C12/C4, Z3

8) (Zy x Zs, +)/(Z2 x {0}), Z3

h) S3/[(123)], (Z2, +)

Uloha 8. Ukézte, ze Q/Z (obe grupy berieme so s¢itovanim) je nekonecnd
grupa, v ktorej ma kazdy prvok konec¢ny rad.

Uloha 9. Centrom grupy G nazyvame mnozinu Z(G) = {g € G; (Vh € G)gh =
hg} takych prvkov, ktoré komutuji so vSetkymi prvkami G. Ukazte, Ze Z(Q) je
normalna podgrupa grupy G.

Uloha 10. Nech H je normalna podgrupa G, ¢: G — G/H je kanonicky ho-
momorfizmus a X C G. Dokdzte: Ak p[X] generuje G/H, tak H U X generuje
G.

Uloha 11. Nech f: G — G’ je surjektivny homomorfizmus a H = Ker f.
Ukézte, Ze:
a) Prvky x, 2’ € G patria do tej istej triedy rozkladu grupy G podla podgrupy
H prave vtedy, ked

f(@) = f(@).

b) Mnozina tried rozkladu grupy G podla podgrupy H sa rovnd

{f"y)ye G}

(T.j. triedy st presne vzory jednoprvkovych podmnozin G'.)



