Okruhy — zakladné vlastnosti, homomorfizmy

Uloha 1. Zistite (a svoje tvrdenie zdovodnite) ktoré z uvedenych vlastnosti sa
z okruhu R prenesi na uvedené konstrukcie. (I je nejaky idedl v okruhu R a
R/I oznacuje faktorovy okruh. M je Iubovolna neprazdna mnozina.

Rx R | R/I | RM | podokruh | homomorfny obraz

pole

obor integrity
nemd delitele nuly
mé delitele nuly
komutativny okruh
okruh s jednotkou

Uloha 2. Ak R je obor integrity a 22 = 1, tak 2 = 1 alebo z = —1.

Uloha 3. Dokazte, ze {(r,7);r € R} je podokruh okruhu R x R. Je tento
podokruh izomorfny s okruhom R?

Uloha 4. Zistite, ktoré z nasledujtcich zobrazeni st homomorfizmy medzi okru-
hom A vsetkych matic typu 2 x 2 s celo¢iselnymi koeficientami a okruhom Z.

) a b .
DN a
b) (Z cbl> — a + d (stopa matice)

c) (Z Z) — ad — bc (determinant matice)

Uloha 5. Dokéste, ze okruhy (2Z,+,-) a (3Z, +,-) nie st izomorfné.

Uloha 6. Prienik Iubovolného systému podokruhov je podokruh. Prienik Iubo-
volného systému idedlov je idedl.

Uloha 7. Nech X # () je lubovolna neprézdna mnozina. Dokézte, ze potenéné
mnozina (P(X), A,N) s operdciami A (symetrickd diferencia mnozin) a N (prie-
nik mnozin) tvori okruh. Néjdite izomorfizmus medzi tymto okruhom a okruhom
7. (Pozndmka: Bijekcia, ktorti nadjdete v druhej ¢asti, by sa dala pouzit aj na
dékaz tvrdenia uvedeného v prvej Casti.)

Uloha 8. Okruh R sa volé boolovsky okruh, ak pre kazdé a € R plati a? = a.
Dokazte, ze kazdy boolovsky okruh je komutativny. (Boolovskym okruhom je
napriklad okruh (P(X), A,N) z predoslej tilohy.)

Uloha 9. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Dokézte, Ze v tiom plati

binomické veta
n

i =35 (1) et

k=0

17, veci, ktoré vieme o faktorovych okruhoch, by malo byt jasné, ze dva stipce v tejto
tabulke s vlastne to isté, len zapisané inym spésobom.



Idealy, faktorové okruhy

Na pripomenutie: Veta o izomorfizme plati pre okruhy v rovnakom zneni ako
pre grupy (iba normadlne podgrupy sa nahradia idedlmi). T.j. ak f: Ry — Ra je
surjektivny okruhovy homomorfizmus, tak Ker f je idedl a R;/Ker f = R,.
Ak R je komutativny okruh s jednotkou a I je ideal v R, tak:

e R/I je pole préave vtedy, ked I je maximélny idedl.

e R/I je oborom integrity prave vtedy, ked I je vlastny prvoidedl.

o Kazdy maximalny idedl je prvoideal.

Uloha 10. Nech F je pole a A # (. Nech Dokézte, 7e v okruhu F4 je kazdy
idedl tvaru M, = {f € F4; f(p) = 0}, kde p je nejaky prvok z A, maximélny.
(Hint: Je faktorovy okruh polom?)

Uloha 11. Ak pre kazdé n € N je I,, idedl v okruhu R a navyse plati I, C Iy,
tak aj zjednotenie |J;—, I; je idedl v R.

Uloha 12. Nech R je Iubovolny komutativny okruh s jednotkou a a € R.
Potom mnozina {az;z € R} je idedl v R, ktory obsahuje prvok a. Tento idedl
oznacujeme (a) a takéto idedly nazyvame hlavné.

Uloha 13. Zistite, s akymi okruhmi st izomorfné okruhy Zgo/(15), Zgo/(20),
Zeo/(12).

Uloha 14. Ak Iy, I, st idedly v okruhu (R, +, ), tak aj
a) 1+ o ={a+bja€l1,be I} jeidedl v R.
b) I - I = {a1b1 + - - - + anbp;n € Nya;,b; € R} je ideédl v R.

Uloha 15. Nech (G, *) je cyklickd grupa, a je jej generator, t.j. G = [a]. Ak
definujeme opericiu - ako a* - a! = a*! (pre Iubovolné k,l € 7Z), tak (G, *,")
je okruh. Viete povedat (v zavislosti od rddu generdtora a) s akym okruhom je

tento okruh izomorfny?

2Riesenie tejto tilohy sa d4 najst aj na fére: https://msleziak.com/forum/viewtopic.php?
t=444. (Samozrejme, aj tak uréite odportcam zamysliet sa nad touto tlohou samostatne — a
na riesenie, ktoré ndjdete na fére alebo niekde inde sa pozriet az potom.)
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