Polynémy

Prvok ¢ € F sa nazyva koreniom polynému F|z], ak f(c) =0 (po dosadeni ¢ do
polynému dostaneme 0.) Ak pracujeme s polynémami z F[z], tak ako korene
mozeme uvazovat aj prvky z nejakého nadpola Fy DO F. (Lebo Flz| C Fix] —
ak st vSetky koeficienty z F', tak sti¢asne patria aj do nadpola F3.)

Prvok ¢ € F je koretiom préve vtedy ked « — ¢ | f(z). Teda ak f(z) sa d4
zapisat v tvare f(z) = g(z)(x — ¢). Ak f(x) = g(x)(z — ¢)? pre nejaky polyném
g(z) € Flx], tak hovorime, Ze ¢ je dvojndsobny koreii. Nasobnost korera je
najvyssie také &islo k, ze f(x) = g(x)(xz — c)*.

Ireducibilné prvky okruhu Flz] sa nazyvaji dreducibilné polyndmy. Kazdy
polyném f(z) = ap,a™ + ap_12" "1 + -+ + ap sa dd jednoznaéne rozlozit ako
f(x) = anp1(x)...pu(x), kde py ... p, st ireducibilné normované (=vedici ko-
eficient je 1) polynémy. (Rozklad na ireducibilné polynémy ndm moZze pomoct
pri zistovani, ¢i je jeden polyném delitelny druhym, ako aj pri hladani najvéc-
sieho spoloéného delitela.)

Kazdy polyném stupiia 1 je ireducibilny. V pripade, Ze f(x) m4 rozklad na
polynémy stupna 1, hovorime o rozklade na korerové cinitele

f(@) =an(x —x1)(x —22) ... (T — y)

(prvky 1 ...z, st prave korene polynému f.)

V Clz] s1 jediné ireducibilné polynémy polynémy stuptia 1 — kazdy polyném
sa da nad C rozlozif na korenové ¢initele.

V Rlz] mozu existovat ireducibilné polynému stupna 2, kazdy polyném
f(z) € Rlz] stupnia 3 m& vSak redlny korer.

Pre Tubovolné pole plati, Zze polyném f(x) € F[z] stuptia 2 alebo 3 je iredu-
cibilny prave vtedy, ked nema v F' koren. Pre polynémy stupna 4 to uz platit
nemusi.

Uloha 1. Dokézte, Ze zvySok polynému f(x) =apa™ +ap_12" 1+ +ag €
F[z] po deleni x — b je prave f(b) (=jeho hodnota v bode b € F[z]).

Uloha 2. Vydelte dané polynémy so zvyskom v C[z].

a) f(z) =2 + 323 — 4z + 2, g(x) = 2% + 2 — 2

b) f(x) =a%+223 + 32 +4, g(x) =23+ 2+ 1

c) fla)=a3+ (2+2i)2% +3iz + 1, g(ax) =22+ (2 + i)z +1i

Uloha 3. Pouzitim Hornerovej schém zistite, ¢i ¢ je koren polynému f(z) €
C[x] a vyjadrite tento polyném v tvare f(z) = g(z)(x — ¢) + f(c).

a) f(x) =2+ 323 —4x +2,c= -2

b) f(z) =25 +22% + 3z +4,c=—1

c) fla) =23+ (2+2i)2% +3ix+1,c= —i

Uloha 4. Pomocou Hornerovej schémy vyjadrit:
a) f(x+3) pre f(z) =2t — 2> +1
b) (x —2)* +4(z — 2)> + 6(z — 2)% + 10(z — 2) + 20

LPozri text k prednéaske.




Uloha 5. Dokéite, 7e ak ¢ = % € Q je korenn polynému f(z) = anz™ +
An_12" "L+ +ag € Z]x] s celo¢iselnymi koeficientami, tak p | ap a q | a,.

Uloha 6. Nijdite vSetky raciondlne korene danych polynémov (s pomocou
Hornerovej schémy a tvrdenia dokdzaného v predchadzajicej tilohe). Ak4 je ich
nasobnost?

a) f(x) = 4x* — 722 — 5z — 1

b) f(z) = 2425 + 102* — 23 — 1922 — 52 + 6

c) f(x) = 62* + 1923 — 722 — 262 + 12

d) f(x) = 62" — 7a® + 822 — Tw + 2

Uloha 7. Vypoditajte d(x) = ged(f(x),g(z)) a vyjadrite ho v tvare d(z) =

u(z) f(z) + v(z)g ($)~

a) f(x) = 325 4+ 5az* — 162> — 622 — 52 — 6, g(v) = 3z* — 423 — 2% — 2 — 2;

b) f(x) = 4a* — 22% — 1622 + 52 + 9, g(x )—Qms—x2—5x+4;

c)f(x)—ac +62% + 922 — 22 — 9, g(x) = 2° + 42® + 22 — T;

d) flz) =2 -1, g(z) =2° - 1

(Vysledky: a) u(z) = —%xzj— s+ iv(r) =12 +222 - 22— % d(x) =x+2
b) u(z) = 5+, v(z) = 222222 d(z) =z — 1

) d(z) =1, u(x) = 1/30(222 + 5z — 1), v(x) = —1/30(223 + 922 + Tz + 3))

Uloha 8. Dokézte: Ak a + bi je koreii polynému f(z) € Rlz] a b # 0, tak
z? — 2azx + a® + b* | f(z).

Uloha 9. Nijdite vietky ireducibilné polynémy nad Zs stuptiov 2,3,4.

Uloha 10. Najdite rozklad f(z) na ireducibilné polynémy v Fl[z].
a) f(x) =4xt +32% + 42?2 + 40+ 6, F = Zy

b) f(:l?) = 174 — 17 F = le

c) fla)=a* -1, F =73

Uloha 11*. Nech f (z) € Z|z] je polyném s celociselnymi koeficientami. Do-
kézte, ze ak a + bv/3 je koreli f(z), tak aj a — bv/3 je koren f(x). Dokazte, 7e
podobné tvrdenie plati, ak ¢ nahradime Tubovolnym prirodzenym ¢islom, ktoré
nie je druhou mocninou prirodzeného ¢isla.

Uloha 12. Dokaite, ze polyném f(z) = 1+ x + ’”—22 + ‘g’—? + ...+ fl—, nema
viacnasobny koren.



