Domaca uloha ¢. 1

Zverejnend 16.2.2022 - odovzdéava sa najneskor 23.2.2022.
Nech G = (Q x Q\ {(0,0)}). Zistite, ¢i zadany predpis definuje bindrnu
operéciu na tejto mnozine, ¢i je operdcia * komutativna, asociativna, ¢i (G, x)

je komutativna grupa.

1. Operécia * je zadana predpisom

(a,b) x (¢,d) = (ac + 2bd, ad + bc).

2. Operacia * je zadana predpisom

(a,b) * (¢c,d) = (ac + 3bd, ad + bc).

3. Operacia * je zadana predpisom

(a,b) * (c,d) = (ac + 5bd, ad + bc).

Rozdelenie — podTa priezviska: 1 riesia A-I, 2 riesia J-P, 3 riesia R-Z



Domaca uloha ¢. 2

Zverejnend 23.2.2022 - odovzdéva sa najneskor 2.3.2022.

Vo vsetkych ulohéach je zadanie: Zistite, ¢i je dand podmnozina podgrupou
danej grupy. Svoje tvrdenie zdovodnite!
1.a){1,2,4} v (Z7\{0},); b) {22;2 € Z} v (R, +); ¢) {z € R;z > 0} v (R\{0}, )

2. a) {1,6} v (Z7 \ {0},-); b) {3252 € Z} v (Q,+); {V2x;2 € Q,x # 0}
v (R\{0},-)

3.a) {1,2,5} v (Z7 \ {0},-); b) {3z;2 € Q} v (R, +); ¢) Q\ {0} v (R\ {0},")

4. a) {1,3,6} v (Z7 \ {0},-); b) {V3x;2 € Q} v (R,+); ¢) {z € R;x < 0}
v (R\{0},)

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-D, 2 riesia E-K, 3 riesia L-R, 4 riesia
S-7Z



Domaca uloha ¢. 3

Zverejnend 2.3.2022 - odovzdava sa najneskor 9.3.2022.

1. Nech G je grupa, a € G je nejaky jej prvok. Dokézte, ze H = {x € G;ax = za}
je podgrupa grupy G.

2. Nech G je grupa. Dokazte, ze H = {z € G; (Va € G)ax = za} je podgrupa
grupy G.

3. Nech G je grupa. Dokézte, ze H = {z € G; (Va € G)axa™! = x} je podgrupa
grupy G.

4. Nech G je grupa, a € G je nejaky jej prvok. Dokédzte, ze H = {z € G;a =
raxr~!'} je podgrupa grupy G.

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-D, 2 riesia E-K, 3 riesia L-R, 4 riesia
S—7



Domaca uloha ¢. 4

Zverejnend 9.3.2022 - odovzdava sa najneskor 16.3.2022.
Zistite, ¢i grupy G a H su izomorfné. Svoju odpoved zddvodnite.

La) G=(Q+), H=(Q\{0},); b) G = (Zs, ®), H = (Z2,®) X (Z4,®)

2.a) G = (Z,+), H=(Z,+) X (Z,+); b) G = (Z2,®) x (Z,+), H = (Z4,®) x

4.a) G=(C,+), H=(C\{0},-);b) G=(R,+), H=(Z,+) x (Z,+)

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-D, 2 riesia E-K, 3 riesia L-R, 4 rieSia
S-7Z



Domaca uloha ¢. 5

Zverejnend 16.3.2022 - odovzdéava sa najneskor 23.3.2022.

V kazdej tlohe bude zadand nejakd podmnozina H grupy (Sy,0). Vasou
tlohou je pre permutécie z tejto mnoziny urcit ich rad a paritu a takisto overit,
¢i H je podgrupa grupy Sy. (Pripominam, Ze Sy je mnozina vSetkych permutécii
mnoziny {1,2,3,4} a grupovou opericiou je v tomto pripade skladanie.) Ak H
je podgrupa, zistite aj to, ¢i je tdto podgrupa komutativna alebo nie. (Pre vase
tvrdenia uvedte aj zdovodnenie — z vasho riesenia by malo byt jasné: Akym
spOsobom ste zistili, ¢omu sa rovnd rad/parita? Na zdklade ¢oho tvrdite, Ze to
je/nie je podgrupa? Na zdklade ¢oho tvrdite, Ze je/nie je komutativna?)

1. H = {id, (14)(23), (13)(24), (12)(34)}

2. H = {id, (14)(23), (13)(24), (12)(34), (123), (124), (134), (234), (132), (142), (143), (243)}
(Hint: MoZno néjdete pomerne jednoduché riesenie, ak sa zamyslite nad tym,

¢i to v skutocnosti nie je niektord z grup, ktoré sme spominali na prednaske.
Samozrejme, ak dlohu viete riesit inak, nedajte sa pomylit tymto hintom.)

3. H = {id, (12)(13)(14), (13) (24), (14) (13)(12)}

4. H = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-D, 2 riesia E-K, 3 riesia L-R, 4 riesia
S-7



Domaca uloha ¢. 6

Zverejnend 23.3.2022 - odovzdéava sa najneskor 30.3.2022.
Zistite, ¢i R je reldcie ekvivalencie na mnozine A. (Jasne vyznacte, ¢i odpoved
je 4no alebo nie! Svoje tvrdenie zdovodnite!)

la) A=R, R={(z,y) € Ax A |z —y| < 1}
b) A=R, R={(z,y) € Ax A;2? =y}

2.a) A=R, R={(z,y) e Ax Az <y}
b)) A=Q, R={(z,y) e AXx A;x —y € Z}
3.a) A=R, R={(z,y) € Ax A;[2® —¢*| < 1}
b)) A=R, R={(z,y) e Ax A;z =yVa=—y}
4.a) A=R, R={(v,y) € Ax Ay < z};
b) A=7Z, R={(z,y) € Ax A;3 | 2? — y?}

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-D, 2 riesia E-K, 3 riesia L-R, 4 riesia
S-7



Domaca uloha ¢. 7

Zverejnend 30.3.2022 - odovzdéva sa najneskor 6.4.2022.

Popiste Tavé a pravé triedy rozkladu grupy G podla podgrupy H. (Teda
by ste mali napisat, ako vyzeraju jednotlivé triedy. A tiez by ste mali tieto
triedy vymenovat aj takym spdsobom, ze sa tam ziadna trieda nebude opakovat
viackrat.) Vase rieSenie by malo obsahovat aj zdévodnenie toho, ¢o tvrdite.
(Preco vyzeraju triedy ekvivalencie tak, ako piSete? Prefo vo vasom vybere
tried je naozaj kazdd z nich prave raz?) Overovat, éi H je skutofne podgrupa
nemusite.

a) G = (C\{0},"), H=R\ {0}
b) (G = S4,0), H = {id, (23), (24), (34), (234), (243) }

2.a)G=RxR,+), H=ZXZ

—~

b) (G = Sy,0), H = {id, (12), (14), (24), (124), (142)}
-a)G=(C\{0} ), H={z € Clz| =1}

b) (G = S4,0), H = {id, (134), (143), (13), (14), (34)}
4.2)G=RxR+), H=27x {0}

b) (G'= S4,0), H = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-G, 2 riesia H-M, 3 riesia N-R, 4 riesia
S-Z



Domaca uloha ¢. 8

Zverejnend 6.4.2022 - odovzdava sa najneskor 13.4.2022.

Za tlohu mate odpovedat na otazky:
a) Je G grupa?
b) Je H je podgrupa G?
c¢) Je H je normdlna podgrupa G? Ak &no, tak dalej zistite, ¢i faktorova grupa
G/H je izomorfnd s grupou G'.
Svoje tvrdenia zdévodnite! (Samozrejme v prikladoch, kde je jasné, Ze ide o grupu
—napriklad (R, +), (C\ {0}, -) alebo podobné ¢iselné mnoziny — netreba uvidzat
ziadne detailné zdévodnenie, ze to je grupa. V niektorych tlohach vsak nie je
na prvy pohlad jasné, ¢i ide o grupu, prdave v tych ma zaujima zdévodnenie.)

1 8) G = (L xZ,+), H=Lx {0}, &' = (Z);

b) G = {(_ab Z) , (‘g b ) a,b € R;a? + b*> = 1} (s operdciou ndsobenia matic),
H={(%Y)abeRa®>+b* =1}, G' = (Z3,®)

2.a) G=(C\{0},), H=RT ={z € R;z >0}, G = ({z € C; |x\—1} )

b) G = {A € M32(R);|A| = £1} (s operdciou nasobenia matic); H = {A
Mo (R); Al =1} G = (Z2,®)

3.a) G=(R,+), H=17, G = ({z € C;|z| = 1},-);

b) G = {( G5, tel ) (Gme “eodp)iw € R} (s operaciou nésobenia matic);

Sy

I
-
—
o

S esn) 19 ERY G = (Zs,®)
4.2) G= (R +), H={(r,y,2) e Rz +2y — 2 =0}, G’ = (R, +);

b) G = {A € M2(R);|A| # 0} (s operaciou nédsobenia matic); H = {A €
M;o(R); [A] > 0} G = (Z2, @)

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-D, 2 riesia E-K, 3 riesia L-R, 4 riesia
S—7



Domaca uloha ¢. 9

Zverejnend 13.4.2022 - odovzdéva sa najneskor 20.4.2022.
Zistite, ¢i zadand mnozina tvori podokruh okruhu (C,+,-). Ak 4no, tak aj
zistite, ¢i je tento podokruh oborom integrity a ¢i je polom.
1. {a+bV2;a,b € Z}
2. {a+bv2;a,b € Q}
3. {a +bv2;a,b € R}
4. {a +bV3;a,b € Q}

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-G, 2 riesia H-M, 3 riesia N-R, 4 rieSia
S-Z



Domaca uloha ¢. 10

Zverejnend 20.4.2022 - odovzdédva sa najneskor 4.5.2022. (Dva tyzdne — kedZze
kazdej zo skupin teraz jedno cvicenie odpadne.)

Vo vsetkych skupinach je zadanie: Pre dany okruh R a ideal I dokazte, ze
faktorovy okruh R/I je izomorfny s R’.

1.R=Zx7Z,I =7Zx {0}, R =7Z. (Na Z aj Z x Z berieme obvyklé s¢itovanie
a ndsobenie.)

2. R =ZxZ,I=1{2a,b)abec Z}, R = Zy. (Na Z uvazujeme obvyklé
operacie, na Zs séitujeme a nasobime modulo 2.

3. R=ZxZ,I=1{(2a,2b);a,b € Z}, R =Zy X Zy. (Na Z uvazujeme obvyklé
operdcie, na Zs s¢itujeme a ndsobfme modulo 2.)

4. R=7Z xZ, I = {(2a,0);a € Z}, R' = Zs x Z. (Na Z uvazujeme obvyklé
operécie, na Zs s¢itujeme a nasobime modulo 2.)

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-D, 2 riesia E-K, 3 riesia L-R, 4 riesia
S-7



Domaca tloha ¢. 11
Zverejnena 4.5.2022 - odovzdava sa najneskor 20.5.2022. (Koniec prvého tyzdiia
skiigkového obdobia.)

Néjdite vSetky raciondlne korene daného polynému f(x) € Zlz]. (So zdo-

vodnenim, Ze uz iné racionalne korene nexistuji aj overenim, ze st to skuto¢ne
korene.)
1. f(z) = 62" + 523 — 82% — 4z + 3
2. f(x) = 62* — 82% + 5z? — 4z + 1
3. f(z) = 62* — 723 + 822 — 7w + 2
4. f(z) = 62t + 2% + 822 — 9z + 2

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-G, 2 riesia H-M, 3 riesia N-R, 4 riesia
S-Z



Domaca uloha ¢. 12

Zverejnena 4.5.2022 - odovzdava sa najneskor 20.5.2022. (Koniec prvého tyzdiia
skiigkového obdobia.)
N4jdite normovany najviacsi spoloény delitel d(z) = ged(f(x), g(x)) a vyjad-
rite ho v tvare d(z) = u(z) f(z) + v(x)g(x). (Pracujeme v okruhu R[z].)
1. Pre f(z) =22* + 2> + 222 + v — 1 a g(z) = 22° — 22 + 32 — 1.
2. Pre f(x) =22 +22° + 222 —x+lag(x) =2 + 22 + o — 1.
3.Pre f(x) =22+ 23 + 222 +z—lag(r) =223 — 22+ 2 — 1.
4. Pre f(z) =22+ 23+ 22> —x—lag(x) =223 —2? + 2 — 1.

Rozdelenie — podla priezviska: 1 riesia A-G, 2 riesia H-M, 3 riesia N-R, 4 rieSia
S-Z



