1 Afinné priestory

Pripomenutie definicii:
Afinny priestor znamené, ze (V,+) je vektorovy priestor nad R, B # 0 a:
1) méme zobrazenie B x B — V, ktoré dvojici bodov (X,Y") priradi préve jeden vektor )ﬁ;
2) pre lubovolné X € B a & € V existuje prave jeden bod Y € B taky, ze & = )ﬁ;
3) XY +YZ=XZ
Ekvivalentna definicia:
(V,+) je vektorovy priestor, B # () a mame +: B x V — B, pricom plati:
1) X + (i +b) = (X +a) +b;
) X+7¥=X & £=0;
3) Pre lubovolné (X,Y) € B x B existuje jediny vektor @ € V taky, ze X +d = Y; oznac¢ujeme
hoaja=Y — X.
V dokaze ekvivalencie tychto definicii sa ukaze, ze:
Y - X = Xv;
X+ XY =Y.
1.1. Pre afinny priestor (B, V, +) dokdzte, Ze:
(a) Y -X)+(X—-2)=Y — Z pre vsetky X,Y, Z € B;
(b) X — X =0 pre vietky X € B;
() (X 4a@)— (Y +b)=(X—Y)+a—bpre vietky X,Y € B, @,be V.
1.2. Nech

B = {(z1,22,73,1); 21, 2,3 € R}
V= {($1,$2,$3,0);$1,$2,$3 S R}

Dostaneme takto afinny priestor? (Ako operdcie pouzijeme obvyklé s¢itovanie Stvoric.)
Vedeli by ste néjst aspon dva rozne afinné izomorfizmy (B,V) — (B,V)?
1.3. [HZK| Cvicenie 2.1.1] Nech

B = {(21,22,73) € R* 21 + x5 — 223 = 5}

V = {(z1, 32, 73) € R* 21 + 32 — 223 = 0}.

Dokézte, ze (B,V) s obvyklym séitovanim trojic redlnych ¢isel je dvojrozmerny afinny
priestor nad polom R.

1.4. [HZK| Cvicenie 2.1.2] Nech Py je mnozina vsetkych redlnych polynémov stupiia najviac
4. (Na tejto mnozine mame obvykld operdciu séitovania polynémov.) Nech B := {f(z) €
Py; f(0) =1} a V:i= {f(z) € Py; f(0) = 0}. Overte, ze (B,V) je Stvorrozmerny afinny
priestor (ak uvazujeme obvyklé operdcie).

2 Afinné zobrazenia

—
Afinné zobrazenie: f: B — B, ¢: V. — V’; zobrazenie ¢ je linedrne a plati o(XY) =

FE)FY).

Afinny izomorfizmus = afinné zobrazenie + bodova zlozka je bijekcia < afinné zobrazenie
+ vektorova zlozka je linedrny izomorfizmus
2.1. Ukézte, Ze ak (f,¢) je afinny izomorfizmus, tak aj (f =1, ¢~!) je afinny izomorfizmus.
2.2. Nech (f,¢): A — B je afinné zobrazenie. Nech (C, V) je afinny podpriestor priestoru
B. Je aj f~1[C] afinny podpriestor priestoru A? Co bude jeho vektorova zlozka?



2.3. Nech (O,é1,...,8,) je afinny stradnicovy systém v afinnom priestore & = (B,V).
Nech &' = (B',V') je tiez afinny priestor, O’ € B' a €'y,... ¢, € V'. Ukaite, 7e
podmienkami f(O) = O, f(€;) = ¢; pre i = 1,...,n je jednoznaéne uréené afinné
zobrazenie (f,¢): o — .

3 Afinné a barycentrické siradnice

Afinny siradnicovy systém: (O, dy,...,d,), kde O € B a (d,...,d,) je bdza V.

Suradnice bodu X si (z1,...,2,),ak OX = z1d1+- - -+ pdy. Oznafenie X = (x1,...,2,).
S
Ak pracujeme s (B, V) C (R R"**) tak barycentrickti kombindciu 3" x;A; dostaneme
i=0

S
tak, Ze pocéitame po stradniciach. Definujeme ju iba pre koeficienty také, ze > x; = 1.
i=0

S
Vseobecnejsia definicia (pre lubovolny afinny priestor): Barycentrickd kombindcia Y x;A;,

i=0
S
kde > x; = 1, je definovand ako
i=0
S S
D @il = A+ wi(4; - A).
i=0 i=0
(Nezavist od volby bodu A.)
(Ag, A1,...,A,) je barycentricky stradnicovy systém < kazdy bod sa dé jednoznacne
vyjadrit ako ich barycentrickd kombindcia < (Ag; A1 — Ay, . . ., A — Ap) je afinny sturadnicovy

systém.
3.1. [HZK], Cvicenie 2.3.1] Majme afinny priestor (B8,V), kde

B = {(x1,2,23) € R*; 21 + 29 — 223 = 5},
V = {(21,72,23) € RB;xl + x9 — 223 = 0},

a berieme obvyklé operacie (t.j. ide o afinny podpriestor (R?,R?).)
a) Overte, Ze trojica (O, é1,¢€3), kde O = (1,2,-1), €1 = (1,1,1), & = (1,—1,0), tvori
afinny suradnicovy systém v tomto priestore.
b) Vyjadrite siradnice bodu P = (3,4,1) v tejto stradnicovej stustave. Vedeli by ste
néjst aj veobecny predpis, ako dostaneme stiradnice lubovoIného bodu P = (21, 2, x3)
patriaceho do B?
c) Definujme f: B — R? ako f(x1,x2,73) = (—x1 + 222,221 — 322 — 1). Predstavujt
hodnoty f(x1,x2,x3) stiradnice bodu (x1,x9,x3) v nejakej vhodnej stradnicovej si-
stave? Ak 4no, néjdite taky afinny stradnicovy systém (O’,e'y, e/ 2).
d) Ako by to bolo so zobrazenim g: B — R? definovanym ako g(x1,x2,73) = (2172 +
1, xr1 — To + 2)7

3.2. [HZK|, Cvi¢enie 2.3.31] V rovine uréenej bodmi A = (2,1,3), B = (2,4,0), C =
(—3,0,4) zvolme afinnt siradnicovi stistavu (A4, B — A,C — A).
a) Aké parametrické vyjadrenie ma v tejto siradnicovej sistave priamka BC?
b) Aké stradnice m& bod M v (0, €1, €, €3), ak jeho stradnice v (4, B — A,C — A) st
(5,3).
¢) Aké stradnice mé priesecnik roviny ABC' s osou z3 v jednej i druhej stiradnicovej
ststave.

3.3. Ukézte, ze barycentrickd kombinacia barycentrickych kombinécii je opat barycentricka
kombinacia.



3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Nech body Ay, Ay, ..., A, lezia v nejakom afinnom priestore &7 = (B,V) dimenzie n.
Dokazte, alebo najdite kontrapriklad:

a) Ak kazdy bod X € B sa da vyjadrit ako barycentrickd kombindcia bodov Ag, Ay, ..., A,

tak tieto body tvoria barycentricki siradnicovi stustavu.

b) Ak neexistuje bod X € B, ktory méa dve rézne vyjadrenia v tvare barycentrickej
kombindcie bodov Ag, A1, ..., A,, tak tieto body tvoria barycentricku siradnicovi su-
stavu.

Zistite, ¢i body

Ao =(1,4,1,-1)

Ay = (2,2,4,-5)
Ay = (1,5,0,0)
Ay =(2,7,1,—-4)

Ay = (1,-3,4,4) tvoria barycentricky siradnicovy systém v (R* R*). Vyjadrite bod
P = (0,—1,1,4) ako ich barycentrickt kombindciu. (Vysledok: P = A; —Ag+3A42—2A43)
Nech A, B, C je trojuholnik v Tubovolnom afinnom priestore.
a) Ako vyzeraju taznice tohoto trojuholnika vyjadrené a afinnom siradnicovom systéme
(A, AB, AC)? (Pokuste sa vyjadrit ich parametricky, t.j. napisat nejaky predpis taky,
Ze ak menime redlny parameter, dostaneme vsetky body leziace na taznici.)
b) Ukazte, ze taZnice sa pretinaju prave v jednom bode.
¢) Aké st barycentrické stiradnice tohoto bodu?
Nech A, B, C' je trojuholnik v rovine a T je jeho tazisko (barycentrum).

s =
a) Ukéite, 7 TA + TB + TC = 0.
b) Ukéazte, Ze pre lubovolny bod X v rovine plati

|AX|* + |BX|* + |CX|> = |AT|> + |BT|* + |CT|* + 3| XT|*.

Mobzete si vs§imnut, ze z tejto rovnosti vyplyva, ze sticet Stvorcov vzdialenosti od vrcholov
trojuholnika je minimédlny prave v tazisku trojuholnika. (Hint: Skiste vyuzit skalarny
suéin.)

¢) Ako by sa zmenili vysledky z Casti a) a b) ak by sme namiesto troch bodov v rovine
zobrali n bodov v euklidovskom priestore Iubovolnej dimenzie?

V trojrozmernom euklidovskom priestore st dané styri body A, B, C' a D neleziace v
jednej rovine. Na tseckach AB, CD, AC a BD st dané body K, L, M a N tak, ze

|AK|: |KB| = |CL| : |LD| a |AM| : |MC| = |BN| : N D|

a) Dokdzte, Ze tsecky KL a M N sa pretinajd prave v jednom bode.
b) V akom pomere deli priese¢nik tseciek KL a M N tieto tsecky?

Dokazte: a) Body A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1,¢2) dvojrozmerného afinného
priestoru lezia na jednej priamke prave vtedy ked
1 1 1
det ay b1 C1 =0.
a9 b2 C2

b) Body A = (a1, as2,a3), B = (b1,be,b3), C = (¢1,c2,¢3), D = (d1,d2,d3) trojrozmer-
ného afinného priestoru lezia v jednej rovine prave vtedy ked

1 1 1 1
ap by e dy
ay by cx do
a3 bz c3 d3

det

¢) Vedeli by ste to zovSeobecnif na n-rozmerny priestor a nadrovinu?



3.10. Na priamkach urcenych stranami AB, BC a AC trojuholnika ABC st dané body
A'=B+a(C—-B),B' =C+bA-C),C" = A+ c(B— A). Dokazte, ze body A’, B,
(' lezia na jednej priamke prave vtedy ked ab+bc+ac—a—b—c+1=0.

3.11. Nech ABCDEF je pravidelny $estuholnik v R2?. Tvoria A, B, C barycentricki stirad-
nicovu sustavu? Vyjadrite v nej ostatné body sestuholnika.
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