Jordanov tvar

Jordanov normdlny tvar. Kazda stvorcova matica nad C je podobna s blokovo-diagonalnou
maticou pozostavajicou z blokov tvaru

Al 0O ... 0
0 X 1

0
: oA 1
0 ... ... 0 A

Pocet linedrne nezévislych vlastnych vektorov k A urcuje pocet blokov, ktoré prislichaja
k A

Velkosti blokov by sme mohli ndjst tak, ze hlTaddme zovseobecnené vlastné vektory, t.j. vektory
také, ze (A — M\)F = 0.
Mozeme ich zistit aj pomocou hodnosti mocnin matice (A — AI): Pocet blokov (pre vlastnu
hodnotu \) velkosti aspoit k je h((A — A)F~1) — h((A — XI)¥).

Pretoze matice A a jej Jordanov tvar J st podobné, budi mat rovnaky minimdalny poly-
noém aj charakteristicky polyném, hodnost, stopu a determinant.

Ak nie je zadané inak, vo vsetkych tlohach pracujeme s maticami nad C.

1. Najdite k-tu mocninu zadanej matice pre Tubovolné k € N:

01 0 0 A1 0 0
0 010 0 A1 0
A= 0 0 01 B= 0 0 X 1
0 0 0 O 0 0 0 A

Vedeli by ste vysledok zovSeobecnit na lubovolné rozmery? (T.j. na matice rozmerov
n X n namiesto 4 x 4.)
2. [Kl, Exercise 4101] Najdite Jordanov tvar danej matice:

1 -3 4 4 6 0
a) [4 -7 8] b)) (-3 =5 0
6 -7 7 3 -6 1
508 2 B0 —12 —2 8 133 3—:13 —17 —I
ol3 -1 6|d)|-4 10 6 |e f)
S o s L s 4 0 -3 1 3 0 0 4 -8
1 —4 0 8 0 0 2 -4
1 -1 0 0 0 0
0 1 -1 0 0 0
0 0 1 -1 0 0
g) ..............................
0 0 0 0 1 -1
0 0 0 0 0 1
3.0 0 2.0 0 1 1 0 00 0
Riegenia:a) (0 -1 1 |b) [0 1 0] |0 -1 o |dJ=(0 2 0
0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 00 2
1100 0100
0110 0000
9S=1g 01 1|P7=10 0 01
00 0 1 000 0



3. Néjdite Jordanov tvar, charakteristicky polyném a minimélny polyném danej matice:

IR A T N
a) B[ -4 5 1]e[-1 2 1 |4
Lo -23 21 7 0 1 1 220
2 -2 =2 2 2 3 4 -1
4 1 92 1 6 1 -3 2 5
1 4 2 1 -1 2 1 -3 0
e) Hl1 o 1 3 o0
1 -5 3 2
I 10 1 3 -2
-2 0 2 2 =2
o100 (10O 210y (oo
RieSenia: a) , 0 2 1],¢) (0 2 1] d) e)
0 0 2 1 00 2 00 2 0 0 0 O
0 0 0 2 0 0 0 O
300 0 2 1 0 0 O
03 1 0 0 2 1 0 O
fHlo o 2 0 0
0031 00 0 2 1
00 0 3

0 0 0 0 2
4. [P, 1090-1093] N4jdite Jordanov tvar, charakteristicky polyném a minimalny polyném
danej matice:

0 1 0 2 6 —15 9 -6 -2 4 6 —15
a)|l-4 4 0]b|1 1 —-5]|¢ |18 —-12 =-3]d) |1 3 -5
-2 -1 2 1 2 -6 18 -9 -6 1 2 -4
2 1 0 -1 1 0 -3 1 0 1 10
Riesenia:a) (0 2 1] b)[ 0 -1 0 |c)| 0 -3 0) d o 1 0
0 0 2 0 0 -1 0 0o -3 0 0 1
5. Ak viete, Ze matica A ma Jordanov tvar J, d4 sa na ziklade toho odpovedat na zadané
otazky?
11 0 0
01 00 e
a) J = 00 2 1 . Comu sa rovna charakteristicky polyném ya(x) a minimalny
0 0 0 2
polyném m 4 (x) matice A
110 0
01 10
b) J = 00 1 0 : Comu sa rovnd h(A—1), h((A—1)?), h((A—1)3), h((A—1)*)?
0 0 0 1
-1 1 00
0O -1 0 0 1
c)J= 0 0 1 0 ; Je matica A reguldrna? Viete nédjst vyjadrenie matice A~
0 0 0 1

v tvare p(A) kde p je nejaky polyném7 Vedeli by ste najst také vyjadrenie, kde poly-

evve

1 1 0 0 4 -2 4 -1
01 0 O 5 =3 4 -1
— . i 4 ' - ?
d)J 00 -1 1| Je matica A podobna s maticou B 11 -1 ol?
00 0 -1 -1 2 0 0

6. Ak ma matica uvedené vlastnosti dd sa z nich uz jednoznacne urcit Jordanov tvar
matice A7 Ak je viacero moznosti pre Jordanov tvar, najdite vsetky.



a) Matica A je rozmerov 4 x 4 a jej minimalny polyném je ma(z) = (z — 2)%(z — 1).
b) xa(z) =2t =222 + lama(z) =2® + 2% — 2 — 1.
¢) Matica A rozmerov 4 x 4 je singuldrna a h(A — 27) = 1.
d) Pre maticu A rozmerov 4 x 4 plati h(A —2I) = 2 a h((A — 2I)?) = 0, pricom 2 je
jediné vlastné ¢islo matice A.

7. Ukéazte, ze Iubovolna $tvorcovd matica A je podobna s transponovanou maticou AT.
(Hint: Najprv to skiiste overif pre maticu, ktora je v Jordanovom tvare.)

8. Comu sa rovna A% pre maticu

100
A=11 0 1]7?
010

(D4 sa nejako vyuzit Jordanov tvar? Vedeli by ste tlohu vyriesit aj bez pouZitia Jor-
danovho tvaru?)
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