Dualny priestor

Dudlny priestor k V' je priestor V* vsetkych linedrnych zobrazeni z V' do R.
Bdza dudlneho priestoru. Ak mame bazu by, ..., b priestoru V, tak za bazu dudlneho
priestoru V* méZzeme zobrat linedrne zobrazenia b7, ..., b} jednoznacne uréené podmienkami
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Kanonicky izomorfizmus. Zobrazenie ey : V. — V** uréené ako ,evualuicia“, t.j. pre

peV*je
ev(p) = ¢(v),

je izomorfizmus medzi V a V**. (Ak V je kone¢norozmerny priestor.)

Dudlne zobrazenie: Pre linearne zobrazenie f: V. — W je f*: W* — V* je urCené pred-
pisom f*: o+ po f.
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Ak f mé maticu A vzhladom na bazy v4,...,U,, Wi,..., W, tak f* ma vzhladom na
dudlne bazy wi,...,w}, vf,..., v} maticu AT.
1. Nech V, W, U st vektorové priestory nad polom R. Dokazte nasledujice tvrdenia:
a) Ak f,g: V — W s linedrne zobrazenia, tak (f + g)* = f* + g*.
b) Ak f: V — W je linedrne zobrazenie a ¢ € R, tak (cf)* = cf*.
c) Ak f: V — W a g: W — U st linedrne zobrazenia, tak (go f)* = f* o g*.
d) Pre idy: V — V plati (idy)* = idy .
e) Ak 0: V — W oznacuje nulové zobrazenie, tak 0*: W* — V* je tiez nulové zobraze-
nie.
f) Ak f: V — W je linedrne zobrazenie, tak plati

[Toey =ewof.

Tato rovnost vlastne hovori, ze ak priestor stotoznime s jeho druhym duidlom pro-
strednictvom kanonického izomorfizmu ey resp. ey, tak zobrazenie f je ,to isté“ ako
zobrazenie f.
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Nech navyse V je kone¢norozmerny a méa bazu 1, ..., ¥,. Vieme potom, ze v}, ..., v
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tvori bazu priestoru V* a vi*, ..., vx* tvori bazu priestoru V**. Ukazte, ze
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GV(Ui) = U;K*.

Toto tvrdenie vlastne hovori, Ze kanonicky izomorfizmus medzi V a V** je presne line-
arne zobrazenie jednoznacne urcené tym, ze v; — v;™.

h) Vedeli by ste napisat, akym maticovym rovnostiam tykajicim sa transponovanej
matice zodpovedaji niektoré z tvrdeni, ktoré sme tu uviedli? Vedeli by ste pomocou
tvrdenia g) zdévodnit tvrdenie f) jednoduchsim spésobom v koneénorozmernom pri-
pade?



2. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie medzi kone¢norozmernymi priestormi. Dokézte,
ze:
a) f je injektivne < f* je surjektivne.
b) f je surjektivne < f* je injektivne.
Vedeli by ste dokazat tieto tvrdenia aj bez pouzitia matice zobrazenia priamo z definicie
duélneho zobrazenia? Skiuste sa pritom zamysliet aj nad tym, na ktorych miestach
vyuzivame to, ze V a W s koneCnorozmerné.



