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Korene polynémov

Definicia

Nech F je pole a F’ je jeho nadpole. Prvok ¢ € F’ nazyvame
koreniom polynému f(x) € F[x] C F'[x], ak f(¢) =0 (t.. po
dosadeni ¢ do polynému F dostaneme 0).

Priklad

Cislo i je korefiom polynému x2 4 1, lebo i +1 = 0.
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Korene polynémov

Lema

Ak f(x) € F[x], kde F je pole, a c € F, tak zvysok polynému f(x)
po deleni polynémom x — ¢ je rovny f(c), t.j. existuje polyném
g(x) € F[x] taky, ze

f(x) = (x = c)g(x) + f(c). (1)
Lema
Nech F je pole a F' je jeho nadpole. Nech f(x) € F[x]. Potom

c € F' je korefiom f(x) prave vtedy, ked x — c | f(x) v F'[x],
t.j. existuje polyndm g(x) € F'[x] taky, ze f(x) = g(x)(x — ¢).
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Dosadzovaci homomorfizmus

Definicia
Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Polynomickou funkciou
nad R budeme rozumiet ubovolni funkciu f: R — R uréeni
predpisom

f(x) =anx"+ a1 x4+ ag

pre nejaké neNaa;...a, € R.

Okruh polynomickych funkcii: (F(x),+, ")
polyném: p = apx" + ap_1x" 1 + -+ ag
funkcia: f(x) = apx" 4+ an_1x" 1 4 - + ag

: F[x] = F(x)
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Pocet korenov

Tvrdenie

Nech F je pole a f(x) = apx" + -+ + aix + ap a a, # 0. Potom
f(x) ma najviac n koreriov. (Struéne: Pre nenulové polynémy je
pocet korefiov mensi alebo rovny jeho stupriu.)

Dékaz — matematickou indukciou.
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Polynomické funkcie

Tvrdenie
Ak F je nekonecné pole tak polynomicka funkcia f: F — F

1

f(x) =apnx"+ ap_1x""" + -+ ag

sa rovna nulovej funkcii prave vtedy, ked ag = a; = --- = a, =0,
t.J. vtedy, ked sii vietky koeficienty nulové.

FIx] = F(x)
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Dosadzovaci homomorfizmus

Ak b € R, da sa b dosadit do polynému
f=apnx"+ ‘91,7_1Xn_1 + -4+ a9 € R[x].

fo: R[x] = R
fo: £ apb" + a3, 16" 4+ 2
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Nasobné korene

Definicia

Nech F’ je nadpole pola F, f(x) € F[x] a c je koren f(x).
Hovorime, ze ndsobnost korena c je k (alebo tiez, ze ¢ je
k-nasobny koreh f(x)), ak (x — c)¥ | f(x) (t.j. ak existuje polyném
g(x) € F'[x] taky, Ze f(x) = g(x)(x — ¢)¥) a sucasne

(x — o)1t f(x).

Pre k =1 volame k-nasobny koren jednoduchy korefi polynému
f(x), ak k > 1 tak hovorime o nasobnom koreni.

Priklad
Cisla £1 sa dvojnasobné korene polynému x* — 2x2 + 1, lebo
X —2x2 +1=(x>-1)>=(x —1)*(x+1)?
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Hornerova schéma

f(x) =x* —3x3+2x — 1

=33t ox—1=(x*—x*-2x-2)(x —2) -5
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Hornerova schéma

dn an—1 dn—2
c anC (anc + an-1)c
| an anc+an-1 anc® +ap_1c+an—2

a0
(anc" 1+ ap1c" 2+ 4 a1)c
anc" + ap_1c" T+ +ajc+ag = f(c) |
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Racionalne korene polynému s celociselnymi koeficientami

Tvrdenie

Ak f(x) = apx" + an_1x"L 4 - 4+ a9 € Z[x] je polynom

s celociselnymi koeficientami a racionalne Cislo ¢ = g Je koreni f(x)
(pricom gcd(p, q) = 1, t.j. racionalne Cislo ¢ je zapisané

v zdkladnom tvare), tak

plao a q|an.

Polynémy



Racionalne korene polynému s celociselnymi koeficientami

Korene polynémov

Racionalne korene polynému s celociselnymi koeficientami

p" p"t p
f(c) = an? + an_17qn_1 + -+ 316 +a =0

anp" +an-1p" 'qg+ - +a1pq" ! + 29" =0
—anp" = (ap—1p" P+ -+ a1pq" % + 20" Y)q

q|amp" Nged(p,q) ~1=q] an

Podobne dostaneme

—a0q" = (anp" " + an_1p" g+ -+ a1q" Mp,

Cize p | apq”", a teda (na zaklade nestdelitelnosti) p | ag.
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Racionalne korene polynému s celociselnymi koeficientami

f(x) = 24x° +10x* — x3 —19x%2 —B5x + 6
p € {£1,£2,43,+6}
q€{1,2,3,4,6,8,12,24} 2 ¢ {1, £ £1,...}

24 10 -1 -19 -5 6
z 12 11 5 -7 -6

24 22 10 -14 -12 [0]
z 12 17 %

24 34 27 -5 #0
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Racionalne korene polynému s celociselnymi koeficientami

f(x) = 24x% +10x* — x> —19x®> —5x + 6

= 24(x— )(x+ %)(x D@ axt)

f(x) = (2x — 1)(3x + 2)(4x — 3)(x* + x + 1)
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Algebraicky uzavreté polia

Definicia
Pole F sa nazyva algebraicky uzavreté, ak kazdy polyném
f(x) € F[x] stupia aspoi jedna ma v poli F aspon jeden koren.

Tvrdenie

Ak F je algebraicky uzavreté pole, tak kazdy polynom f(x) je
v F[x] rozlozitelny na korenové Cinitele.
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Algebraicky uzavreté polia

Bez d6kazu spomenme:

Veta (Zakladna veta algebry)
Pole komplexnych éEisel C je algebraicky uzavreté.

Veta (Steinitz)
Pre kazdé pole F existuje algebraicky uzavreté nadpole F'.
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Korene polynémov v C

Tvrdenie

Ak f(x) € R[x] je polynom s realnymi koeficientami a

z = a+ bi € C je koreri polynému f(x), tak aj komplexne zdruzené
¢isloz = a — bi je korefiom polynému f(x). Pritom ndsobnost
korenia Z je rovnaka ako nasobnost z.

f(z) = apz"+ ap—1z" 1+ -+ ag
=a,(2)"+a,1(@)" 1+ +ap

= 1(2)

Désledok
Kazdy polynom f(x) € R[x] nepadrneho stupna ma aspori 1 reilny
koren.
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Ireducibilné polynémy

Definicia
Polyném f(x) = apx" + ap_1x"~! 4+ --- + ag sa nazyva normovany
(alebo tiez monicky,) ak a, = 1 (vedci koeficient sa rovna 1).

Definicia
Ak R je obor integrity, tak ireducibilné prvky okruhu R[x] nazyvame
ireducibilné polynémy v R|x].
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Ireducibilné polynémy

Tvrdenie

Ak F je pole a f(x) € F[x] je polyném stupna 2 alebo 3, tak
polyném f(x) je ireduciblny v F prave vtedy, ked f(x) nema koreii
v F.
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Ireducibilné polynémy

» V Clx] st ireducibilné polynémy prave polynémy stupiia 1.
» V R[x] maji ireducibilné polynémy stupen 1 alebo 2.
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Ireducibilné polynémy

f(x)=x*+1
Ireducibilny nad Q, nie je ireducibilny nad R, C
X +1=(x*+2x* +1) - 2x?
= (x* +1)? — (V2x)?
= (x> +V2x +1)(x* —V2x +1)

] V34 Vi V3 Vai V34 Vi V- Vi
e () () () ()
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Formalna derivacia

Definicia
Formalna derivacia polynému f(x) = S"1_, axx* je polyném
Df(x) = S_7_; k x apxk~L.

Tvrdenie
Nech F je pole. Pre lubovolné c € F, f(x),g(x) € F[x] plati
D(f(x) + &(x)) = Df(x) + Dg(x)
D(cf(x)) = cDf (x)

(x
D(f(x)g(x)) = Df(x).g(x) + f(x)-Dg(x)
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Derivacia a nasobné korene

Tvrdenie

Nech F je pole, F' O F je jeho nadpole. Nech f(x) € F[x] je
polyném nad polom F. Ak v nadpoli F' existuje ndsobny korerni
polynému f(x), tak polynémy f(x) a Df(x) si sadelitelné, t.j.

st(ged(f(x), D(f(x)))) > 1.
Nech f(x) = g(x)(x — )k, kde k > 1. Potom

Df (x) = Dg(x)(x — ) + k x g(x)(x — c)<~ =
=(x— C)k—l(Dg(x)(X —c)+ k x g(x))
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Taylorov rozvoj

Tvrdenie

Nech F je pole, f(x) = anx" + an_1x""1 +--- 4+ ag € F[x]. Potom

existujii jednoznacne uréené by, by, ..., b, € F také, Ze
f(x)=bn(x—c)"+ -+ bi(x — c) + bo. (2)

Tvrdenie

Ak F je pole charakteristiky oo, tak koeficienty by, . .., b,
z predoslého tvrdenia mozno vyjadrit ako

_ DMf(c)

" nl

kde znak D") znamena, Ze polynom f(x) zderivujeme n-krat.
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