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Kapitola 1
Uvod

Verzia: 14. februara 2024

1.1 Sylaby a literatara

Sylaby predmetu: Zikladné pojmy potrebné k abstraktnému vybudovaniu vektorovych
priestorov (grupy, polia, vektorové priestory). Podpriestory, linedrna zévislost a nezdvislost
vektorov, Steinitzova veta, baza vektorového priestoru. Matice. Linedrne zobrazenia. Kom-
pozicia linedrnych zobrazeni, inverzné matice. RieSenia homogénnych a nehomogénnych sys-
témov linedrnych rovnic. Determinanty, zdkladné vlastnosti a aplikécie.

Literattira: Struktira prednasky je v podstate totozna so sposobom, akym je tato téma
vysvetlend vo vybornej uc¢ebnici [KGGS]. Témy, ktoré budeme preberat na tejto prednéske
(mnohé z nich podstatne podrobnejsie), mdzete nédjst aj v knihe [K]. Pri priprave textu som
pouzil aj knihu [A]. Niektoré cvicenia som vybral z [W].

Dalsia literattira dostupna v slovencine a cestine: [BM| [SGZ]. Z literatiry dostupnej na
internete spomenme [Z1], (Ol [Slol [HJ.

Hviezdickou st oznacené nepovinné casti — nebudil na skuske a pravdepodobne na ne
nezvysi na ne ¢as na prednaske; si tu kvoli tomu, aby ste si ich mohli pozrief, ak vas nieco
z nich zaujme.

1.2 Zakladné oznacdenia

Pre ¢iselné obory budeme pouzivat nasledujice oznacenia:
N =1{0,1,2,...} = mnozina prirodzenych ¢isel (Teda nulu povazujeme za prirodzené ¢islo.)
Z ={0,4+1,+2,...} = mnozina celych ¢isel
Z* =N~ {0} = mnozina kladnych celych ¢isel
Q=racionéalne cisla, R=redlne ¢isla, C=komplexné ¢isla
Rt ={z e R;z > 0}
Ry = {x € R;z >0}
R ={zeR;z <0}
Ry ={z e R;z <0}
Na pripomenutie zo strednej skoly: raciondlne ¢isla su Cisla tvaru g, kde p,q € Z a q # 0.
Inymi slovami povedané, zlomky. Kazdé raciondlne ¢islo sa dé upravit do zdkladného tvaru,
teda do tvaru 57 kde p a ¢ st nestdelitené.
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S komplexnymi ¢islami ste na strednej skole pravdepodobne nie vSetci stretli. Budeme
pouzivat niektoré ich zdkladné vlastnosti (a aj v dalsom Studiu pre vds budd uzitoéné). To
najzakladnejSie o nich je uvedené v dodatku [B] a budeme sa snazif venovat im ¢as aj na
cviceniach.



Kapitola 2

Mnoziny a zobrazenia

Na vysokej skole sa stretnete s trochu inym pristupom k matematike ako doteraz. Pre mo-
dernit matematiku je typicky axiomaticky pristup, ktory spoc¢iva v tom, ze vychadzame z nie-
ktorych pojmov, ktoré nedefinujeme (chdpeme ich ako zékladné, zvykni sa nazyvat primitivne
pojmy). Okrem nich zavedieme niekolko axiém, ktoré hovoria o ich zdkladnych vlastnostiach.
Vsetky dalsie vysledky musia byt odvodené len z tychto axiéom, vSetky dalsie pojmy st defi-
nované len pomocou primitivnych pojmov.

Prvou matematickou knihou, v ktorej sa pouzivali axiomy, boli Euklidove ZékladyE Prie-
kopnikom pouzivania axiomatickej metédy v modernej matematike bol David Hilbert{?|V su-
Casnosti sa za zaklad matematiky, na zaklade ktorého sa daju sformalizovat vsetky studované
discipliny, povazuje teéria mnozin.

Jednym z cielov snahy zachytit matematiku ako celok pomocou axiém (tzv. Hilbertov
program) bola snaha o dékaz bezospornosti matematiky. Dnes je zndme, Ze tento ciel sa
nedd naplnit v takom rozsahu, ako si to predstavoval Hilbert. (Viac sa o tom d4d dozvediet
napriklad v knihe [Z2], ktord vsak vyzaduje aspori zdkladné znalosti z teérie mnozin.) Napriek
tomu mal vSak Hilbertov program obrovsky vplyv na podobu modernej matematiky.

Axiomaticky pristup mé svoje vyhody aj nevyhody. Formalizicia prinasa vyhodu v tom,
7e sa dokazy daju Tahsie skontrolovat (dokonca sa dajd, hoci pomerne pracne, prepisat do
takej podoby, aby boli skontrolovatelné pocitacovym programom). Takisto ak zadefinujeme
nejaky pojem pomocou nejakého systému axiom a z tychto axiom dokazeme nejaké tvrdenia,
vieme, Ze tieto tvrdenia platia pre kazdy matematicky objekt, ktory spliia tieto axiémy. Tento
princip bude v ramci tejto prednasky casto pouzivany.

Za nevyhodu mozno povazovat to, Ze formalizdciou sa mdze do istej miery stratif intuitivne
porozumenie pojmom s ktorymi pracujeme. Preto je ddlezité dbat na obe stranky — nielen
naucit sa pracovat s formalizmom, ktory budeme pouzivat, ale tvrdeniam a dokazom aj
rozumiet.

Zéapis tvrdeni i definicii novych pojmov bude o ¢osi formalnejsi, nez ste boli zvyknuti
doteraz. Hoci matematicky jazyk, ktory sa pouziva v dokazoch, mbze byt pre vas novy a
trochu neobvykly, je velmi ddlezité, aby ste sa ho naucili pouzivat, a este dolezitejsie aby ste
tomuto jazyku a hlavne ddkazom, ktoré budeme robit, aj porozumeli.

IEuklides (3.-2. stor. pr.n.l) bol grécky matematik a geometer. Jeho najvyznamnejsie dielo Zdklady sa
poc¢tom vydani radi na druhé miesto medzi vSetkymi knihami v histérii, hned po Biblii.

2David Hilbert (1862-1943) bol nemecky matematik. Je povazovany za jedného z najvyznamnesich mate-
matikov v svojom obdobi ale aj v celej historii matematiky.
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2.1 Dokazy

7 toho, ¢o sme povedali o axiomatickom pristupe je zrejmé, ze vSetky tvrdenia, ktoré budeme
pouzivat, sa budeme snazit aj dokazat. Preto je uzitoéné povedat si par slov o dokazoch.
Velmi dobry tivodny text o tejto problematike je [KGGS, Kapitola 1.1]. Knihy [L] a [HS] st
venované réoznym postupom pouzivanym pri dokazoch matematickych tvrdeni, mozete tam
ndjst (okrem iného) aj samostatnd kapitolu venovant matematickej indukcii.

Este prv ako sa za¢neme venovat formalnej stranke dékazov, mohli by sme sa zamysliet
nad tym, naco vlastne dokazujeme. Dbkaz poskytuje overenie spravnosti tvrdenia — hoci sa
vam niektoré tvrdenia mézu zdatf intuitivne zrejmé, az podrobny dokaz ndam d& istotu, ze
je skutocne spravne. Pre Cloveka, ktory sa venuje matematike, je teda prirodzend potreba
vidiet aj dokaz vysloveného tvrdenia. Povazoval by som za tspech tejto prednasky, keby
na konci semestra boli pre vas matematické dokazy vacsmi prostriedkom na overenie, ¢i
plati matematicka veta, ktora vas zaujima, nez nutnym zlom, ktoré musite zvladnut kvoli
uspesnému absolvovaniu skusky.

2.1.1 Zakladné typy dokazov

Hoci spbsob, ako dokazovat matematické tvrdenia, sa najlepsie nauc¢ite na konkrétnych prikla-
doch, predsa len na tomto mieste zhrnieme terminolégiu a ukazeme si na velmi jednoduchych
prikladoch niektoré zakladné typy dokazov.

Najjednoduchsim typom dokazu je priamy dokaz. Jednoducho postupujeme z predpokla-
dov tvrdenia, az kym sa ndm nepodari dostat dokazovany vyrok. Vysktsajme si to na priklade
nasledujiceho tvrdenia.

Tvrdenie 2.1.1. Nech n je celé &islo. Potom zvysok ¢isla n? po delent 4 je 0 alebo 1. Pritom
ak n je pdrne, tak n? je delitelné 4 a ak n je nepdrne tak n® md zvysok 1.

Dékaz. Su 2 moznosti. Bud n je parne, alebo n je nepérne.

Ak n je parne, tak n = 2k (pre nejaké celé éislo k) a n? = 4k?, éize n
deleni 4.

Ak n je nepérne, tak n = 2k + 1, ¢ize n? = 4k? + 4k + 1 = 4(k? + k) + 1 m4 zvysok 1 po
deleni 4. O

2 m4 zvysok 0 po

Iny typ doékazu je dokaz sporom. Pri tomto type ddkazu zactneme s predpokladom, ze
dokazované tvrdenie neplati. Ak sa ndm z tohoto tvrdenia podari odvodit nieco, ¢o urcite
platit nemdze, musi byt predpoklad o neplatnosti dokazovaného tvrdenia chybny — a tym
sme tvrdenie vlastne dokazali.

Tvrdenie 2.1.2. Ak pre celé ¢isla a, b, ¢ plati rovnost a® + b> = 2, tak aspori jedno z cisel
a, b je parne.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, ze by a aj b boli neparne. Potom podla tvrdenia|2.1.1|maja
a? aj b? zvysok 1 po deleni 4. Ich siicet ¢ = a? 4+ b?> ma potom zvysok 2. Podla tvrdenia
su vsak druha mocnina méze mat ako zvySok po deleni 4 iba ¢islo 0 alebo 1 — dostali sme
spor. O

Nepriamy dokaz sa dost podoba na dokaz sporom. Vacsina tvrdeni, ktoré dokazujeme
maja tvar implikacie: snazime sa dokazat, ze ak platia predpoklady P, tak plati aj zaver
7. Nepriamy dokaz spoéiva v tom, Ze namiesto toho dokazujeme: Ak neplati zéver Z, tak
neplati ani predpoklad P. (Skuste si rozmysliet, preco je to to isté ako dokazovat pdvodni
implikdciu. K implikdciam aj k principu nepriameho dokazu sa eSte vratime v Casti 2.1.4]
venovane] tautolégidm.)
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Tvrdenie 2.1.3. Nech n je prirodzené cislo. Ak n? je delitelné styrmi, tak n je pdrne.

Dékaz. Nepriamo. Nech n je neparne, teda mé tvar n = 2k + 1. Potom n? = (2k + 1)? =
4k% + 4k + 1 = 4(k* + k) + 1 ma zvysok 1 po deleni Styrmi, ¢ize nie je delitelné styrmi. [

Vsimnite si, ze v predchddzajicom tvrdeni sme namiesto vyroku z tvrdenia dokazovali:
Ak n nie je parne, tak n? nie je delitelné styrmi.

2.1.2 Matematicka indukcia

Casto pouzivany, a preto aj dost ddlezity sposob dokazu, je dokaz pomocou matematickej
indukcie. Povedzme si teda o nom par slov a ilustrujeme si ho na niekolkych prikladoch.
(S matematickou indukciou ste sa uz stretli na strednej skole, tato podkapitolka slazi len na
pripomenutie.)

Dokaz matematickou indukciou spoéiva v tom, Ze ak chceme dokdzat nejaky vyrok V(n)
pre vsetky prirodzené cisla n € N, dokdzeme ho najprv pre n = 0 a dalej dokdzeme, ze
ak plati V' (n), tak tento vyrok plati pre nasledujice ¢islo, teda plati V(n + 1). (Toto treba
dokézat pre vSetky prirodzené ¢isla n.)

Doékaz, ze z V (n) vyplyva V(n+1) nazyvame indukcny krok a vyrok V(n) pouzity v tomto
kroku sa vola indukcény predpoklad.

Dokazovany vyrok moéze obsahovat viacero premennych, preto pri dokaze matematickou
indukciou vzdy treba uviest, vzhladom na ktort premennu sa indukcia robi.

Niekedy sa induk¢ného kroku v tvare V(n) = V(n+1) (z V(n) vyplyva V(n+1)) pouziva
tvar V(n — 1) = V(n) (z V(n — 1) vyplyva V(n)). Oba pristupy sd rovnocenné, v druhom
pripade samozrejme dokazujeme indukény krok len pre n > 1. (Pre n = 0 by ani nedéval
zmysel, lebo V(—1) vobec nemus{ byt zadefinované.) My budeme pouzivat prvy z tychto
dvoch pristupov.

Niekedy (ked vyrok dokazujeme pre vsetky ¢isla pocniic od nejakého daného ¢isla ny)
nerobime prvy krok indukcie pre n = 0 ale pre n = ng. Aj v indukénom kroku potom
mozeme pouzit predpoklad n > ng namiesto n > 0.

Priklad 2.1.4. Uvazujme geometrickti postupnost uréeni predpisom ag =1 a a,11 = 2ay,.
(Teda cleny tejto postupnosti st ag = 1,a1 = 2,a2 = 4,...,a, = 2",...) Dokdzeme, Ze pre
stucet prvych n + 1 ¢lenov tejto postupnosti plati

L2442 =) 2k =" .
k=0

Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na n.
1° Pre n = 0 dostaneme rovnost 2° = 2! — 1, teda tvrdenie plati.
2° Indukény krok. Predpokladajme, ze rovnost plati pre n. Potom pre n 4+ 1 dostaneme

1424420427 = (1424 pom)pontl Eontl g ontl _gontl g _gn+2_q

¢o mobzeme strucnejsie zapisat ako

n+1 n
Dok =gt N ok Egntl gntl g —ggntl g =9t
k=0 k=0

Indukény predpoklad sme pouzili na mieste oznacenom IP.

Takmer rovnakym spdsobom by ste mohli odvodit vzorec pre siucet prvych n + 1 cle-
nov lubovolnej geometrickej postupnosti. (Teda ag bude Iubovolné a aj dvojku nahradime
Tubovolnym kvocientom ¢ # 1.) Vyskusajte si to!
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Poznamka 2.1.5. Okrem dokazov sa matematicka indukcia pouziva aj pri definiciach. Ak
chceme zadefinovat nejaky matematicky objekt pre Iubovolné prirodzené ¢islo n, mézeme
postupovat tak, ze ho zadefinujeme pre n = 0 a dalej zavedieme (n + 1)-vy objekt pomocou
n-tého. V takomto pripade hovorime o definicii matematickou indukciou.

Definiciu matematickou indukciou sme uz pouzili v predchadzajicom priklade — postup-
nost (a,) bola urCend tym, ze ag =1 a apy1 = 2a,.

Velmi dolezitym variantom matematickej indukcie je uplnd indukcia. V tomto pripade
v indukénom kroku dokazujeme platnost nového tvrdenia nie pomocou platnosti pre pred-
chadzajice ¢islo, ale v dékaze vyuzijeme platnost tvrdenia pre vSetky (pripadne viaceré)
mensSie c¢isla.

Zatial ¢o indukény krok matematickej indukcie sme mohli schematicky zapisat ako

Vin)=Vn+1)
pri tplnej indukcii v indukénom kroku dokazujeme
V(0),V(1),V(2),...,V(n) = V(n+1);

inak povedané, treba dokazat ze ak vyrok V (k) plati pre vSetky k < n, tak plati aj pre ¢islo
n. (Samozrejme, aj tu by sme mohli iplne rovnocenne pouzit indukény krok kde by sme
dokazovali V' (n) z platnosti dokazovaného vyroku pre k = 0,1,...,n — 1. Niekedy budeme
pouzivat Uplni indukciu aj v takejto podobe.) Aj tu plati, Ze indukciu mézeme zacat aj od
iného prvku namiesto nuly.

Priklad 2.1.6. Uvazujme postupnost uréend predpisom ag =1 a apy1 = ap+a1+---+a, =
n

> ag. (VSimnite si, Ze sme tito postupnost definovali pomocou tplnej indukcie — definicia

k=0

(n + 1)-vého prvku vyuziva vSetky mensie prvky.) DokéZeme tplnou indukciou vzhladom na
n, 7e pre n > 1 plati a,, = 271

1° Pre n = 0 mame a; = 1 = 2'~!, teda v tomto pripade dokazovana rovnost plati.

2° Indukény krok: Predpokladajme, ze ap = 2% pre k =0,1,...,n. Potom

n n n n—1
1= ap=ag+ > a1+ 2 P13 @y oo
k=0 k=1 k=1 =0

(V rovnosti (1) sme zaviedli novi sumacni premennd j = k — 1 a v rovnosti (2) sme vyuzili
vysledok dokazany v priklade )
Poznamka 2.1.7. Urcite ste si vsimli, ze v prikladoch dokazov matematickou indukciou sme
n
pouzivali zapisy typu Y. ar = a1 +...+ a,. (Pokial nie ste na pouzivanie znaku Y zvyknuti
k=1
zo stednej skoly, vo vysokoskolskej matematike sa s nim budete stretdvat velmi casto, takze
si nan treba ¢im skor zvyknit.) ZjednodusSene sa dé povedat, Ze ak sa pri Gprave vyrazov
vystkytne vyraz obsahujuci tri bodky (...), v skuto¢nosti je za touto ipravou skryty dékaz

matematickou indukciou. (VaéSinou natolko jednoduchy, 7ze dokaz spravnosti tejto dpravy
samostatne nedokazujeme.)

2.1.3 Drobné rady ako dokazovat

Hoci nasledujtica rada na prvy pohlad znie velmi naivne, pri hladani dokazu nejakého tvrdenia
je uzito¢né uvedomit si, co vsetko mame zadané a ¢o potrebujeme dokazat. Pri jednoduchsich
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dokazoch sa casto stane, ze ked si poriadne zapiseme vlastnost, ktori chceme dokazat a
takisto vsetky predpoklady, takmer okamzite zbadame, ako postupovat. Samozrejme, aj pri
zlozitejsich dokazoch je velmi dobre nestracat zo zretela aké predpoklady moézeme pouzit a
k ¢omu vlastne chceme dospiet.

Niekedy méze byt uzitocné aj hladanie protiprikladu, pripadne overenie tvrdenia na kon-
krétnych prikladoch. Méze sa stat, ze si uvedomite, preco sa vam kontrapriklad nedari zostro-
jit alebo pri overovani, ¢i tvrdenie plati pre konkrétny priklad pridete na nejakt zakonitost,
ktord vam nakoniec pomdze dané tvrdenie dokézat.

Dalsia rada je, 7e ob¢as nie je zlé uvedomit si, ¢ ste skutoéne v dokaze pouzili vietky
predpoklady. Tvrdenia a tlohy v ucebniciach byvaji casto formulované tak, ze tam nie sa
uvedené ziadne zbytocné predpoklady navysSe. Preto dokaz, kde ste nepouzili vsetky pred-
poklady, je trochu podozrivy a treba ho skontrolovat. (Aj ked sa samozrejme moze stat, ze
zékerny autor dlohy ¢ skuiSajiici mohol pridat nejaké predpoklady navyse.)

2.1.4 Vyroky, logické spojky, tautologie

Toto je dalSia téma, ktort by ste mali ovladat uz zo strednej skoly — napriek tomu vsak
pripomenieme niektoré zakladné fakty.

Definicia 2.1.8. Negdciou vyroku P rozumieme vyrok ,neplati P“. Oznacujeme ju —P.
Pre dva vyroky P a @ nazyvame ich konjunkciou vyrok ,P a Q¢, oznacujeme P A Q.
Disjunkcia je vyrok ,P alebo Q*, oznacujeme PV Q.

Pod implikdciou rozumieme vyrok ,ak plati P, tak plati Q“, oznac¢ujeme P = Q.
Ekvivalencia vyrokov P a @ je vyrok , P plati prave vtedy, ked plati Q“, oznacujeme
P < Q.

Tieto definicie logickych spojok st zhrnuté v nasledujicich pravdivostnych tabulkach

P[QIPAQ]| [P[Q[PVQ]| [P]Q[P=0Q]| [P]Q| P

—P 11 1 11 1 11 1 11 1

1] 0 10| o0 1[0 1 110 0 1[0 0
0] 1 01 0 01 1 0] 1 1 0] 1 0
0[]0 o0 0[]0 o 00 1 0]o0 1

Tautolégie mozeme overovat jednoducho metédou, ktorti poznate zo strednej skoly.

Priklad 2.1.9. Overme napriklad tautolégiu P V (=P) (princip vylicenia tretieho).

P|-P|PV-P
1 0 1
0 1 1

Ako dalsi priklad si ukdzeme overenie jedného z de Morganovych pravidiel.

Priklad 2.1.10. De Morganove pravidld sa pravidla ako negovat konjunkciu a disjunkciu.

~(PAQ) & -PV-Q
~(PVQ) & -PA-Q

Samozrejme, pretoze teraz vo vyroku vystupuje viacero premennych, budeme potrebovat
viac riadkov tabulky na to, aby sme vycerpali vSetky moznosti.

3Na oznacovanie pravdivosti a nepravdivosti budeme v tabulke pouzivat symboly 1 a 0. Niekedy sa zvykni
pouzivat aj T a F, ako skratky pre anglické true a false.
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KAPITOLA 2. MNOZINY A ZOBRAZENIA 11

P|Q|PVQ|-(PVQ)| PA-Q | ~(PVQ)< (-PA-Q)
1|1 1 0 0 1
110 1 0 0 1
011 1 0 0 1
010 0 1 1 1

Niekedy si mozeme pri overovani platnosti tautologie pouzit aj jednoduchsi postup. V pred-
chadzajicom priklade sme napriklad mohli na zéklade symetrie overovat o jeden riadok menej.
Intt moznost zjednodusenia ilustruje nasledujuci priklad.

Priklad 2.1.11. DokéZeme tautolégiu (P = Q) < (-Q = —P). (Tato tautolégia stvisi
s principom nepriameho dokazu. Implikacia —Q = =P sa zvykne nazyvat obmena implikdcie
P=qQ)

Aby sme dokézali ekvivalenciu dvoch vyrokov, stac¢i ukazat, ze vyrok na lavej strane je
nepravdivy prave v tych pripadoch, kedy je nepravdivy vyrok na pravej strane.

Implikacia je nepravdiva jedine v pripade, ze lavy vyrok je pravdivy a pravy je nepravdivy
(pripad 1 = 0). Teda vyrok P = @ je nepravdivy préve vtedy, ked P = 1 a @ = 0. Podobne,
aby bol vyrok =@ = —P nepravdivy, musi byt =Q) =1 a =P = 0, ¢o je presne ten isty pripad
P =1a@ = 0. Vidime, ze obe strany ekvivalencie maju vzdy ta isti pravdivostnt hodnotu.

(Tento sposob overenia tautoldgie sa az tak velmi nelisi od tabulkovej metédy — vlastne
sme si len rozmysleli, v ktorych riadkoch tabulky sa na oboch stranach uvedenej ekvivalencie
vyskytne 0 — zd4 sa mi byt blizsi ku sposobu, ako prirodzene uvazujeme o vyrokoch.)

V cviceni najdete viacero tautologii. Je dobré si uvedomit ako suvisia tautolégie
s niektorymi typmi dokazov. Tautolégia z prikladu [2.1.11] je presne princip nepriameho do-
kazu, ktory sme uz spominali. Tautologiu z cvicenia Eb) budeme tiez ¢asto pouzivat pri
dokazovani — namiesto vyroku tvaru P < @) dokazeme zvlast jednotlivé implikicie P = @ a
Q= P.

2.1.5 Negacia vyrokov s kvantifikatormi

Okrem logickych spojok budeme na zapis tvrdeni pouzivat aj kvantifikdtory. Budeme pouzivat
vBeobecny (univerzalny) kvantifikdtor

(Vx € A)P(x)
vo vyzname ,pre kazdy prvok x mnoziny A plati P(z)“ a existenény kvanfitifkétor

3z € A)P(z),
ktory znamend ,existuje prvok x mnoziny A, pre ktory plati P(x)“. (Tu P(x) predstavuje
vyrokovi funkciu — vyrok, v ktorom vystupuje ,premennd® x.)

Velmi dolezité budi nasledovné pravidld pre negéciu vyrokov s kvantifikdtormi.

S[(Ve)P(@)] & (Fz)(-P(2),
S[E)P@)] e (Vo)(=P(@).

(Teda existenény kvantifikitor sa meni na vSeobecny a obratene a vyrok pod kvantifikdtorom
sa zneguje.)
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12 Mnoziny a zobrazenia

Cvicenia

Uloha 2.1.1. Dokéite, 7e nasledujice vyroky si tautolégie:

a) (~PVQ) & (P=Q)

b) (P& Q) & [(P = Q)N (Q= P)
¢) 2(PAQ) & (P V=Q)

d) (PAQ) = R) & (P = (Q = R))

2.2 Mnoziny a zobrazenia

2.2.1 Mnoziny

Uz sme spomenuli, ze zdkladnym stavebnym kamernom stcasnej matematiky je teéria mnozin.
Viac sa o nej dozviete v 4. ro¢niku (vid. tiez [SS]). V tejto prednaske tiplne vystacime so
zédkladnymi predstavami o mnozindch. (Takyto intuitivny pristup k tedrii mnozin sa zvykne
nazyvat naivna tedria mnozin — na rozdiel od axiomatickej teérie mnozin, ktorad systematicky
definuje pojem mnoziny pomocou niekolkych zdkladnych axiém.) NavySe, vSetky mnoziny,
s ktorymi sa budeme stretdvat budi mnozina komplexnych ¢éisel a rozne jej podmnoziny (ako
napriklad R, Z, N). Tieto mnoziny poznate zo strednej skoly a mali by ste o nich mat dobri
intuitivnu predstavu, takze si az tak velmi nemusime robit starosti s tym, zZe si celkom presne
nevysvetlim, ¢o sa rozumie pod pojmom mnozina.

Pre nase ucely stac¢i mnozinu chapat ako sihrn nejakych prvkov. Pricom prvky budid naj-
Castejsie ¢isla, niekedy aj mnoziny alebo zobrazenia. A takisto sa budeme stretavat s mnozi-
nami, ktoré sa daji z mnozin ¢isel vytvorit pomocou mnozinovych operacii ako st napriklad
zjednotenie alebo karteziansky sucin.

Kazdé mnozina je urcend svojimi prvkami. Inak povedané, dve mnoziny sa rovnaju, ak
maju rovnaké prvky.

Definicia 2.2.1. Vztah byt prvok mnoziny zapisujeme ako x € A, ¢itame ,x patri A.“
Hovorime, Zze mnoziny A a B sa rovnaji (ozna¢ujeme A = B), ak plat{

(x € A) &= (x € B)

pre Iubovolny prvok x.
MnoZiny, ktord nem4 nijaké prvky nazyvame prdzdna mnoZina a oznacujeme §.

To znamend, Ze pre nijaké x neplati x € 0.
Dalej pripomenieme niektoré zakladné vztahy a operdcie s mnozinami. (Opét ide o opa-
kovanie — pravdepodobne ste o nich uz poculi.)

Definicia 2.2.2. Hovorime, Ze A je podmnoZinou B, ak kazdy prvok mnoziny A patri aj do
B, oznac¢ujeme A C B. Inak povedané, A C B ak pre kazdé x plati

(xe A = (x € B).
Vztah mnozin A a B, pre ktoré plati A C B sa tiez zvykne nazyvat inklizia.
Inkltziu budeme casto pouzivat pri dokaze rovnosti nejakych mnozin. Plati totiz
A=B & (ACB)A(BCA).
(Vyplyva to z tautolégie uvedenej v cviéeni) Y éasti Ak totiz za vyroky vystupujice

v tejto tautolégii dosadime x € A a x € B, tak dostaneme, Ze tvrdenie (x € A) & (x € B),

12



KAPITOLA 2. MNOZINY A ZOBRAZENIA 13

¢o je presne rovnost mnozin A a B, je ekvivalentné s tvrdenim [(x € A) = (z € B)]A[(z €
B) = (z € A)], ¢o modzeme skritene zapisat (A C B) A (B C A).)

Pripomenieme si teraz niekolko sposobov, ako mdzeme z danych mnozin vytvarat nové
mnoziny.

Casto budeme definovat mnoziny zépisom tvaru

{z € A P(2)},

ktory znamend mnozinu vSetkych tych prvkov z A, pre ktoré plati vyrok P(x). (Pricom A
je nejakd vopred dand mnozina.) Napriklad z mnoziny prirodzenych ¢isel N mozeme vybrat
parne ¢isla E = {n € N;n je delitelné ¢islom 2}.

Zo strednej skoly poznate zakladné operacie s mnozinami — prienik, zjednotenie a rozdiel
mnozin — pripomenme si vSak ich definicie. Pouzijeme pri nich prave typ zapisu, ktory sme
pred chvilou spominali.

Definicia 2.2.3. Zjednotenie dvoch mnozin A a B je mnozina

AUB = {x;x € AVz € B}.

Prienik dvoch mnozin A a B je mnozina

ANB={x € A;x € B}.

Rozdiel dvoch mnozin A a B je mnozina

ANB={x€ A;xz ¢ B}

Operécie s mnozinami zndzortiujeme pomocou Vennovyjch diagramouv (obr. [2.1).

AUB

Obr. 2.1: Operécie s mnozinami

Kedze mnoziny ¢asto definujeme pomocou nejakého vyroku, ktory maji spliat vietky
prvky mmnoziny, daji sa operdcie s mnozinami chapat aj ako iny sposob vyjadrovania o vy-
rokoch. Aj identity s mnozinami mézeme overovat tak, ze pracujeme s vyrokmi typu x € A.
Iny spdsob je pouzit Vennove diagramy — v tom pripade je potrebné nakreslit si mnoziny
vo vSeobecnej (alebo tiez generickej polohe) — tak, aby sme na diagrame mali body pre kazda
mozni kombindciu pravdivostnych hodnot vyrokov z € A, x € B atd.

Casto budeme pouzivat aj zjednotenie a prienik nekoneéného poctu mnozin. Ak {A;;4 € I}
je nejaky systém mnozin (oindexovany prvkami mnoziny I), tak pouzivame oznacenia

4 = {23 € D e A}
iel

i€l
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14 Mnoziny a zobrazenia

Obr. 2.2: Genericka poloha

(Pri prieniku navyse pozadujeme, aby I # 0; prienik prazdneho systému mnoZin nedefinu-

oo
jeme.) V pripade, Ze indexovd mnozina je I = {1,2,...}, budeme pouzivat oznacenie |J A,
n=1

o0
resp. [\ Ap.
n=1
Bude pre nas dolezité este jedna operacia s mnozinami — kartezidnsky sacin.

Definicia 2.2.4. Ak A, B st mnoziny, tak ich kartezidansky siucin je mnozina vSetkych
usporiadanych dvojic (a,b) takych, ze a € A a b € B. Oznacujeme ho

Ax B={(a,b);a € A, b€ B}.

Hoci pojem usporiadand dvojica sme nedefinovali, malo by byt intuitivne jasné, ¢o sa nim
mysli. Slovicko usporiadand je v nézve preto, ze zalezi na poradi. Usporiadant dvojicu prvkov
a a b budeme oznacovat (a,b).

Napriklad

{0,1} x{0,1} = {(0,0), (0, 1), (1,0), (1, 1)}

a dvojice (0,1) a (1,0) povazujeme za rozne. (Oproti tomu, mnoziny {0,1} a {1,0} st rovnaké
— pretoze pri mnozindch zélez{ len na tom, ktoré prvky tam patria.)

2.2.2 Zobrazenia

Pod zobrazenim z mnoziny X do mnoziny Y rozumieme akykolvek predpis, ktory kazdému
prvku mnoziny X priradi jediny prvok mnoziny Y. Formalne mo6zeme zobrazenie zadefinovat
nasledovne:

Definicia 2.2.5. Zobrazenie f: X — Y 2z mnoziny X do mnoziny Y je podmnozina f
mnoziny X X Y takd, ze ku kazdému =z € X existuje prave jedno y € Y s vlastnostou
(z,y) € f.

Mnozinu X budeme tiez nazyvat definicny obor zobrazenia f a mnozina Y je obor hodndt
zobrazenia f.

Namiesto zépisu (z,y) € f budeme pouzivat zapis y = f(x).

Podmienka, ze ku kazdému = € X existuje prave jedno y € Y, je presne formalizaciou
toho, ¢o chdpeme pod priradenim (jediného) prvku y = f(z) kazdému prvku z € X.

Poznamenajme, Ze (podobne ako pri mnohych dalsich oznaceniach) pri pouziti inej li-
teratury je Casto nutné skontrolovat, ¢i sa zhoduji pouzité definicie. (V pripadoch, ked sa
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KAPITOLA 2. MNOZINY A ZOBRAZENIA 15

budeme hovorif o pojmoch a oznaceniach, ktoré sa casto zvykni v matematickej literattre
ligit, na to vzdy upozornime.)

V tomto pripade je vhodné spomentt, ze [KGGS| pouZiva namiesto y = f(z) zapisy = « f.
(V suvislosti so zobrazeniami sa v [KGGS| vyskytuju aj dalsie odlisnosti, ku ktorym sa o chvilu
dostaneme.)

Priklad 2.2.6. Uvedieme niekolko prikladov zobrazeni.
fll N—)N, fl(n) =2n+1
fg: N — N, fg(n) =2n

n+1, akn je parne
fglN—)N, f3(n): . .
n—1, akn je neparne

h: R — R, h(x) = 22

Definicia 2.2.7. Hovorime, Ze dve zobrazenia f: X — Y ag: Z — W sa rovnaji, ak X = Z,
Y =W a f(x) = g(z) pre kazdé = € X. (Inymi slovami, ak sa rovnaji ich defini¢né obory,
obory hodndt a obe zobrazenia nadobidaji v kazdom bode rovnaki hodnotu.) Rovnost
zobrazeni oznacujeme f = g.

Priklad 2.2.8. Dve zobrazenia sa mozu rovnat aj ked st zapisané inym zapisom. Napriklad
zobrazenia k,l: R — R uréené predpismi k(x) = sin® x + cos? z a I(z) = 1 sa rovnaji.

O celkom zaujimavom vyvoji pojmu zobrazenia v histérii teérie mnozin sa viac mozete
dozvediet napriklad v tivodnej kapitole knihy [BS].

V tejto kapitole este zavedieme dalsie dolezité pojmy, ako su skladanie zobrazeni, bijek-
tivne, injektivne a surjektivne zobrazenia.

Definicia 2.2.9 (Skladanie zobrazeni). Ak f: X — Y, ¢g: Y — Z st zobrazenia, tak zloZenim
zobrazeni f a g nazyvame zobrazenie go f: X — Z také, ze pre kazdé x € X plati

go f(x) = g(f(x)).

Zobrazenia mozeme skladat iba vtedy, ked obor hodno6t prvého zobrazenia je rovnaky ako
defini¢ny obor druhého zobrazenia.

A gof c
N
B

Ak si predstavime zobrazenia ako §ipku smerujticu od x ku f(z), tak skladanie zobrazeni
znamend, Ze z x prejdeme najprv po Sipke f a potom po sipke g, ¢ize sa dostaneme do g(f(x)).
Tato predstava o skladani zobrazeni je znazornena na obrazku

Napriklad pre funkcie g a h z prikladu dostaneme hog(z) = sin? z a goh(zr) = sin x2.
Vidime, ze pre zobrazenia g, h: A — A vo vSeobecnosti neplati goh =hog.

POZOR!!! V niektorej literature (napriklad v [KGGS]) nédjdete skladanie zobrazeni defi-
nované v opac¢nom poradi (t.j. go f(z) = f(g(x))), my ho budeme pouzivat tak, ako sme ho
zaviedli v definicii m (Na prvy pohlad vyzerd zapis go f(z) = f(g(x)) nelogicky; moZeme
ho chépat tak, ze piSeme zobrazenia v takom poradi, ako sa skladaji. Ak by ste sa pozreli
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16 Mnoziny a zobrazenia

zo — og(f(x))

Obr. 2.3: Skladanie zobrazeni

do [KGGS], zistili by ste, Ze namiesto f(x) pouzivajd autori zapis x f. Pri takomto oznacéeni
je skutocne logickejsi zapis z(go f) = (xg)f)lﬂ
Teraz dokdzeme velmi dolezitt vlastnost skladania zobrazeni.

Tvrdenie 2.2.10 (Asociativnost skladania zobrazeni). Nech f: X =Y, g: Y - Z, h: Z —
W si zobrazenia, potom

(hog)of=ho(gof).

Dokaz. Obe zobrazenia, ktoré porovnavame, si zobrazenia z mnoziny X do mnoziny W.
Maju teda rovnaké definiéné obory i obory hodnot.

Zostava nam teda overit, ¢i nadobudaji rovnaké hodnoty. To zistime jednoduchym vy-
poctom:

((hog)o f)(x) = (heog)(f(x)) =
(ho(go f))(x) =h((ge f)(x))

I

>
—~
=
=

8
~—
~—
~

O

V dalsich castiach tejto prednasky budu dost dolezité typy zobrazeni, ktoré teraz zadefi-
nujeme.

Definicia 2.2.11. Nech f: X — Y je zobrazenie. Hovorime, Ze f je injektivne (prosté)
zobrazenie (alebo tiez injekcia), ak pre vSetky x,y € X také, ze x # y plati f(z) # f(y).
Hovorime, ze f je surjekcia (surjektivne zobrazenie, zobrazenie na), ak pre kazdé y € Y
existuje také, x € X, 7Ze f(x) =y.
Hovorime, Ze f je bijekcia (bijektivne zobrazenie), ak f je stiCasne injekcia aj surjekcia.

Ekvivalentna definicia injekcie by bola, ak by sme namiesto

v#y = f(z) # f(y)

uvazovali podmienku
f@)=[fly) =z=y.

(Lebo vyroky P = @Q a =@ = —P st ekvivalentné, pozri priklad [2.1.11})
Definiciu surjektivneho zobrazenia by sme mohli preformulovat tak, ze kazd4 hodnota y
z oboru hodn6t Y sa nadobuda v aspon jednom bode defini¢ného oboru.

4Pravdepodobne si budete musiet zvyknit na to, Ze na roznych prednaskach sa stretnete s rozliénymi
sposobmi oznacenia; napriklad pri skladani zobrazeni ale aj pri dalsich inych veciach. Ja som zvolil pouzivanie
poradia skladania tak, aby bolo rovnaké s definiciou skladania zobrazeni, ktori pouzivate na prednaske
z matematickej analyzy v prvom roc¢niku — teda aby ste nemali problém s pouzivanim 2 rozli¢nych oznaceni
pocas toho istého roc¢nika.
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KAPITOLA 2. MNOZINY A ZOBRAZENIA 17

7Z grafu zobrazenia f: R — R mézeme jednoducho vyc¢itat, ¢i ide o injekciu alebo surjekciu.
Staci sa pozriet na vodorovné priamky — rovnobezné s osou x. Zobrazenie je injektivne,
ak kazda takdto priamka pretina graf funkcie najviac raz (pozri Obr. . Zobrazenie je
surjektivne, ak kazda takato priamka pretina graf funkcie aspon raz. Zobrazenie je bijektivne,
ak kazda takato priamka pretina graf funkcie prave raz.

[(x1) = f(x2)

T1 i)

f(z) =sinz

Obr. 2.4: Ak vodorovna priamka pretne graf v 2 bodoch, zobrazenie nie je injektivne

Priklad 2.2.12. Zobrazenie f(z) = sinz, f: R — R nie je ani surjektivne ani injektivne.
(Napriklad f(0) = f(7) = f(27) = 0, preto f nie je injektivne. Hodnota 2 € R sa nenadobtida
v ziadnom bode.)

Ak v8ak zmenime obor hodnot g(x) = sinz, g: R — (—1,1), dostaneme uZz surjektivne
zobrazenie.

Zobrazenie h(z) = \/x, h: (0,00) — R je injektivne. Opét, ak by sme zmenili obor hodnét,
dostaneme surjektivne zobrazenie j(x) = v/z, j: (0,00) — (0,00). Zobrazenie j je bijekcia
(je injektivne aj surjektivne.)

Inym prikladom bijektivneho zobrazenia je k: (=3, 3) — R, k(z) = tgx.

Opét si mbézeme pomoct predstavou zobrazeni ako $ipok. Zobrazenie je injekcia, ak ne-
nastane situdcia zndzornend na lavom obrazku v ked sa viaceré sipky stretnt v jednom
bode. O surjekciu ide vtedy, ak do kazdého bodu ide aspon jedna sipka, ¢ize nenastane situ-
acia zndzornend na prostrednom obrazku. V pripade bijekcie ide z kazdého prvku x jedina
Sipka do jediného bodu y, teda bijekcia urcuje jedno-jednoznac¢né priradenie medzi prvkami.

X Y X Y X Y

Obr. 2.5: Tlustréacia injekcie, surjekcie a bijekcie

Tvrdenie 2.2.13. ZloZenie dvoch injekcii je injekcia, zloZenie dvoch surjekcii je surjekcia,
zloZenie dvoch bijekcii je bijekcia.
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18 Mnoziny a zobrazenia

Dokaz. Dané zobrazenia oznacme f: X =Y, g: Y — Z.
Najprv predpokladajme, ze f aj g su injekcie. Nech dalej z,y € X maju ta vlastnost, ze

(go f)x) = (g0 f)y)

Tuato rovnost mézeme prepisat ako

Opét pouzitim definicie injekcie, ale tentokrat pre zobrazenie f, dostaneme

T =y.

Dokézali sme implikdciu (go f)(z) = (go f)(y) = = =y, teda g o f je skutocne injekcia.

Teraz nech f aj g su surjekcie. Mame dokézat, ze ku kazdému z € Z existuje zp € X
také, ze g(f(xzo)) = 2. Z toho, Ze g je surjekcia, vieme, Ze existuje yo € Y také, ze g(yo) = z.
Podobne (pretoze f je surjekcia), k tomuto yo vieme najst zo také, ze f(z¢) = yo. Spojenim
tychto dvoch rovnosti ale dostaneme

g(f(x0)) = 9(y0) = 2,

teda sme skutoc¢ne nasli xg, ktoré sa zobrazenim g o f zobrazi na z.
Poslednd ¢ast tvrdenia (ktora hovori o skladani bijekcif) lahko vyplyva z prvych dvoch
Casti. O

Ak cheete lepsie porozumiet predchddzajicemu ddkazu (alebo sa pokisate dokédzat si toto
tvrdenie samostatne), opat moéze byt uzitocné pomdct si kreslenim sipok.

Definicia 2.2.14. Zobrazenie idx: X — X také, ze idx (z) = = pre kazdé x € X sa nazyva
identické zobrazenie (identita).

Vsimnime si, ze pre fubovolné zobrazenie f: X — Y plati
foidx =f a idy o f = f.
Definicia 2.2.15. Nech f: X - Y a g: Y — X st zobrazenia. Ak plati
gof=idx
fog=idy
tak hovorime, ze zobrazenie g je inverzné zobrazenie k f. Inverzné zobrazenie k zobrazeniu
f oznacujeme f1.

Ak k nejakému zobrazeniu existuje inverzné zobrazenie, tak takéto zobrazenie je jediné
(ﬁloha. Vdaka tejto jednoznacnosti ma zmysel zaviest oznacenie pre inverzné zobrazenie
— znak f~! skutoéne oznacuje len jediné konkrétne zobrazenie.

Vztahy definujice inverzné zobrazenie mozeme ekvivalentne prepisat aj tak, ze pre kazdé
x € X a pre kazdé y € Y plati

T f@) ==
fU W) =

3
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KAPITOLA 2. MNOZINY A ZOBRAZENIA 19

Obr. 2.6: Inverzné zobrazenie

V zmysle nasej intuicie o zobrazeni ako systéme sipok vychadzajuicich z kazdého prvku z,
zodpovedd inverzné zobrazenie Sipkam iddcim opaénym smerom (obr. .

Aby takéto zobrazenie existovalo, do kazdého prvku y musi {st aspon jedna Sipka (aby
sme sa mali kam vréitit) a do ziadneho prvku y nesmie {st viac ako jedna Sipka (aby sme
dostali zobrazenie, t.j. len jediny prvok, do ktorého sa vraciame.) Tento fakt je sformulovany
v nasledujicom tvrdeni.

Tvrdenie 2.2.16. Inverzné zobrazenie k f existuje prdave vtedy, ked f je bijekcia.

Dokaz. Predpokladajme, ze existuje inverzné zobrazenie k zobrazeniu f: X — Y, ozna¢me
ho g. Z definicie inverzného zobrazenia dostaneme

f(@1) = flae2) = g(f(21)) = 9(f(x2)) = goflz1) =go f(za) = x1 =22,

¢o znamena, ze f je prosté.
Este potrebujeme ukazat, ze ku kazdému y € Y existuje g € X s vlastnostou f(zg) = y.
Stadi zvolit xg = g(y), pretoze (opdt podla definicie inverzného zobrazenia)

f(xo) = f(9(y) = y.

Predpokladajme, ze f: X — Y je bijekcia, chceme dokazat, Ze existuje inverzné
zobrazenie g: Y — X. Majme Tubovolné y € Y. Pretoze f je surjekcia, existuje aspon jedno
x € X také, ze f(x) = y. Pretoze f je injekcia, existuje najviac jedno také x — celkove
teda dostavame, zZe existuje prave jedno x s touto vlastnostou. Zobrazenie g teda mozeme
definovat tak, ze g(y) je prave ten prvok z, pre ktory plati f(x) = y. Inak povedané, g je
urcené podmienkou

gy) =z & f(z)=y.

Ak zobrazenie g definujeme takymto spésobom dostaneme

9(f(x)) =z

(lebo g(f(x)) je prave ten prvok, ktory sa zobrazi na f(z), ¢o je presne prvok z) a

flaw) =y
(lebo ¢(y) sa, podla definicie zobrazenia g, zobraz{ na y.) O

Ukéazeme si este jeden dokaz jednej implikacie z predchadzajiceho tvrdenia. (Je to v pod-
state ten isty dokaz, inak formulovany.) Inverzné zobrazenie tu dostaneme tak, Ze vymenime
poradie vo vsSetkych usporiadanych dvojiciach patriacich do f. Toto zodpovedd predstave
o tom, ze otdCame jednotlivé Sipky (zodpovedd to vymene poradia) a takisto geometrickej
predstave, ktorti poznate este zo strednej skoly, ked ste inverzné zobrazenie ziskali symetric-
kym zobrazenim grafu funkcie podla osi y = x.

19



20 Mnoziny a zobrazenia

Ing dokaz implikdcie [<]. Predpokladdme, ze f: X — Y je bijekcia, chceme ukazat, Ze exis-
tuje inverzné zobrazenie g: ¥ — X.
Polozme

g:={,x);(x,y) € f} ={(y,x);y = f(x),r € X} = {(f(x),2);x € X}.

Ocividne je g podmnozinou kartezianskeho suc¢inu Y x X. Najprv si uvedomme, Ze g je
skutoc¢ne zobrazenie z Y do X.

Pretoze f je stcCasne injekcia a surjekcia, pre kazdé y € Y existuje prave jedno x € X
také, ze y = f(x), resp. (z,y) € f.

Mame teda zobrazenie g: Y — X. Priamo z jeho definicie vyplyva platnost ekvivalencie

9(y) ==z & y = f(z),

z ktorej rovnakym sposobom ako v predchddzajicom dokaze dostaneme, Ze g je inverzné
zobrazenie k zobrazeniu f. O

Tvrdenie 2.2.17. Nech f: X =Y a g: Y — Z su bijekcie. Potom

(fHt =
(gof)t=flog!
Vsimnime si, ze v predpokladoch méme, ze f aj g st bijekcie. Teda z tvrdenia

vieme, Ze existuji inverzné zobrazenia f~! a g~!. (Vdaka tomu mézeme o nich hovorit; ak
by neexistovali, tak uvedené tvrdenie by vobec nemalo zmysel.)

Dékaz. Pouzitim definicie inverzného zobrazenia pre zobrazenie f médme f~'o f = idx a
fo f~t =idy. To ale presne hovori, ze f je inverzné zobrazenie k f~1.
Podobne vidime, ze

(fTtogol(gof)=Ffto(gtog)of=ftoidyof=[f""of=idx.

Analogickym sposobom overfme, 7ze (go f) o (f~1og™!) = idz. Tym sme vlastne overili obe
podmienky z definicie inverzného zobrazenie k g o f. O

Désledok 2.2.18. Ak f je bijekcia, tak aj f~' je bijekcia.
2.2.3 Vzor a obraz mnoziny*
Definicia 2.2.19. Nech f: X — Y je zobrazenie, A C X, B C Y. Mnozinu
flA] ={f(a);a € A}
nazyvame obrazom mnoziny A v zobrazeni f. Mnozinu
f7H(B) = {z € X; f(z) € B}

nazyvame vzorom mnoziny B v zobrazeni f.
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Cvicenia

Uloha 2.2.1. Dokézte: Ak go f je surjekcia, tak aj ¢ je surjekcia. Plati aj opacna implikdcia?
Musi byt f surjekcia?

Uloha 2.2.2. Dokézte: Ak go f je injekcia, tak f je injekcia.

Uloha 2.2.3. Dokézte: Ak go f je bijekcia, tak f je injekcia a g je surjekcia.

Uloha 2.2.4. Nech f: X — Y je zobrazenie a X # () (t.j. X je neprdzdna mnozina). Potom:
a) f je injekcia prave vtedy, ked existuje g také, ze go f = idx.

b) f je surjekcia prave vtedy, ked existuje h také, ze f o h = idy.

¢) K zobrazeniu f existuje inverzné zobrazenie préve vtedy, ked f je bijekcia. (Tym sme

znovu dokazali tvrdenie [2.2.16])

Uloha 2.2.5. Nech f: X - Y, ¢g: Y — X, h: Y — X st zobrazenia. Ak ¢ aj h st inverzné
zobrazenia k f, tak g = h.

Uloha 2.2.6. Nech M, N st koneéné mnoziny, M ma m prvkov a N méa n prvkov. Kolko
existuje zobrazeni mnoziny M do mnoziny N7

Uloha 2.2.7. Nech A je konend mnozina a f: A — A je zobrazenie. Dokézte:
a) Ak f je injekcia, tak f je bijekcia.
b) Ak f je surjekcia, tak f je bijekcia.

Uloha 2.2.8. Dokézte: Zobrazenie f: X — Y je surjekcia prave vtedy, ked pre kazdd mno-
zinu Z a vSetky zobrazenia g, h: Y — Z plati: Ak go f =ho f, tak g = h.

Uloha 2.2.9. Dokézte: Zobrazenie f: X — Y je injekcia prave vtedy, ked pre kazdd mnozinu
Z a vSetky zobrazenia g,h: Z — X plati: Ak fog= foh, tak g = h.

Uloha 2.2.10". Dokéite: f[AU B] = f[A]JU f[B], f""(AUB) = f~Y(A)U f~(B).

Uloha 2.2.11". Ktoré z nasledujicich tvrdeni platia a ktoré neplatia? Zdévodnite.

a) f[AN B] = f[A] N f[B]

b) fIANB] C flA]N [[B]

c) fIANB] D flA]N f[B]

d) f7HANB) = f~HA) N f7H(B)
e) fTH(ANB) C fmH(A) N f1(B)
f) f7HANB) D fH(A) N fH(B)
g) flf{(B)] =B

h) f[f~H(B)] c B

DA =A

DA c A

k) go fIA] = g[f[A]l

Uloha 2.2.12%. Ak X je mnozina, tak P(X) budeme oznacovat mnozinu vietkych jej pod-
mnozin. Nech f: X — Y je zobrazenie a g: P(X) — P(Y) je zobrazenie definované tak, ze
g(A) = f[A] pre Iubovolni podmnozinu A C X. Dokézte, Ze f je prosté prave vtedy, ked g
je prosté.

2.3 Permutacie

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat istym typom zobrazeni, ktory budeme v dalsich
Gastiach vyuzivat.
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22 Permutacie

Definicia 2.3.1. Ak M je kone¢na mnozina, tak bijekciu ¢: M — M budeme nazyvat
permutdciouw mnoziny M.

My sa budeme zaoberat (pre zjednodusenie) len permutéciami mnoziny {1,2...,n}, kde
n je prirodzené ¢islo. (Kazdd koneénd mnozinu M vieme oéislovat ¢islami od 1 po n, kde n
je poCet prvkov mnoziny M.)

Zo strednej skoly (z kombinatoriky) poznate termin permuticia v zmysle preusporiadanie
nejakej (konecnej) mnoziny. Je to v istom zmysle, to isté, ¢o definujeme tu — zobrazenie

z mnoziny {1,2,...,n} vlastne uréuje nejaké poradie prvkov tejto mnoziny, ¢ize skutocne
zodpovedd nejakému jej preusporiadaniu.
Nie je tazké si uvedomit, Ze pocet permutacii mnoziny {1,...,n} je prdve n! =n - (n —

1)-(n—2)---2-1. Mdme totiz prave n moznosti, ako moézeme vybrat prvok ¢(1). Pri vybere
prvku ¢(2) vSak uz nemézeme pouzit ten isty prvok ako v prvom pripade (inak by zobrazenie
¢ nebolo injektivne), teda ndm zostéva prave (n — 1) moznosti. Pre vyber obrazu dalSieho
prvku je uz iba (n — 2) moZnosti, atd.

Permutéciu ¢: {1,...,n} = {1,...,n} budeme zapisovat v tvare

(sa(ll) sa(22) . wzbn)) )

¢ize pod kazdé ¢islo 1,2, ..., n zapiSeme jeho obraz v permutécii (.

Napriklad permutdciu na mnozine {1,2,3}, pre ktort ¢(1) = 1, ¢(2) = 3 a ¢(3) = 2
zapiSeme ako (12 3), identickd permutéciu zapiSeme ako (1% 3). (Budeme ju tiez oznacovat
id, kedze ide o identické zobrazenie.)

Niekedy sa kvoli strucnosti pouziva oznacenie, kde sa vynechd prvy riadok obsahujtci
¢isla 1,2,...,n. (Napriklad [BS] pouziva iba jednoriadkové oznacenie. VéaéSina knih s touto
tématikou pouziva jednoriadkovy aj dvojriadkovy zapis — podla toho, ktory sa préve hodi.)
My sa budeme pridrziavat oznacenia, ktoré sme zaviedli, z toho dévodu, ze spominané zjed-
nodusenie by sa mohlo pliest s oznacenim pre cykly, o ktorych sa viac dozviete neskor.

Dalsou vyhodou dvojriadkového zépisu je, ze ho mézeme pouzit pre Iubovolni mnozinu —
jednoriadkovy zapis mézeme pouzit ak mame na mnozine M nejaké prirodzené usporiadanie,
vdaka ktorému vieme prvy riadok jednoznacne doplnit.

7 tvrdenia vyplyva, Ze zloZenim dvoch permutéacii opat dostaneme permutaciu. Pri
skladani permutdcif (a takisto pri skladani zobrazen{) budeme ¢asto vynechévat znak o, teda
piSeme 71 namiesto o T.

A mapriklad ¢ = (339), 7 = (139), tak o = (133), 7o = (423). Vidime, 7e
skladanie permutacii vo vSeobecnosti nie je komutativne.

Skladanie permutacii ¢7 si moézeme predstavit tak, ze Tavii permutdciu napiseme pod
pravi a preusporiadame stipce dolnej permutécie tak, aby jednotlivé &sla sihlasili.

=}
1
2

) T=(}
o= H

)

Permutéacie ¢ a 7 st znazornené na obrazku

To isté mozeme inak vyjadrit tak, ze cisla, ktoré si v dolnom riadku v zapise Tavej per-
mutécie, napiseme do dolného riadku vyslednej permutacie v takom poradi, aké udava prava
permutécia (tretie, druhé, prvé). Cize ¢islo 3, ktoré je na prvom mieste v permutécii 7 udava,
Ze na prvom mieste vo 7 permutdcii bude tretie ¢islo z ¢, ¢ize 1, 2 na druhom mieste v 7
urcuje, ze na druhom mieste bude to, ¢o je na druhom mieste vo ¢, t.j. 2 a posledna jednotka
urcuje, ze na trefom mieste ma byt 2.

Pozor!!l V [KGGS] je skladanie zobrazeni (a teda aj skladanie permutécii) definované
v opacnom poradi, ako sme ho definovali my.

3
D= =3y

WNNN
=
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AN

20— »03

Obr. 2.7: Permutéacie 7 a ¢

Inverzné zobrazenie k permutéacii je permutéacia. Vypocitat ju mbézeme jednoducho takym
sposobom, ze vymenime riadky a preusporiadame stlpce do pozadovaného tvaru. Z ¢ =

(323%) tak dostaneme
el =023 =(313).

Ak ¢ je permutécia, tak namiesto ¢ o ¢ budeme pisat ¢? a podobne namiesto @ o...o0
—_———
n-krat
pouzivame ™.
Matematicky spravnejsie by bolo povedaft, ze ¢™ definujeme matematickou indukciou:
1° ¢ = id, o' = ¢
920 Son+1 — (POQDn

Priklad 2.3.2. Uvazujme permutdciu ¢ = (}333) mnoziny {1,2,3,4}. Pokisme sa vypo-
¢itat permutdciu 50
Lahko zistime, ze

Dalsimi vypoctami by sme zistili, Ze sa stdle budi opakovat tieto 3 permutacie. (MdZeme
to dokédzat matematickou indukciou.) Z toho dostaneme % = 316+2 = 2 = (1234),
(Vlastne sme vyuzili vztah o™ = (™)™, ktorého ddkaz sme ponechali ako cvicenie v tlohe

9.3.4)
Cvicenia
Uloha 2.3.1. Uvazujme o permutéciach na mnozine M = {1,2,3,4,5}. Ak4 je inverznd per-

mutdcia ku: (12352), (13323), (32 43)7 Urlc)g)te4aj skuflzu s:lpravnostl t.j. po vypocitani
53),(13353), (38133)]

o=t overte, ¢ o tp = oot =id. [( 12354) (25134

5
Uloha 2.3.2. M = {1,2,3,4}. Vypoditajte: (1234)(1234)(1234). Uréte inverznt per-
mutaciu k vysledku.

34
145
123
142

Uloha 2.3.3. Comu sa rovna ¢'2°, ak ¢ = (123 4)?

m

Uloha 2.3.4. Matematickou indukciou dokdzte, ze "™ = " 0 o™, "™ = (p™)
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Kapitola 3
Grupy a polia

Nasim cielom je dostat sa k definicii vektorového priestoru a linedrneho zobrazenia. Ich do-
lezitost je v tom, ze st vhodnym aparatom na popis linedrnych javov.

Predtym nas ale ¢aka eSte velmi dlha cesta, na ktorej sa vSak naucime velmi vela uzi-
to¢nych veci. Na definiciu vektorovych priestorov pouzijeme pojem pola. Na definiciu pola
pouzijeme pojem grupy. A navySe, predtym nez sa dostaneme k definicii grupy, potrebujeme
uviest niektoré zakladné poznatky o binarnych operaciach.

Tato dlhé cesta k definicii vektorového priestoru je cenou za to, ze chceme vektorové
priestory definovat v ¢o najvécsej obecnosti — budeme pracovat s vektorovymi priestormi nad
lubovolnym polom. Keby sme sa rozhodli pracovat iba s vektorovymi priestormi nad polom
realnych ¢isel, mohli by sme si tiito ndmahu usetrit — len by sme struc¢ne zopakovali vlastnosti
redlnych ¢éisel a hned by sme zadefinovali vektorovy priestor. (V niektorych ucebniciach sa
takto aj naozaj postupuje.)

Vyhoda tohoto postupu je v tom, ze dostaneme vieobecnejsie vysledky. Dalsi, vobec nie
zanedbatelny, prinos je, ze sa naucite mnohé uzitocné veci a zvyknete si na axiomaticky
pristup k definovaniu novych pojmov a dokazovaniu ich vlastnosti.

3.1 Binarne operacie

Hlavnym cielom tejto kapitoly je zadefinovat grupy a polia. Hoci najcastejsie budeme pracovat
s redlnymi a komplexnymi ¢islami, je uzitocné uvedomit si, ze tvrdenia, ktoré dokdzeme budu
platit pre ITubovolné pole. Aby sme vsak vobec mohli zaviest pojmy grupa a pole, potrebujeme
najprv vediet, ¢o st to bindrne operacie.

Definicia 3.1.1. Bindrna operdcia * na mnozine A je zobrazenie z mnoziny A x A do A.
Namiesto *(a,b) budeme pouzivat oznacenie a x b, tento zépis budeme niekedy skracovat
ako ab.

Opét, podobne ako pri zobrazeniach, mézeme binarnu operaciu chapat ako predpis, ktory
vsak v tomto pripade priradi dvom prvkom z mnoziny A priradi nejaky prvok z tej istej
mnoziny. Takisto zapis a % b resp. ab zodpoveda tomu, na ¢o sme zvyknuti pri binarnych
operaciach, s ktorymi sme sa stretli doteraz, ako je sCitovanie a nasobenie.

Tiez si vSimnime, Ze v definicii vystupuji usporiadané dvojice (prvky mnoziny X x Y),
teda vysledok operécie a * b a b * a nemusi predstavovat ten isty prvok.

Priklad 3.1.2. Operéacie + a - st binarne operacie na mnozine R redlnych ¢isel.
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Operdcia - je bindrna operdcia na mnozine R \ {0}, pretoze nulu nemézeme dostat ako
suéin dvoch nenulovych ¢isel. Naopak, + nie je bindrna operéacia na R~ {0}, lebo —1+1 = 0,
teda dvom ¢islam z mnoziny R~ {0} operdcia + priradi ¢islo, ktoré do tejto mnoziny nepatri.

Operédcie + aj - st bindrne operdcie na mnoZine R*. Na mnozine R~ predstavuje +
bindrnu operaciu, - vSak uz nie je bindrna operacia na tejto mnozine.

Priklad 3.1.3. Ako dalsi priklad definujme opericiu @ na mnozine Z5 = {0, 1,2, 3,4} takto:
a @b takto: a ® b = (a + b) mod 5. Operdcia mod tu predstavuje zvysok (v tomto pripade
po deleni piatimi). Napriklad 192 =3,2¢%3 =0, 3® 3 =1 (¢isla najprv s¢itame a potom
urobime zvySok po delenf 5).

Podobne moézeme definovat bindrnu operdciu © ako a ©® b = (a - b) mod 5.

Bindrnu operéciu na koneénej mnozine mézeme tiez urcit tabulkou: (do riadku a a stipca
b pisSeme vysledok operacie a @ b.)

B~ w o ~ o
— O B W NN
O = O Wl W
W N = O |
B w o = ol
(=N e NoNolo] Fo)
W =N OIN
[N U = Y
— N W o O

=W~ Ol

= w N = OO
O W=

Podobné operacia by sa dala definovat aj pre Tubovolné prirodzené ¢islo n > 2. S mno-
Zinami Z, = {0,1,...,n — 1} a bindrnymi operdciami & a ©® (Cize sCitovanie a ndsobenie
modulo n) sa v priebehu tejto predndsky stretnete este dost casto.

Priklad 3.1.4. Binarna operacia nemusi byt vzdy dana predpisom — ak ide o kone¢nii mno-
Zinu mdze byt zadand tabulkou. (Dalo by sa povedat, Ze tabulka bindrnej operédcie vlastne
do istej miery zodpoveda zobrazeniu definovanému réznymi predpismi pre rozne pripady. Tu
vSak st jednotlivé Casti definiéného oboru len jednoprvkové.)

Napriklad mézeme definovat takito bindrnu operaciu A na mnozine {0, 1, 2}:

A

S O OO
— N NN

N = = =

0
1
2

Priklad 3.1.5. Ako posledny priklad binarnej operécie, ktorej vlastnosti budeme vysetrovat,
definujme bindrnu operéaciu

aldb=a
na mnozine N.

Teraz sa budeme zaoberat niektorymi zakladnymi vlastnostami bindrnych operacii. Aby
sme si ich lepsie ozrejmili, pre kazdud z nich overime, ¢i tito vlastnost maji bindrne operacia
+ a - na mnozine R, ® na mnozine Zs, operacia A z prikladu [3.1.4] a operécia < z prikladu
0. 1.0l

Vlastnosti, ktoré budeme definovat budi komutativnost, asociativnost, existencia (lavého
a pravého) neutrélneho prvku a existencia inverzného prvku. Pri overovani, ¢i uvedené bindrne
operacie maju tuto vlastnost, postupne vyplnime nasledujiicu tabulku
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26 Binarne operacie

LN|PN|K|A|IP

(R, +)
(Ra )
(Zs,®)
(N, <)

Definicia 3.1.6. Nech * je binarna operacia na mnozine M. Hovorime, ze e € M je lavy
neutrdlny prvok operécie *, ak pre vsetky m € M plati

exm=m.
Podobne, e je pravy neutrdlny prvok, ak
mxe=m

pre kazdé m € M.
Ak e je stacasne lavy aj pravy neutrdlny prvok opericie x, hovorime, Ze e je neutrdlny
prook.

Zo strednej skoly vieme, ze 0 + m =m+0=m, 1-m =m -1 = m. To znamen4, ze 0 je
neutralny prvok pre operaciu + a 1 je neutralny prvok pre operaciu - na mnozine R. Pretoze
rovnost 0 +m = m + 0 = m zostane v platnosti aj ked zo vSetkych prvkov urobime zvysok
po deleni 5, 0 je aj neutrdlnym prvkom operacie & na mnozine Zs.

Prv nez sa pozrieme na operaciu A, skiisme si ozrejmit ako sa prejavi existencia neut-
ralneho prvku na tabulke bindrnej operacie. Rovnost e * m = m znamend, Ze v riadku e sa
vyskytnd rovnakd prvky ako v hlavicke tabulky. To isté, ale pre stipce, vyplyva z rovnosti
mxe = m. Skutoéne, mézeme si viimnit v tabulke operacie @ na Zs, ze v riadku 0 a v stipci
0 sa opakuju prvky 0,1,2,3,4. Ak sa v pripade operacie A pozrieme na riadky, vidime, ze 0
a 1 s Tavé neutralne prvky. Ked skontrolujeme stipce7 zistime, Ze tdto operdcia nema pravy
neutralny prvok. Teda tato operacia neméa neutrdlny prvok. Priamo z definicie operacie <
vidno, ze v tomto pripade je kazdy prvok pravym neutrdlnym prvkom, ale lavy neutralny
prvok neméame ani jeden.

LN|PN|K|A|IP
(R,+) | 0 0
(Ra) 1 1
(Zs,®) | 0 0
(237A) 0,1 X
(N, <) X v

Teraz si dokdzeme, zZe bindrna opericia nemoéze mat viac ako jeden neutrdlny prvok.
Sposob dokazu je typicky pre pripad, ked chceme dokazat, ze nejaky objekt je danou vlast-
nostou jednoznacne urceny. Pri dokaze tvrdeni takéhoto typu sa velmi ¢asto postupuje tak,
ze uvazujeme dva objekty, ktoré maji ttto vlastnost a snazime sa dokazaft, ze sa rovnaju.

Tvrdenie 3.1.7. Nech x je bindrna operdcia na mnozine M. Ak ey je jej lavi neutrdlny a
eo je jej pravy neutrdlny prvok, tak e; = es.

Specidlne, ak md bindrna operdcia x na mnozine M neutrdlny prvok, tak tento neutrdlny
prvok je jeding.
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KAPITOLA 3. GRUPY A POLIA 27

Dokaz. Ak e, e; su lavy a pravy neutrdlny prvok operacie *, tak

¢! (2)
€] = €1 x €y = €9,

pri¢om rovnost (1) plati vdaka tomu, Ze e je pravy neutralny prvok a rovnost (2) plati vdaka
tomu, Ze e; je lTavy neutrdlny prvok. O

Z toho Specidlne vyplyva, ze ak mame viacero lavych neutralnych prvkov, ziadny prvok
nie je pravym neutrdlnym prvkom. Na priklade opericie <1 sme videli, Ze jednostrannych
neutralnych prvkov méze byt aj nekonecne vela.

Definicia 3.1.8. Binarna operacia * na mnozine M je komutativna, ak pre vSetky =,y € M
plati
THRY =Y *T.

Komutativnost vlastne znamend, ze mézeme dvojice prvkov vymienat. VacSina operacii,
s ktorymi budeme pracovat, je komutativna.
Opét operacia + a - na R st komutativne. V pripade operacie @ si stac¢i uvedomit, ze
rovnost « + y = y + x sa zachovd, aj ked urobime zvysok modulo 5, teda dostaneme
(x + y) mod 5 = (y + ) mod 5,
rDy=y>dx.

Operacia A nie je komutativna. Staci si vS§imnit, ze

0A2 # 2A0,
2 £ 0.
Podobne sa da overit, ze operacia <1 na mnozine N nie je komutativna.
LN | PN |K|A]|IP
(R,+) | 0 0 | v
(R,-) 1 1 | v
(Zs,®) | 0 0 | v
(Zs, ) | 0,1 | x | x
(N, <) X v | x

Opét je uzitoéné si vSimnit, ako sa komutativnost prejavi na tabulke bindrnej operécie.
Ak je binarna operacia komutativna, musi byt tabulka symetrickd podla hlavnej diagonaly
(pretoZe prvky x * y a y * = si na diagondlne symetrickych poziciach).

Definicia 3.1.9. Binarna operacia * na mnozine M je asociativna, ak pre vSetky x,y,z € M
plati
(x*xy)*z=xx*(y*z).

Uzatvorkovanie v predchadzajicej rovnosti znamend, ktori operaciu robime ako prvi.
Formalne sa mézeme na asociativny zdkon pozerat ako na ,prehadzovanie zatvoriek .

XY )k z

(z
NN

*
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Obr. 3.1: Komutativnost a tabulka bindrnej operacie

Niekedy, v zlozitejsich vyrazoch, aby sme znazornili, kde presne sme pouzili asociativny
zékon, podc¢iarkneme na lavej strane rovnosti tie zatvorky, ktoré ,prehadzujeme®.

Vlastnost asociativnosti vlastne hovori to, ze nezalezi na uzatvorkovani, inak povedané
zapis x *y * z predstavuje ten isty prvok, bez ohladu na to, aké uzatvorkovanie zvolime. Preto
zatvorky mozeme vynechévat.

Hoci vlastnost asociativnosti tak, ako sme ju definovali, hovori len o tom, zZe zatvorky
mozeme vynechat, ak ide o sicin 3 prvkov, nie je fazké si uvedomit, ze to plati aj pre viac
prvkov. K tomuto faktu sa este vratime na konci tejto podkapitoly.

O operaciach 4+ a - vieme, ze st asociativne. Pre operdciu & moézeme pouzit podobni
uvahu ako pri komutativnosti. Ked si vSimneme, ze

2A(0A2) = 2A2 =1,
(2A0)A2 = 0A2 = 2,

vidime, Ze operacia A nie je asociativna
Operacia < je asociativna, lebo pre lubovolné a, b, ¢, € N plati

a<d(b<c)=a<b=a
(a<b)<c=a<c=a

Mbzeme teda doplnit dalsi stipec nagej tabulky.

LN| PN | K|A|IP
(R,+) | 0 0 | v |V
(R, ") 1 1 | vV |V
(Zs,®) | 0 0 | v |V
(Z3,N) | 0,1 | x | x| x
(N, <) X v | x|V

Teraz nasleduje definicia inverzného prvku. O inverznom prvku mé zmysel hovorit iba
vtedy, ak m4a bindrna operacia neutralny prvok. Opéat mé zmysel hovorit o lavom a pravom
inverznom prvku.

Definicia 3.1.10. Nech * je bindrna operacia na mnozine M. Nech a € M a nech e je
neutralny prvok operacie x. Prvok b € M je inverzny k prvku a, ak plati

axb=bxa=ce.
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KAPITOLA 3. GRUPY A POLIA 29

V pripade, ze plati axb = e, b nazyvame pravy inverzny prvok k a. Ak bxa = e, tak b je lavy
inverzng prvok k b.

Priklad 3.1.11. Pre operaciu + plati
a+ (—a)=0=(—a)+a,

teda Tubovolny prvok a € R mé inverzny prvok a je to prvok —a. (Ako sme spomenuli pred
chvilou, pretoze tato operécia je komutativna, staci vlastne overovat len jednu z uvedenych
rovnosti.)

Podobne pre komutativnu operaciu - bude inverznym prvkom ku a # 0 prvok é, lebo

a-—=1.
a
Cislo 0 nemé v tejto operécii inverzny prvok, lebo 0.b = 0 pre lubovolné b € R.

V pripade mnoziny Zs a operacie @ plati 0G0 =164 = 2 & 3 = 0, teda ku kazdému
prvku sme nasli inverzny prvok. (Vsimnime si, Ze inverzny prvok k a je préve zvysok &isla
—a po deleni 5. Vedeli by ste tento fakt zdovodnit?)

Pre operaciu A neméa zmysel hovorit o inverznom prvku, lebo tato operacia nema ani
neutralny prvok. Teraz uz teda mdzeme konec¢ne vyplnit celit nasu tabulku.

LN|PN|K|A]|IP

(R, +) 0 |V |V ]|V
(R,-) 1 1 |V | v ] x

(Zs,®) 0 |V |V ]|V
(Z3,N) |01 | x | x| x| x
(N,<) | x vV x|V | x

Tvrdenie 3.1.12. Nech * je asociativna operdcia na mnoZine M a x md neutrdlny prvok e.
Ak existuje inverzny prvok k a, tak je jednoznacne urceny.

Dékaz. Predpokladajme, ze by a by st inverzné prvky ku a. Postupnymi tpravami nasledu-
jucej rovnosti (ktord vyplyva z asociativnosti) dostaneme

by * (axby) = (by xa) x by
by xe =exby
by = by

O

Pretoze pre asociativnu operaciu je inverzny prvok jednoznacéne urcéeny prvkom a, mézeme
prefi zaviest oznacenie. Budeme ho oznacovat a~!.

V tabulke bindrnej operacie vieme inverzny prvok néjst tak, ze v riadku a vyhladame
stipec, kde sa vyskytuje neutralny prvok. To isté urobime v stipci a — ndjdeme riadok, v kto-
rom je neutrdlny prvok. Ak sa ndjdeny riadok a stipec zhodujd, tak sme nagli inverzny prvok
k a.

3.1.1 Zovseobecneny asociativny zakon*

Ako sme slabili, vratime sa na chvilu este k asociativnemu zdkonu. Pojde ndm o to, aby sme
si uvedomili, ze pre asociativnu operaciu moézeme skutoCne vynechavat zatvorky, aj ked vo
vyraze vystupuje viac prvkov ako 3.
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30 Binarne operacie

Najprv si to ukdzeme pre 4 prvky a potom podame aj forméalny dokaz, ze to plati pre
lubovolny pocet prvkov.

Na zaciatok sa pokuste najst vSetky mozné uzatvorkovania vyrazu aobocod. V nasledujicej
tlohe si mozete overit, ¢i ste skutoéne nasli vsetky.

Poktste sa potom pomocou asociativneho zdkona odvodit, ze vSetky tieto vyjadrenia sa
rovnaji. (Moznosti ako to dokazovat je velmi vela, jednu najdete v nasledujiicej tilohe.)

Priklad 3.1.13. Dokézte, ze ak o je bindrna operdcia na mnozine A a o je asociativna, tak
lubovolné uzatvorkovanie vyrazu a o b o c o d predstavuje ten isty prvok.
Véetky mozné uzatvorkovania SL'E|

(5) (ao(boc))od
Su to skutocne vsetky mozné uzatvorkovania — najprv sme uviedli tie, kde sa ako posledna
operacia vykond vyndsobenie prvkom a zlava, vyraz (3) predstavuje jediné uzatvorkovanie,
kde st prvky rozdelené na dve dvojice a vyrazy (4) a (5) si tie uzétvorkovania, kde sa ako
posledné vykona vynasobenie prvkom d.

Podla asociativneho zakona plati

(boc)od=bo(cod).
Ak vynasobime tuto rovnost zlava prvkom a, dostaneme
o((boc)od)=ao(bo(cod)),

¢o je vlastne rovnost (1) = (2).

Podobne, ak pouzijeme asociativnost pre prvky a, b, ¢ a vzniknutu rovnost vynasobime
sprava prvkom d, dostaneme (4) = (5).

Dvojnésobnym pouZitim asociativneho zdkona (podéiarknutim st zvyraznené zatvorky,
ktoré sme v prislusnej rovnosti ,prehodili“) dostaneme

ao(bo(cod)) =(aob)o(cod)=((aob)oc)od,
¢o je vlastne rovnost (2) = (3) = (4).
Spojenim vsetkych tychto rovnosti dostaneme, ze vsetky uvedené vyrazy sa rovnaju.

Predchadzajuci priklad by vas sndd mohol presvedcif o tom, Ze nieco podobné plati aj
pre uzatvorkovanie Tubovolného poctu prvkov. Ale vobec nie je jasné, ako by sa takéto nieco
dalo dokézat. To si ukdZeme v nasledujicom (nepovinnom) dokaze.

Tvrdenie 3.1.14 (ZovSeobecneny asociativny zakon). Nech - je asociativna bindrna operdcia
na mnozine A. Potom sicin ay * as * - -+ x a, nezdavisi od spoésobu uzdtvorkovania.

Doékaz. Tvrdenie budeme dokazovat tplnou indukciou vzhladom na n. Pri dékaze budeme
postupovat tak, ze si vyberieme jedno uzatvorkovanie, konkrétne a;*(az*(asx*. .. (ap—1%ay,))),
a budeme sa snazit dokézaf, ze vSetky ostatné mozné uzatvorkovania predstavuju ten isty
prvok.

1V pripade, ze vam vysiel iny pocet alebo iné uzatvorkovania, skiste si ozrejmit ¢o presne rozumieme pod
uzatvorkovanim — je to taky zapis, ktory jednoznacne urcuje poradie vykonanych operécii. Pritom poradie
prvkov a, b, ¢, d nesmieme prehadzovat.
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1° Pre n = 2 méme jediné mozné uzatvorkovanie, preto tvrdenie plati.

2° Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre Tubovolny pocet prvkov mensi ako n.

Ak méame nejako uzatvorkovany vyraz ai*as*...*a,, si dve moznosti ako moze vyzerat.
Bud ma4 tvar

ay x (ag xag * ... % ap)

nejako uzitvorkované

alebo

(a1 *...%ag) * (A1 * ... % ay),

kde opéat prva a druhd zatvorka mozu byt uzatvorkované lubovolnym sposobom.
V prvom pripade, podla indukéného predpokladu

gk ag* - % an = ag* (az* -+ (Ap_1 * ap)).

(Inymi slovami, lubovolné uzatvorkovanie n—1 prvkov as, ag, . . . , ap, sa rovnd prvku uréenému
nami zvolenym usporiadanim.) Vyndsobenim tejto rovnosti zlava prvkom a; dostaneme

ay x(agxag*---*a,) =ay * (az * (ag * - * (an_1 * a,))).

Zostava nam este druhy pripad. V tomto pripade najprv pouzijeme induk¢ny predpoklad
pre obe zatvorky

(ap - xag) * (aper % *xap) = (a1 * (ag *x - xag)) * (Agr1 * (Qpro * - * ap)).

Vyuzitim asociativnosti dostaneme

(a1 % (ag*---*xag)) * (agt1 * (agpox - xap)) = a1 * ((ag* -+ xag) * (apt1 * (Ao * - *ay))),

¢im sme upravili dany vyraz na tvar suc¢inu prvku a; a nejako uzatvorkovanych ostatnych
prvkov (¢o je presne prvy pripad, ktory sme uz vyriesili).

Teraz teda opat staci pouzif indukény predpoklad na prvky v zatvorke a dostaneme
pozadovany tvar

ay * ((ag * - xag) * (a1 * (Qgpo * - *ay))) = ay * (ag * (ag * -+ * (ap—1 * ay))).

O

Poznamka* 3.1.15. Ako zaujimavost mozeme spomenut, ze pocet uzétvorkovani n + 1
symbolov urcuje n-té Catalanove ¢islo

- 1 (271)
n+1\n

Dokaz tohoto faktu nie je jednoduchy. Pri niektorych odvodeniach uvedenej formuly sa po-
uziva rovnost

Cny1 = 2": CiCns,
i=0

mozete sa skusit zamysliet nad tym, ¢i by ste ju vedeli odvodif. Stvisi tato rovnost s nejakym
sposobom (algoritmom) na vymenovanie vsetkych moznych uzatvorkovani?
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Cvicenia

Uloha 3.1.1. Vypiste vietky mozné bindrne operdcie na mnozine {0,1}. Ktoré z nich st
asociativne, komutativne, maji neutralny prvok? Pre ktoré existuje ku kazdému prvku aj
inverzny?

Uloha 3.1.2. Na Z; = {0,1,2,3,4,5,6} definujme opericie & a ® podobne ako pre Zs
v priklade (Teda ako obvyklé scitovanie a ndsobenie, ibaZe po urobeni tejto operécie
urobime zvySok po deleni 7, ¢im dostaneme prvok zo Z7.) Zistite, ¢i st tieto operécie asocia-
tivne, komutativne, ¢i existuje neutralny prvok a ¢i ma kazdy prvok inverzny. Vedeli by ste
to v pripade operacie @ najst inverzny prvok aj bez toho, ze by ste skusali jednotlivé prvky?

Uloha 3.1.3. N3jdite bindrnu operéciu,
a) pre ktord aspon jeden prvok mé viacero Tavych inverznych prvkov,
b) ktord je asociativna a aspon jeden prvok mé viacero Iavych inverznych prvkov.

Uloha 3.1.4. Na R definujme opericiu « *y = x + y + z2y. Overte, 7ze kazdé € R ma
vzhladom na tito bindrnu operéciu jediny pravy, ale existuju redlne ¢isla, ktoré nemaja lavy
inverzny prvok.

Uloha 3.1.5*. Ak viete, Ze ide o tabulku asociativnej bindrnej operécie, dopliite chybajice
vysledky (ak sa to d4).

3.2 Grupy

V tejto Casti sa konecne dostavame k definicii grupy. Pre nas sice grupy poslizia len ako po-
mocny aparat — na to, aby sme mohli jednoduchsie zadefinovat pojem pola a dokazat niektoré
vlastnosti poli — od svojho vzniku sa tedria grip stala samostatnou, velmi rozsiahlou mate-
matickou disciplinou, zasahujticou do najrozlicnejsich oblasti matematiky. Viac sa o grupach
dozviete neskér. Podobne aj o poliach sa v priebehu vasho stidia dozviete aj dalsie zaujimavé
fakty, na tejto prednaske uvedieme len tie, ktoré budeme potrebovat pri praci s vektorovymi
priestormi.

Definicia 3.2.1. Dvojica (G, ), kde G je mnozina a * je bindrna opericia na G, sa nazyva
grupa, ak

(i) operécia * je asociativna,
(ii) operécia * ma neutrdlny prvok, (neutrdlny prvok budeme spravidla oznadovat e)

(7ii) ku kazdému prvku g € G existuje inverzny prvok vzhladom na operaciu *. (Tento
inverzny prvok budeme oznacovat g=1.)

Poznamka 3.2.2. Pretoze pozadujeme existenciu neutralneho prvku e € G, z definicie grupy
automaticky vyplyva, Ze mnozina G je neprazdna, G # (.

Priklad 3.2.3. Na ziklade tabulky, ktord sme vyplnili v priklade [3.1.11| vidime, ze (R, +)
aj (Zs, ®) si grupy.
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Naopak, (R,-) nie je grupa, pretoze 0 nemd inverzny prvok. V tomto pripade mozZeme
situdciu zachranit, ak zmenime mnozinu, na ktorej budeme tiito bindrnu operaciu uvazovat.
Tvrdime, ze (R ~\ {0}, ) je grupa.

O tom, Ze - je bindrna opericia aj na mnozine R \ {0} sme uz hovorili v priklade
Neutréalny prvok je 1, toto ¢islo patri do mnoziny R ~\ {0}. Takisto asociativnost sa neporusi
pri prechode ku mensej mnozine. Pretoze sme vynechali nulu, kazdy prvok a € R~ {0}, uz
teraz mé inverzny prvok é, ktory tiez patri do mnoziny R ~ {0}.

Definicia 3.2.4. Grupa (G, %) sa nazyva komutativna, ak operécia * na G je komutativna.
(Tiez sa pouziva termin abelovskd grupa.)

Nie kazda grupa je komutativna. Prikladom nekomutativnej grupy je grupa S,, vSetkych
permutdcii n-prvkovej mnoziny pre n > 3 (tiloha (3.2.2)).

Veta 3.2.5 (Zdkony o krateni). Ak (G, *) je grupa, tak pre lubovolné a,b,c € G plati

axb=axc = b=c

bxa=cxa = b=c

Inak povedané, zakony o krateni hovoria, ze v grupe mézeme krétit Tubovolnym prvkom
zlava aj sprava.

Dékaz. 7 rovnosti a * b = a * ¢ dostaneme vynasobenim prvkom a~' zlava

alx(axb)=a"tx(axc)
(et xa)xb=(a"'xa)*c
exb=exc

b=c

(V jednotlivych krokoch sme vyuzili asociativnost, definiciu inverzného a neutralneho prvku.)
Implikdcia b * a = ¢ * a = b = c sa dokéZe analogicky, ibaze prvkom a~! budeme nésobit
sprava. O

Zakony o krateni mozeme zapisat aj v ekvivalentnej podobe (obmenend implikécia, pozri

priklad |2.1.11]):

b+#c = axb#£axc
b+#c = bxa#c*a

Skusme si premysliet, ako sa prejavia zakony o krateni v tabulke bindrnej operacie. Prvky
tvaru a*b, kde b € G, st prave prvky v riadku a. Zakon o krateni v tvare b # ¢ = a*b # a*c
teda znamend, ze v roznych stipcoch riadku a sa objavia rozne vysledky operécie *. Inak
povedané, v ziadnom riadku sa nesmie viackrat vyskytnuaf ten isty prvok. Podobne, zakon
o kraten{ zlava hovori, ze v ziadnom stlpci sa nezopakuje nijaky prvok viackrat.

Veta 3.2.6. Nech (G, x) je grupa. Potom pre lubovolné a,b € G plati

(aH™t=a

(axb) P =b"txat
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Dékaz. Najprv pouzijeme dvakrat definiciu inverzného prvku. Inverzny prvok a~! musi spliiat
rovnost
(@) txat =e.

Definicia inverzného prvku pre a nam dava

axa !l =e.

Porovnanim tychto 2 rovnosti dostaneme

(a_l)_1 xa ' =axa!

a zo zakona o krateni vyplyva
(e =a.

Aj na dokaz druhej rovnosti chceme vyuzit zadkony o krateni. Z definicie inverzného prvku
mame

(axb) P x(axb) =e.
Aby sme mohli vyuzit zdkon o krateni bolo by dobre, keby sme nejako upravili vyraz (b=! x
a~ ') % (a * b), tak sa pokisme upravit ho (budeme pouzivat asociativny zakon a definiciu
inverzného a neutralneho prvku).
gb_l*a_l)*(a*b) =btx(atx(axb)=b"tx((a P xa)xb)=btx(exb)=btxb=c

Zistili sme teda, 7e (a * b)~1 x (a*b) = (b~ *xa~!) x (a * b) a zo zdkona o krateni potom
vyplyva
(axb) ™t =b"txat.

O

V predchadzajicom dokaze sme podrobne rozpisovali kazdé pouzitie asociativneho za-
kona. Pretoze sme uz v pouzivani asociativneho zakona ostrielani, mozeme si pracu zjedno-
dusit vynechdvanim zdtvoriek (ktoré si vieme na patriénych miestach domysliet) a uvedentt
Upravu zapisat strucnejsie ako

b lxa txaxb=b"lxexb=b"'xb=c.

Poznamka 3.2.7. Grupy, s ktorymi ste sa doteraz najcastejsie stretli, st asi (R,+) a (R~
{0},-). Aj pre grupy vo v8eobecnosti sa velmi ¢asto zvykne grupova operacia ¢asto oznacovat
+ alebo -. Vtedy hovorime o aditivnom (pomocou znamienka +) alebo multiplikativnom
(pomocou -) zépise grupovej opericie.

Pri aditivnom zapise sa zvykne inverzny prvok zapisovat ako —a, pri multiplikativnom
ako a~! alebo aj % Takisto neutrdlny prvok sa v zavislosti od pouzitej symboliky niekedy
oznacuje ako 0 alebo 1.

Rozdiel medzi tymito dvoma druhmi zdpisu sa napriklad prejavi aj vtedy, ak chceme
zapisat n-ndsobné pouzitie operdcie na prvok a (pozri dlohu . Pri aditivnom zéapise sa
spravidla pouziva symbol n x a, pri multiplikativnom a™.

My budeme pouzivat oznacenia tak, ako sme ich zaviedli v tejto kapitole. Teda ked bu-
deme pracovat s grupou vo vSeobecnosti, budeme neutralny prvok oznacovat e a inverzny
prvok a~!. V pripade konkrétnych grip a hlavne v pripade poli a vektorovych priestorov,
kde sa priamo v definicii vyskytne bindrna operacia oznacovana ako + vsak uprednostnime
aditivny zdpis. (V oboch spominanych definiciach na to vyslovne upozornime). Takisto bu-
deme pouzivat aditivny zapis pre grupu (Z,,®) a mnohé dalsie grupy, kde je prirodzené
oznacit grupovi opericiu znakom +. (Napriklad v tlohe kde sa zaoberame scéitovanim
funkcii, je prirodzené oznacovat neutralny prvok znakom 0.)
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Cvicenia

Uloha 3.2.1. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria vzhladom na dané operacie grupu? V ktorych
pripadoch je tato grupa komutativna?

a) (Z,-) (celé ¢isla s obvyklym ndsobenim)

b) (R,-) (redlne ¢isla s obvyklym ndsobenim)

C) (R N {0}’ ')’ d) (C7 +)7 e) (Cv ')7 f) ((C \ {O}a )

g) (R?,+) (so s¢itovanim definovanym po zlozkdch)

h) R s operdciou *, axb=a+b—1

i) R~ {—1} s operdciou *, axb=ab+a+b

j) Mnozina vSetkych parnych celych ¢isel vzhladom na séitovanie.

k) Mnozina vSetkych neparnych celych éisel vzhladom na s¢itovanie.
1) (Zs, ®)

—

Uloha 3.2.2. Tvoria vietky permutdcie na koneénej mnozine M s operaciou skladania zo-
brazeni grupu? Je tiato grupa komutativna? Urobte tabulku grupovej operacie v pripade
M ={1,2,3}.

Uloha 3.2.3. Je (R, %), kde axb = ab+a+b, grupa? Ak nie, vedeli by ste vynechat niektory
prvok a z mnoziny R tak, aby (R \ {a}, *) bola grupa?

Uloha 3.2.4. Nech G je mnozina vsSetkych funkeii fo5: R — R, ktoré st tvaru f,,(z) =
ax + b pre nejaké redlne c¢isla a,b € R. Tvori tato mnozina funkcii s operaciou skladania
zobrazeni grupu? Je mnozina {f,;a,b € R,a # 0} s operdciou skladania zobrazeni grupa?
Dostaneme grupu, ak vezmeme len také a,b € R, ze a = 17 V tych pripadoch, ked dostaneme
grupu, je tato grupa komutativna?

Uloha 3.2.5. Nech G = {z € C: |z| = 1}. Je G s operaciou - (nasobenie komplexnych ¢isel)
grupa? Oznatme C,, = {z € C: 2" = 1}. Je (C,, ) grupa?

Uloha 3.2.6*. Budeme uvazovat o nasledujicich operdciach s mnozinami:

AUB = {z;z € AV z € B} (zjednotenie)

ANB = {z;z € ANz € B} (prienik)

A\ B ={x;x € ANz ¢ B} (rozdiel)

A+ B ={zr;2 € As z € B} (symetrickd diferencia - ekvivalentne ju mézeme definovat ako
A+B=(A\B)U(B\A))

Ak X je lubovolnd mnozina, P(X) oznad¢ime mnozinu vSetkych jej podmnozin. Potom U, N,
\, = sd bindrne operédcie na P(X). Je P(X) s niektorou z tychto operécii grupa?

Uloha 3.2.7. Oznalme:

My, ={f:Z — Z; f je bijekcia}

My = {f € My; f(n) = n pre vSetky celé ¢isla n aZz na konecny pocet}

M; = {f € My; f(n) = n len pre koneény podet n}.

Ktoré z mnozin M7, My, M3 tvoria grupu spolu s operaciou skladania zobrazeni?

Uloha 3.2.8. Nech G je mnozina vietkych zobrazeni f: R — R. Na tejto mnozine definujeme
operéciu @ tak, ze (f @ g)(z) = f(x) + g(z). Je G s touto opericiou grupa? Ak definujeme
(fog)(z) = f(z) - g(z), bude (G,®) grupa? Ktoré funkcie treba vynechat, aby sme dostali
grupu?

Uloha 3.2.9. Nech M # () je mnozina a (G, 0) je grupa. Nech H je mnozina vsetkych
zobrazeni f: M — G. Definujme na H bindrnu operdciu * tak, ze (f * g)(z) = f(x) o g(x).
Je (H,x*) grupa?
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Uloha 3.2.10. Na mnozine R" (teda na mnozine vsetkych usporiadanych n-tic redlnych
¢isel) definujeme bindrnu operdciu 4+ ako (z1,...,2,) + (Y1, -, Un) = (@14 Y1, -, Tn + Yn)-
Je R™ s touto operdciou grupa? (Pouzili sme symbol + v dvoch réznych vyznamoch — raz
ako operdciu na R", ktort definujeme, a raz ako dobre zndme scCitovanie na mnozine R.
Keby sme chceli byt dosledni, zaviedli by sme novy symbol pre operaciu na R™, napriklad
(1, n)®Y1,y .- Yn) = (141, - . ., Tn+yn). K tomuto problému — pouzivanie rovnakého
symbolu v réznych vyznamoch — sa eSte vratime.)

Uloha 3.2.11. Ak (G, 0) je grupa a a € G je nejaky jej prvok, tak zobrazenie f,: G — G
definované ako f,(z) = a o x je bijekcia.

Uloha 3.2.12. Nech (G, 0) je grupa. Dokézte, Ze zobrazenie f: G — G definované ako
f(x) = 271 je bijekcia.

Uloha 3.2.13*. Nech G je neprézdna mnozina a o je asociativna bindrna opericia na G.
Potom G je grupa prave vtedy, ked pre lubovolné a,b € G maji rovnice

aox=>

yoa=1»b

rieSenie v G (inymi slovami, pre lubovolné a,b € G existuju z,y € G, ktoré spltiaju tieto dve
rovnosti.)

Uloha 3.2.14*. Nech G je konetnd mnoZina a o je bindrna operdcia na G takd, 7e plati
asociativny zdkon a zakony o krateni. Dokazte, ze G je grupa.

Uloha 3.2.15*. Dokézte, ze v konecnej grupe, ktord mé parny pocet prvkov, existuje prvok
rozny od neutralneho prvku taky, ze a o a = e.

Uloha 3.2.16. Nech (G,*) je grupa a a € G. Potom pre Iubovolné n € N definujeme
matematickou indukciou prvok a™ nasledovne:
a’ =e
a"t =a" xa.
(Je to presne to, ¢o by sme intuitivne chépali pod zépisom a*a*...xa.)
n-krat

Tato definiciu mézeme rozsirit aj na zaporné cisla tak, ze pre n € N polozime a™" =
(a=H)™. Tym je a™ definované pre Tubovolné a € G a n € Z. (Vimnite si, Ze to koresponduje
s ozna¢enim a !, ktoré pouZivame pre inverzny prvok.)

Dokazte, ze pre Tubovolné a,b € G a m,n € 7Z plati:
a) am+n = a™ % an’
b) (am)n — am,n’
c) ak a*xb=>b=xa, tak a™ «b" = (axb)",

Uloha 3.2.17. Nech koneéng mnozina G = {e,ay,...,a,} tvori s operaciou * komutativnu
grupu a e je jej neutrdlny prvok. Dokazte, Ze (ay * ag * - - - * a,)? = e.

Uloha 3.2.18. Nech * je bindrna operdcia na mnozine A, taka, ze pre kazdé a, b, ¢ € A plati
ax* (bxc) = (a*c)xba* mi neutrdlny prvok. Dokézte, ze operdcia * je komutativna a
asociativna.

Uloha 3.2.19. Nech (G, o) je grupa. Dokazte, Ze ak z o x = x, tak = = e.

Uloha 3.2.20. Zistite, ¢ (RT x R,0), kde pre kazdé (a,b), (c,d) € RT x R definujeme
(a,b)d(c,d) = (2ac,b + d), je grupa.
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Uloha 3.2.21. Nech G = R x (R~ {0}). Definujme na tejto mnozine binarnu operéciu *
predpisom (a,b) * (¢,d) = (a + be, bd). Je to skutocne bindrna operécia? Je (G, *) grupa? Je
to komutativna grupa?

[ [alblc[d]

Uloha 3.2.22. Dopliite nasledujicu tabulku d |tak aby ste dostali grupu.

Qoo e

Uloha 3.2.23. Ak pre kazdy prvok z grupy (G, 0) plati oz = e, tak tato grupa je komu-
tativna.

Uloha 3.2.24. Je mnozina Q s operaciou < definovanou ako a <b = ab — a grupa? Je tato
operacia komutativna? M4 lavy neutralny prvok? Ma pravy neutralny prvok?

Uloha 3.2.25. Nech # je asociativna bindrna operécia na mnozine M, ktord mé neutrilny
prvok e. Ak pre nejaké x € M plati z*xx = x a ku x existuje lavy inverzny prvok, tak x = e.

Uloha 3.2.26*. Nech * je bindrna operdcia na mnozine G, ktora
a) je asociativna,
b) mé lavy neutrdlny prvok t.j. existuje prvok e € G taky, ze (Vo € Glexx = x
¢) pre kazdy prvok x € G existuje y € G také, Zze y x v = e (kde e oznacuje prvok z Casti b)
£,
VMreG@)(FyeGy*z=e

(struéne mozeme povedat, Ze ku kazdému prvku existuje lavy inverzny prvok vzhladom na

e).

Dokézte, ze potom (G, *) je grupa.

Uloha 3.2.27. Nech G je koneéné komutativna grupa, |G| = n. Neutrdlny prvok tejto grupy
oznacme e a jej prvky oznaéme ako ay,...,a, (t.j. G ={a1,...,a,}).

a) Ukdzte, Ze pre Iubovolné a € G plati G = {aay,...,aa,}.

b) Ukéazte, ze pre lubovolné a € G plati a” = e.

(Pozndmka: Takéto tvrdenie plati aj pre nekomutativnej grupy — v tom pripade ale treba
pouzit iny argument. D4 sa to odvodit napriklad ako dosledok Lagrangeovej vety.)

3.3 Polia

V tejto podkapitole zadefinujeme polia. Zakladnymi prikladmi poli st redlne ¢isla, racionédlne
¢isla a komplexné ¢isla. Vacsina vlastnosti, o ktorych budeme hovorit, vdm preto bude dobre
znama.

Vyhoda toho, ze sa budeme mnohé uzito¢né vlastnosti tychto znamych ¢iselnych oborov
dokézat pomocou niekolkych jednoduchych zakladnych axiém spociva v tom, ze aj pre iné
¢iselné mnoziny, ktoré spliiaji axiémy z definicie pola, budeme moct automaticky pouzit
vSetky vysledky, ktoré si dokdzeme o poliach vo vSeobecnosti.

Definicia 3.3.1. Nech F' je mnozina, + a - st bindrne operécie na F. Hovorime, Ze trojica
(Fv +a ) je pOl(?, ak

(i) (F,+) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme oznacovat 0;

(i) (F ~ {0},-) je komutativna grupa, jej neutralny prvok budeme oznacovat 1;
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(iii) pre lubovolné a, b, c € F plati

a(b+ c) = ab+ ac,
(a+b)c=ac+ be.

(Tato vlastnost nazyvame distributivnost.)

Pre inverzny prvok v grupe (F,+) budeme pouzivat oznaCenie —a, t.j. pre tito grupu
pouzivame aditivny zapis. Prvok —a nazyvame opacny prvok k prvku a.

Pre grupu (F'~.{0}, -) budeme pouzivat multiplikativny zapis, teda inverzny prvok k prvku
a # 0 pola F vzhladom na operaciu - budeme znagéit a~!. Ak pouZijeme termin inverzny prook
v stivislosti s polom a nespecifikujeme bindrnu operaciu, mysli sa tym prave prvok a=!.

Namiesto b+ (—c) budeme pouzivat strucnejsi zapis b — c.

O operaciach + a - v poli F' budeme niekedy hovorit ako o s¢itovani a ndsobeni (stéte a
sidine), presne tak ako je to v najzakladnejsich prikladoch poli.

Aby bolo jasné, ktord operacia sa vykona najskor, mali by sme pouzivat zapis ako napri-
klad (a.b) + (c.d). Budeme pouzivat rovnaki konvenciu, akd je zauzivand pre redlne cisla —
operacia - mé vyssiu prioritu ako operacia 4+, teda predchddzajici zapis mézeme strucnejsie
zapisat ako ab + cd.

Priklad 3.3.2. (Q,+,), (R,+,-) a (C,+, ) st polia. Vlastnosti (i) a sme overili v ¢asti
o grupéch (resp. v cvi¢eniach za 1iou), zo strednej skoly vieme, Ze pre tieto ¢iselné obory plati
aj distributivnost.

Pole by sme mohli ekvivalentne definovat aj nasledujicim sposobom. (VSimnite si, ze
pojem grupy nam umoznil tito definiciu zapisat ovela strucnejsie.)

Definicia 3.3.3. Pole je mnozina F, na ktorej st definované 2 bindrne operdcie + a - spliia-
juace:

pre vSetky a,b,c € F plati a+ (b+¢) = (a+b) + ¢,
pre vSetky a,b € F plati a+b=b+ a,

existuje prvok 0 € F taky, ze pre kazdé a € F' sa a + 0 = a,

)
)
)
(iv) ku kazdému a € F existuje b € F tak, ze a + b =0,
) pre vSetky a,b,c € F plati a.(b.c) = (a.b).c,
) pre vSetky a,b € F plati a.b = b.q,

) existuje prvok 1 € F taky, ze 1 #0 a pre kazdé a € F saa-1=a,
(viii) ku kazdému a € F, a # 0 existuje b € F tak, Zze a-b=1,
(ix) pre vSetky a,b,c€ Fsaa-(b+c)=a-b+a-c.

Overenie ekvivalentnosti tychto 2 definicii ponechévame ako cvi¢enie (tiloha[3.3.1)). Mozno
vam pri tom pomdzu niektoré zo zakladnych vlastnosti pola, ktoré odvodime v nasledujicom
tvrdeni. (My budeme pouzivat definiciu Samozrejme, akondhle viete dokazat ekviva-
lentnost oboch definicii, mézete pouzivat ktorikolvek z nich.)

Tvrdenie 3.3.4. Nech (F,+,-) je pole. Potom pre a,b,c € F plati
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(viii) ara=a=a=0Va=1.
Dokaz. Rovnost
0+0=0

vynéasobime zlava prvkom a. Po pouziti distributivneho zédkona dostaneme

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0
a-0=0

(V poslednej tprave sme vyuzili zédkon o krdten{ — mézeme ho pouzit vdaka tomu, ze (F,+)
je grupa.)

Rovnost 0.a = 0 sa ukdze takmer rovnako. (Prvkom a budeme néasobit sprava.)

Ak a aj b st rozne od nuly, tak tvrdenie vyplyva z komutativnosti grupy (F ~ {0}, ).
Pripad, Ze niektoré z nich je nulové, je vyrieSeny v ().

Ak a # 0, tak tato rovnost vyplyva z toho, Ze 1 je neutrdlny prvok grupy (F ~ {0}, ).
Pre a = 0 mdme 1.0 =0 = 0.1 z ().

Pouzitim distributivnosti a definicie opa¢ného prvku dostaneme

b+ (—a)b=(at(—a))b=0b20.
Teda (—a).b je skutofne opaény prvok k a.b, ¢ize naozaj plati
(—a).b=—(a.b).
Dvojnasobnym pouzitim rovnosti dostaneme
(—a)(=b) = —a(-b) = —(—ab) = ab.
-1 -

(V poslednej rovnosti sme pouzili fakt, ze —(—a) = a, ¢o je vlastne tvrdenie (a~ =a

z vety prepisané do aditivneho zapisu.)
Fakt, Ze - je bindrna operédcia na mnozine F' ~\ {0} (ktory je v definicii ukryty
v tom, ze (F' ~\ {0}, -) je grupa) vlastne hovori, ze

a#0ANb#0=ab#0.

7 tejto implikacie dostaneme tvrdenie (vi) ako obmenent implikdciu.
(vii) Z rovnosti ab = ac dostaneme

a(b—c)=ab—ac=0.
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Pretoze a # 0, = vyplyjvab—c=0ab=c.
(viii) Rovnost a.a = a mdzeme upravit na tvar

a.a—al=0
ala—1)=0

Na zaklade potom dostaneme a = 0 alebo a = 1. O

Zistit, ze raciondlne, redlne a komplexné ¢isla Spiflajlfl vlastnosti pola bolo pomerne jed-
noduché. Dalsim zakladnym prikladom pola bude pre nés pole (Z,,®,®), kde p je prvodislo.
Teraz sa preto budeme venovat definicii operacii & a ® na mnozine Z,, a dokazeme, ze ak n
je prvocislo, tak to je skutoc¢ne pole.

Definicia 3.3.5. Nech n € N, n > 2. Mnozinu Z,, definujeme ako Z, := {0,1,...,n — 1}.
(Teda mnozina Z,, obsahuje vSetky mozné zvysky po deleni ¢islom n.)
Na mnozine Z,, zavedieme operacie ® a ©® predpisom

a®b=(a+b)modn,
a ® b= (ab) modn,

kde operédcia mod oznacuje zvySok po deleni ¢islom n (pozri dodatok .
Delenie so zvyskom poznate zo strednej skoly, na pripomenutie si uvedme zopéar prikladov.

Priklad 3.3.6. V tomto priklade budeme pocitat v Z-.

204=6

3@ 6 =2, pretoze 3+ 6 =9 a zvysok 9 po deleni 7 je 2 (9 = 1.7+ 2).

203=6

204=1,lebo 2.4=8a8=1.7+1 (Tym sme vlastne zistili, Ze 4 je inverzny prvok k 2
v poli Zz; ¢ize 27 =4 a 471 =2)

306 =4, pretoze 3.6 =18 a 18 = 2.7+ 4

Poktsme sa vyratat aj nejaky zlozitejsi vyraz ako napriklad
30462)850(346)=30606502=403=0.

Vsimnime si, zZe ten isty vysledok by sme dostali, keby sme najprv pouzili obvyklé scito-
vanie aj nasobenie a az na zaver urobili zvySok modulo 7.
3-4+2)+5-(34+6)=3-64+5-9=18445=63=9-7+0
Nie je to ndhoda — takto to funguje vzdy. Viac sa o tom mézete docitat v dodatku [A]

Ak budete mat na paméti tito zakonitost, moéze vam to niekedy pomoct pri vypoctoch
operécii v Z,,. Vyuzijeme ju aj v nasledujicom dékaze (povinnom pre tych, ktorf si trifaji na
A-cko; jedind naroc¢nejsia cast je tam dokaz existencie inverzného prvku — overenie ostatnych
podmienok by mal zvladnut kazdy).

Budeme potrebovat pripomentt aj pojem prvocisla, ktory poznate zo strednej skoly.

Definicia 3.3.7. Cislo n € N, n > 1, nazyvame zloZengm c¢islom, ak n = m.k pre nejaké
m,k € Ntaké, ze 1 <m,k <n.

Ak n € N, n > 1, nie je zlozené, tak ho nazyvame prvocisio.

Cislo 1 nepovazujeme ani za prvoéislo ani za zlozené &slo.

Inymi slovami, ¢islo n je prvocislo, ak nie je delitelné ziadnymi inymi prirodzenymi ¢islami
okrem 1 a n. Napriklad 9 je zlozené ¢islo, lebo 9 je ndsobkom 3, ale 7 je prvoéislo (¢islo 7 nie
je delitelné nijakym mensim ¢islom okrem 1).
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V dokaze nasledujicej vety budeme potrebovat tito doélezitt vlastnost prvocisel:
plmn=p|mVp|n,

t.j. ak je st¢in dvoch ¢isel delitelny prvocislom p, musi p delit jedno z tychto éisel. (Tato
vlastnost nebudeme dokazovat, mali by ste ju poznat zo strednej skoly.)

Veta 3.3.8. Ak p je prvocislo, tak (Z,,®,®) je pole.

Dékaz. Overime podmienky z definicie m
(Z,,®) je komutativna grupa
Lahko vidno, Ze @ je bindrna opericia na mnozine Z,.
Asociativnost: Pre lubovolné a, b, c € Z,, plati

(a+b)+c=a+(b+¢)
((a+b)+c¢)modp=(a+ (b+c¢)) modp
(((a +b) mod p) + ¢) mod p = (a + ((b + ¢) mod p)) mod p
(a®b)@Dc=ad (bdc)

(Pri poslednej tiprave sme vyuzili, Ze nezdleZ{ na tom, Ze zvysok po deleni ¢islom p urobime
po kazdej operécii, alebo najprv urobime obvyklé séitovanie/nésobenie a az z takto z{skaného
vysledku urobime zvySok po deleni ¢islom p.)

Komutativnost:
a+b=b+a
(a+b)mod p = (b+ a)modp
adb=0b0Da
Neutrdlny prvok je 0.
a+0=a
(a4+0)modp=amodp=a
a®0=a

Inverzng prvok k a je (—a) mod p, Gize zvysSok €isla —a po deleni p. Skutoéne
a® (—a) modp = (a+ ((—a) mod p)) mod p = (a + (—a)) mod p = 0 mod p = 0.

Vsimnite si, ze sme zatial nikde nevyuzili predpoklad, ze p je prvocislo. Tato prva cast
tvrdenia teda plati aj pre zlozené ¢isla. Spominany predpoklad vsak budeme potrebovat
v nasledujtcej casti dékazu.

(Z, ~ {0}, ®) je komutativna grupa

Pri dokaze asociativnosti, komutativnosti a existencie neutrdalneho prvku budeme postu-
povat takmer rovnako ako v predchadzajuicej casti. V tomto pripade vSak budeme musiet dat
pozor aj na to, ¢ © je skuto¢ne bindrna operdcia na mnozine Z, ~\ {0}.

Bindrna operdcia: Chceme ukazat, ze ak a,b € Z, ~ {0}, tak a ©® b # 0. Ak by platilo
a® b= (a.b) mod p =0, znamen4 to, ze p | a.b (zvySok ¢isla a.b po deleni p je 0). KedZe p je
prvocislo, tak musi platit p | a alebo p | b. Lenze v mnozine Z, \ {0} = {1,2,...,p — 1} nie
je ziadny nésobok p.
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Asociativnost:
a-(b-c)y=(a-b)-c
(a-(b-¢))modp=((a-d)-c)modp
(a-(b-c)modp)modp = ((a-bmodp)-c)modp
a®boc)=(ad®@b) Oc
Komutativnost:
a.b=b.a
(a.b) mod p = (b.a) mod p
a®b=0b00a
Neutrdlny prvok je 1:
al=a

a.l)modp =amodp =a
(a.1) P p
a®l=a

Ezistencia inverzného prvku. Nech a # 0. Chceme vediet, ¢i existuje b € Z, také, ze
a ® b= 1. Najprv si vSimnime, Ze pre k,[ € Z, plati implikécia

a®Ok=a0®l = k=1

(inak povedané, mdzeme kratit nenulovym ¢islom.)

Ak (a.k) mod p = (a.l) mod p, ¢ize ak aj al ddvaji rovnaky zvysok po deleni p, tak plati
p | a.(k —1). PretoZe p je prvocislo, nem4 vlastnych delitelov, a teda musi delit bud a alebo
k — 1. Pritom a # 0 a iné ndsobky ¢isla p v Z, uz nie si. Teda p | k — [. Pretoze k,l € Z,,
ich rozdiel je z mnoziny {—(p — 1), —(p — 2),...,0,1,...,p — 2,p — 1}. V tejto mnozine je
jedinym nasobkom ¢isla p opét nula, preto k —1l=0a k = 1.

Implikécia, ktort sme prave dokézali, ale znamend, ze a © k, kde k € Z,, nadobuda
p réznych hodndt. (NemoZze nadobudnit rovnakd hodnotu pre dve rozne éisla k # k'.) Pre
vhodné ¢&islo k € Zj, sa teda objavi kazdd hodnota zo Z,, Specidlne aj 1, ¢o sme chceli dokazat.

Distributivnost:

a.(b+c) = ab+ ac,
(a.(b+ ¢)) mod p = (ab + ac) mod p,
a®b®c)=a@bdade.

O

Mozeme si vsimnut, ze prvociselnost ¢isla p sme vyuzivali iba v dvoch castiach dokazu:
© je binarna operacia na Z, ~ {0} a ku kazdému nenulovému prvku existuje inverzny.

Vsimnite si tiez, ze sme v najdolezitejsej c¢asti dokazu najprv dokézali zdkon o krateni a
z neho sme odvodili existenciu inverzného prvku. Tento postup suvisi s postupom, ktory sa
da pouzit v tlohe *,

Tiez si mozeme vsimnit, ze dokaz je len existenény — ukdzali sme existenciu inverznych
prvkov, ale v dokaze sme neuviedli nijaky algoritmus, ako ich hladat. Zatial teda budeme
postupovat tak, ze jednoducho vysktasame vsetky moznosti (priklad , ¢o nie je az také
hrozné, ked mé pole, ktoré skimame, malo prvkov. Ind moznost, ako hladat inverzny prvok,
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by bolo pouzitie malej Fermatovej vety (priklad . Neskér, na predmete Algebra 2, sa
dozviete o Euklidovom algoritme na hladanie najvac¢sieho spolo¢ného delitela. Ten sa takisto
da pouzit na tento ucel.

Ak n je zloZené, (Z,,®,®) nie je pole.

Pozrime sa najprv na Z,4 s nasobenim modulo 4.

Priklad 3.3.9. (Z4,®,®) nie je pole.

w N~ oG
oo o olo
W N~ Ol
N O N O N
— N W O w

7 tabulky si mézeme vSimnut, ze neplati viacero vlastnosti pola:
e ku prvku 2 neexistuje inverzny prvok vzhladom na operéciu @;

o plati 201 =2® 3, teda v Z4 ~ {0} neplati zdkon o krateni, ¢ize (Z4 ~ {0}, ®) nie je
grupa,;

o rovnost 2® 2 = 0 ukazuje, Ze v Z4 neplati tvrdenie [3.3.4)(vii]).

Prave posledna zo spomenutych vlastnosti sa d4 pomerne jednoducho zovSeobecnif na
lubovolné zlozené ¢islo.

Priklad 3.3.10. Ak n je zlozené éislo, tak (Z,,,®, ®) nie je pole.

Ak n je zlozené, znamend to, ze n = m.k pre nejaké celé Cisla m, k s vlastnostou 1 <
m, k < n. Specidlne to znamend, ze m,k € Z,, ~ {0}. Ak na obe strany rovnosti n = m.k
pouzijeme operaciu zvysok po deleni n, dostaneme

0=m0ok,

pricom m # 0 a k # 0. Teda aj v tomto pripade sme zistili, Ze neplati tvrdenie [3.3.4{(vii) a
(Zy,, ®,®) nemdze byt pole.

Oznacenie @ a ® koresponduje s nasou dohodou, ze v poli budeme pouzivat aditivny zapis
pre operdciu + a pre operdciu - multiplikativny zapis. (Jediny rozdiel je, Zze kvoli odliSeniu
tychto operacii ich ddvame do kriazku.) V stlade s touto dohodou budeme oznacovat inverzny
prvok k prvku a vzhladom na operaciu @ ako —a a inverzny prvok vzhladom na ® ako a~!.

V nasledujicom priklade sa budeme zaoberat prave inverznymi prvkami vzhladom na
opericie @ a ® v poli Z,,. (Pre jednoduchost si vyberieme p = 7.)

Priklad 3.3.11. Na zaklade dohody o oznacCovani opac¢ného prvku v Z; plati —1 = 6,
—2=5-3=4,-4=3,-5=2,—6=1, —0=0. (Teda inverzny prvok k a € Z; je 7 — a.)
V predchadzajicom zapise —1 neznamena celé ¢islo —1 ale opacny prvok k prvku 1 € Z5.
Vyuzivanie opacnych prvkov moze niekedy zjednodusit vypocty s operdciami & a ©.
Naprikad v Z7 mame
306=30(-1)=-3=4.
(Stcin 3.(—1) sa vyrata lahsie ako 3.6. Je to len ilustraény priklad — vyraznejsie zjednodusenie
to prinesie az vtedy, ked pocitame viacero operécii a vychddzaju tam véicsie ¢isla.) Iny priklad:
(263)0(203)=506=(-2)®(-1) =261 = 2. (Vyuzili sme Tvrdenie [3.3.4][v]). Pretoze
sme uz dokézali, Ze Z7 je pole, mézeme pri vypoctoch pouzivat cokolvek, ¢o sme dokazali
o poliach vo vSeobecnosti.)
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Videli sme, Ze najst opacny prvok v Zz je jednoduché. S inverznym prvkom je to o nieco
komplikovanejsie. Zatial jediny spdsob, ako to mbézeme urobit je vyskusat vSetky moznosti.
Sktsme napriklad vypoécitat 37! v Z;. Kandidati na inverzny prvok s 1,2,3,4,5,6. Vypodi-
tame:

103=3
203=6
303=2
403=5
503=1

Na piaty pokus sa nam podarilo najst prvok, ktory dédva v sucin s trojkou rovny 1. Teda
prave tento prvok je inverzny k 3:
371 =5.

Ak by sme boli o nie¢o pozornejsi, mohli sme prestat uz po druhom kroku. V tiom sme
totiz dostali:
203=6=-1
z ¢oho vyplyva
1=-(203)=(-2)®3,dize 371 = —2 = 5. (Takto to funguje aj vo vSeobecnosti — vidy
ndm stac{ vyskasat iba prva polovicu moznosti, uréite sa tam vyskytne bud 1 alebo —1.)

Definicia 3.3.12. Ak n je celé ¢islo a a, b st prvky pola F, tak definujeme n x a takto:
0xa=0,

(n+1) X a=n X a+ a (zatial sme to indukciou definovali pre prirodzené ¢isla),

Ak n > 0 tak definujeme (—n) X a = —(n x a) (tym sme rozsirili definiciu aj na zdporné
¢isla).

Podobne definujeme pre a # 0:

a® =1,

a"tl =ag".q,

a”" = (a")"t (n>0).

Teda tvrdenie by sme mohli zapisat aj v tvare a> = a = a =1V a = 0.
(Namiesto a.a budeme struénejsie pisat a2, pozri definiciu |3.3.12])
Predchédzajtica definicia je prikladom definicie matematickou indukciou (pozndmka|2.1.5)).

Menej formalne to mdézeme vyjadrit akon xa=a+a+---+aaad”*=a-a----- a.
—_—— ————
n-krat n-krat

Nulu sme z definicie a™ vynechali preto, Ze by bol problém definovat 0% pre z < 0. Pre
prirodzené ¢isla je vyraz 0™ zmysluplny.

Niektoré zakladné vlastnosti tychto dvoch operacii ndjdete v tilohe m (Viaceré z nich
pouzijeme v nasledujicom priklade.)

Priklad 3.3.13. Vypocitajme a® pre prvky a € Z.

05=0
15=1
26:(23)2:12:1
45 = (=3)0=3°=1
56 =(-2)0 =20 =1

6°=(-1)0=1°=1

To, Ze pre vietky a # 0 sme dostali a® = 1 nie je ndhoda. Pre Tubovolné prvoéislo v poli
Z,, plati aP~! =1 (pre nenulové a € Zy). Toto tvrdenie je zndme ako mald Fermatova veta,
stretnete sa s nim este viackrat. Teoreticko-Giselny dokaz mézete najst napriklad v |C} [Sle2].
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Névod na iny dokaz tejto vety (vyuzivajici algebraické idey) nédjdete v tlohe |3.3.14] alebo
IKGGS| 174/9*].
Z rovnosti a?~1 = 1 §pecidlne vyplyva, Ze v Z, plati a=! = aP~2.

Cvicenia
Uloha 3.3.1. Dokazte ekvivalenciu definicie m a m

Uloha 3.3.2. Ktoré z uvedenych mnozin tvoria spolu s obvyklym sé¢itovanim a ndsobenim
pole?

a) F={a+ib;aeR,beR,b>0}

b) F={a+ibjacQ,beQ}

c) F={a+ibjacZbecZ}

d) F={a+b/5;a€Q,beQ}

e) F = {a+3ib;a € Q,becQ}

f) F={a+ J5ia,b,c€ Q}

g F={a+ bV2+cV3+dvV6;a,b,c,d e Q} (Hint: Mozno pomdze prepisat si tiito mnozinu
do tvaru F = {a +b\/3;a,b € F'}, kde F' = {a +bv2;a,b € Q}.)

h*) F = {a+bv2 +cV3;a,b,c € Q}

i*) F={a+bV5;a € Q,be Q}

Uloha 3.3.3. V poli Z5 vyratajte 27! @4, (—=2) 94,27 '©®3a -43L
Uloha 3.3.4. V Z; vyratajte 23, (2714, 20 (471)3, (402713, (-1 © (40 3712

Uloha 3.3.5. Nech m, n st celé &sla, a, b, bi,...,b, st prvky pola F. V tlohich f) az j)
predpokladéame, ze a # 0. Dokéiteﬂ
a)ymxa+nxa=(m+n)xa
bymxa+mxb=mx (a+Db)
c)mx(nxa)=(mn)Xa
Ja-(nxb)=nx(a-b)
e) (m x a)(n x b) = (mn) X (a-b)
fymx (mxa)~t=at

g) am an _ am+n
h) a™ - b™ = (a - b)™
J) a2k = _a)%

k) nx0=0

D1 =1

Uloha 3.3.6. V Iubovolnom poli F plati:

a+b=a+c=>b=c
(a+b)(c+d) =ac+ ad+ bc+ bd
—(—a)=a
—-0=0

2Podilohy by mali byt usporiadané tak, ze ak v dékaze niektorej z nich potrebujeme nejaké pomocné
tvrdenie, mdme ho uz dokdzané v niektorej z predchadzajucich casti tejto tlohy. Ak by sa Vam zdalo, ze
poradie nie je spravne, ozvite sa mi. Mozeme sa spolu pozrief na to, ¢i som sa pomylil alebo ¢i je dovodom
odlisného poradia to, Ze sa to d4 dokazovat aj inak.
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—(a+b) = (—a) + (=)
(a — b)e = ac —be
1#£0
a-a=1<a=1Va=-1
A=V sa=bVa=-b
a-(b1+...4by)=a-by+...+a-b,

Uloha 3.3.7. Na mnozine R* vietkych kladnych redlnych ésel zadefinujme operécie @ a @
tak, ze t @y = z.y a z ©y = 2¥. Ktoré z axiém pola spliia (RT, P, ®)?

Uloha 3.3.8. Nech F je pole a a € F. Definujeme zobrazenie f,: F — F tak, ze f,(b) = a+b.
Je f, bijekcia? Ak 4no, ako vyzerd zobrazenie f, *? Comu sa rovna f, o f,?
Dalej definujeme g,: F — F pre a # 0 tak, Ze g,(b) = a - b. Je to bijekcia?

Uloha 3.3.9. Nech na mnozine M = {0,1} st operacie + a - dané tabulkami

+]0 1 o 1
ofo 1 0f0 0
1|1 0 1)1 1

Ukézte, ze (M, +) a (M\{0}, ) st komutativne grupy a zZe plati distributivny zakon (a+b)c =
ac+ be. Je (M, +,-) pole?

Uloha 3.3.10. Zistite, ¢ (R, +, %), kde + je obvyklé scitovanie redlnych ¢isel a pre kazdé
a,b € R a*xb= —2ab, je pole.

Uloha 3.3.11. Na R x R definujeme operécie + a - takto:

a) (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac, bd),

b) (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).

c) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be — bd)
d) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a (a,b) - (¢,d) = (bd — ac,ad + bc)

Je potom (R x R, +,+) pole?

Uloha 3.3.12*. Pre ktoré prvky a pola Z; m4 rieSenie rovnica z> = a? Kolko je takych
prvkov v poli Z1g9?

Uloha 3.3.13*. Dokézte, ze:

a) V Tubovolnom poli plati (a+b)™ = am—i—(ﬂf) xa™ b+ (g‘) xa™ 22 4. .+ (mnjl)abm_l—i—bm.
(Stcet na pravej strane sa zvykne oznacovat takto: Y, (V) x a™Fb*.)

b) V poli Z, plati: (a ® b)? = af & bP.

Uloha 3.3.14*. Pomocou tlohy [3.3.13| dokazte matematickou indukciou vzhladom na a, 7e
v Zy plati rovnost o = a (pre Iubovolné a € Z,). (Toto je vlastne ind formuldcia malej
Fermatovej vety.)

Uloha 3.3.15. Nech F je koneéné pole a plati |F| = n. Ukazte, Ze potom pre kazdy prvok
a € F~ {0} platf a1 = 1. (Toto je vlastne $pecialny pripad tlohy [3.2.27, Tymto sme
sucasne ziskali aj iné odvodenie malej Fermatovej vety.)
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Kapitola 4

Vektorové priestory

4.1 Vektorovy priestor

Na strednej skole ste sa uz stretli s pojmom vektoru. Pracovali ste hlavne s vektormi v rovine
a v trojrozmernom priestore. Tieto vektory budu tvorit Specidlny pripad toho, ¢o budeme
nazyvat vektorovy priestor.

N4&s pristup bude opét axiomaticky, ¢o ndm umozni pouzivat dokdzané vysledky okrem
tychto vektorov aj na mnohé iné pripady. Okrem toho vSeobecnost nasich tvah bude vacsia
i vdaka tomu, ze budeme pracovat nad lubovolnym polom.

Definicia 4.1.1. Nech F je pole a V # ) je mnozina. Nech + je bindrna operéacia na V a
kazdej dvojici ¢ € F', a@ € V je priradeny prvok ¢-a € V, pricom plati pre lubovolné ¢,d € F'
aa,peV:

(i) (V,4) je komutativna grupa,
(i) c- (@+fB)=c-a+c-f,
(iii) (c+d)-d=c-a+d-a,
(iv) (¢c-d)-d=c-(d-a),
(v) 1-a=a.
Potom hovorime, ze V' je vektorovy priestor nad polom F.

Namiesto ¢ - @ budeme ¢asto pouzivat strucnejsi zapis ca.

Prvky mnoziny V' budeme nazyvat vektory a spravidla ich budeme oznacovat gréckymi
pismenami a sipkou. Pre prvky pola F' budeme niekedy pouzivat termin skaldry.

Vsimnite si, Ze hoci pre nésobenie v poli F' aj pre nasobenie vektoru skalarom pouzivame
rovnaky symbol, z toho, medzi akymi objektami sa tento symbol vyskytuje je jasné, ktora
z tychto dvoch moznost{ mdme na mysli. (Dalo by sa povedat, Ze vlastnost z definicie
- hovor{ o kompatibilite tychto dvoch operécii.)

Neutralny prvok komutativnej grupy (V, +) budeme oznacovat 0 a nazyvat nulovy vektor.

Inverzny prvok v grupe (V +) budeme oznacovat —& a nazyvame opacny vektor k vektoru
a. Vektor o — ﬂ =a+ (- B) sa nazyva rozdiel vektorov & a 3.

Priklad 4.1.2. Vektory v rovine so s¢itovanim a nésobenim ako ho poznéte zo strednej
skoly, tvoria vektorovy priestor nad polom R (obr. {4.1)).
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QL
=)

Obr. 4.1: Operacie s vektormi v rovine

Priklad 4.1.3. Nech n € N a V = R", teda V pozostava z usporiadanych n-tic redlnych
¢isel, kde n je nejaké prirodzené ¢islo. Potom R™ je vektorovy priestor nad polom R.
Sc¢itovanie vektorov a nasobenie skaldrom definujeme po zlozkéich, ¢im sa mysli

(1,22, @) + (Y102 yn) = (@1 + Y1, 22+ Y2 - T + Yn)
(teda séitame prislusné siiradnice oboch n-tic)
(1,22, .., Tpn) = (cx1,CT2 ..., CTy)

(kazdu suradnicu vynasobime skaldrom c).

Sc¢itovanie a nasobenie pouzité na jednotlivych suradniciach je uz obvyklé s¢itovanie a
nésobenie redlnych ¢éisel (¢, 25 aj yi st redlne ¢isla). E|

Aby sme ukéazali, ze takto skutocne dostaneme vektorovy priestor, treba overit podmienky
z definicie Princip overenia je v podstate rovnaky u vSetkych podmienok z tejto defini-
cie: aby sme overili rovnost dvoch n-tic, stac¢i overif rovnost na Iubovolnej stradnici. Ked uz
pracujeme s niektorou konkrétnou suradnicou, dostaneme rovnost v poli R, ktorej platnost
vyplyva z toho, ze R spiﬁa definiciu pola.

Vlastnost sme uz overovali v tlohe Pretoze dokazy ostatnych vlastnosti su
skuto¢ne velmi podobné, overme pre ilustraciu len vlastnost z definicie vektorového
priestoru. Majme teda Iubovolny vektor & = (z1,...,2,) € R™ a skaldry ¢,d € F. Potom

(c+d)a= ((c+d)z1,...,(c+d)zy,) = (cx1 + dzx1, ..., cxy + dx,) = cd + da.

(Rovnost medzi siradnicovymi vyjadreniami plati vdaka tomu, Ze c,d,z; st prvky pola R,
teda rovnost (¢ + d)x; = cx; + dx; vyplyva z distributivneho zékona.)

V pripade n = 2 dostaneme vektorovy priestor R?, ¢o je vlastne vektorovy priestor z pred-
chadzajiceho prikladu v pripade, ze vektory v rovine zapiSeme pomocou suradnic.

Priklad 4.1.4. Nech V = {f: R — R}, teda V je mnozina vSetkych zobrazeni z R do R.
Tiito mnozinu budeme obvykle oznacovat ako RF.
Pre f,g € V a ¢ € R zadefinujeme scitovanie a nasobenie nasledovne:

(f +9)(@) = f(x) + g(x),
(e Nz):=c- f(z),

1V&imnite si, ze symbol 4+ pouzivame v dvoch vyznamoch: na lavej strane rovnosti oznacuje operaciu na
mnozine R™ a na pravej strane rovnosti operaciu na R. Podobne aj - sa tu vyskytuje v dvoch rozlicnych
vyznamoch. Keby sme chceli byt velmi désledni, mali by sme pre operacie s n-ticami zaviest iné oznacenie.
S podobnou situdciou sme sa uz stretli aj v pripade nasobenia v poli a vo vektorovom priestore nad tymto
polom. Kvéli strucnosti a jednoduchosti oznacenia budeme casto pouzivat zapisy takéhoto typu. Treba si na
to zvyknut.
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kde =z € R. (Na vysvetlenie: v uvedenych rovnostiach si na lavej strane opericie, ktoré
definujeme. Na pravej strane rovnosti ide uz o obvyklé s¢itovanie a ndsobenie realnych ¢isel —
vieme, ze f(z),g(z) € R. Tym, Ze sme zadefinovali funkénti hodnotu v kazdom bode z € R,
st zobrazenia f + g,c- f: R — R jednoznacne urcené. Symboly + a - tu vystupuju opat
v dvoch roznych vyznamoch — podobne ako v predchddzajicom priklade.)

Inak mozeme predchddzajicu definiciu preformulovat tak, Ze v kazdom bode sc¢itame
funkéné hodnoty resp. prendsobime funként hodnotu konstantou.

S tymito operdciami tvorf mnozina R® vektorovy priestor. Dokaz tohoto faktu je do istej
miery podobny ako pre priestor R™. V tomto pripade pri dokaze vlastnosti vektorového pries-
toru overujeme rovnost funkcii, ¢im sa dostaneme k rovnosti funkcii po dosadeni Iubovolného
z € R a ked uz pracujeme s funkénymi hodnotami, si to prvky pola R, ¢ize mozeme vyuzit

vlastnosti pola (tloha [4.1.4)).

f+yg

3f

Obr. 4.2: Operécie v priestore R¥

(V tomto pripade sme nepouzili oznac¢enie pomocou gréckych pismen, ale oznacenie, kto-
ré obvykle pouzivame pre funkcie. Tento priklad by mal ilustrovat, ze prvkami vektorového
priestoru skutoéne mozu byt najrozliénejsie objekty.)

Poznamka 4.1.5. Podobnym spésobom ako pre redlne ¢isla by sme mohli definovat vekto-
rové priestory F™ a F™ nad Tubovolnym polom F (pre akékolvek prirodzené &islo n € N; resp.
pre akikolvek mnozinu M). Overenie, Ze st to naozaj vektorové priestory by bolo takmer
rovnaké ako v pripade F' = R. (VSimnite si, Ze sme nepouzili Ziadnu vlastnost, ktord by bola
Specifickd pre R a neplatila v Tubovolnom poli.) S priestorom F™ sa eSte stretneme neskor.

Podobne ako v pripade poli budi nasledovat niektoré zakladné vlastnosti, ktoré sa daja
lahko odvodit priamo z definicie vektorového priestoru.
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50 Vektorovy priestor

Veta 4.1.6. Nech V je vektorovy priestor nad polom F', c€ F a d € V.

prive vtedy, ked ¢ =0 alebo & = 0,

(=1}

c-a—
(d) (—¢)-d=—c-a.
Dékaz. @ Ked rovnost 0 = 0 + 0 vynasobime vektorom &, dostaneme

N o (e - -
0~a:(0+0)a0~a+0~a
(Vyuzili sme aj vlastnost z definicie vektorového priestoru.) Zo zdkona o krateni (v grupe
(V,+)) dostaneme 0 - & = 0.
(b)) Budeme postupovat velmi podobne, tentokrat skaldirom ¢ € F' vynésobime rovnost
0 = 0 + 0 a pouzijeme vlastnost (ii) z definicie vektorového priestoru. Dostaneme
= 73 - -
c-0=c-(040) c~0+c-0,
z ¢oho vyplyva (opét na zéklade zédkona o krateni v grupe (V,+)), ze ¢- 0 = 0.
Nech c- @ = 0 a ¢ # 0. Potom existuje k prvku ¢ inverzny prvok ¢~!. Vynisobenim
uvedenej rovnosti prvkom ¢! zlava dostaneme

Lava stranu mézeme upravit ako

=

cYe-a) (1.

&
QL
Il
—_
o]}
Il
Q

Pre prava stranu mame
c1.08g
podla prvej ¢asti tejto vety. Dostali sme teda rovnost & = 0.
@ Jednoduchou tpravou dostaneme

=

c-o'z'—l—(—c).d’(c—c)éi:()-d’ 0.

Cvicenia

Uloha 4.1.1. Nech @ = (1,3,6), § = (2,1,5), ¥ = (4,-3,3). Vypoditajte 7@ — 35 — 27,
2d — 383 + 7 vo vektorovom priestore R3. [(-7,24,21), (0,0,0)]

Uloha 4.1.2. Ukéite, Ze F je vektorovy priestor nad F.

Uloha 4.1.3. Nech V je mnozina vietkych postupnosti redlnych ¢isel. Pre postupnosti a =
(an)Sey a b = (by)52, definujeme a + b = (an, + b,)52; a c.a = (c.a,)5%,. Overte, ze V' s
tymito operdciami tvori vektorovy priestor nad polom R.
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Uloha 4.1.4. Nech M je neprazdna mnozina, F je pole. Potom mnozina vietkych zobrazeni
f+ M — F so s¢itovanim a nédsobenim definovanym po bodoch (pozri priklad tvori
vektorovy priestor nad polom F. (Ak sa Vam zdé tdto tloha prili§ zlozitd, rieste ju iba pre
F=M=R)

Skiste si tiez uvedomit, Ze tymto spdsobom sme stcasne overili, Ze priestory F™ (priklad
a poznamka , FF (priklad a poznamka a postupnosti prvkov z F
(tloha tvoria vektorové priestory. (Postupnosti mozeme chépat ako zobrazenia z N do
F'. Usporiadané n-tice moéZzeme chépat ako zobrazenia z {1,2,...,n} do F.)

Uloha 4.1.5. Nech F' je Iubovolné pole a nech @ je lubovolny prvok. Nech V = {@}. Na
V zavedieme operdciu séitovania ako @ + & = @ a ndsobenie skaldrom c.@ = & (pre kazdé
¢ € F). Dokéazte, ze V je vektorovy priestor nad polom F'.

Uloha 4.1.6. Overte, Ze Zy X Zy so séitovanim a nésobenim skaldrom definovanym po
zlozkach tvori vektorovy priestor nad polom Zs.

Uloha 4.1.7. Nech F je pole, V. = F". Definujeme (21,...,2n) + (Y1,... yn) = (x1 +
Ylyeo oy Tn +Yn), (T1,. ., Tpn) = (CT1, ..., CTp) PTE C, L1, .., TnyY1,---,Yn € F. Potom V je
vektorovy priestor nad polom F'.

Uloha 4.1.8. Kolko prvkov mé vektorovy priestor (Z3)™? Comu sa v tomto priestore rovna
a+a+a?l
Uloha 4.1.9. Overte, 7e vietky zobrazenia f: (0,1) — R so s¢itovanim a nasobenim skal4-

rom definovanym po bodoch tvoria vektorovy priestor nad polom R.

Uloha 4.1.10. Overte, ze R je vektorovy priestor nad Q, C je vektorovy priestor nad R, C
je vektorovy priestor nad Q. Je C vektorovy priestor nad Z7

Uloha 4.1.11. Nech V je vektorovy priestor nad polom F, ¢, ¢y ...c; € F,
Dokézte, ze potom plati c(@1 +...d,) = cd1 + ...+ ¢clpn, (1 +...+cp)d
Comu sa rovnd (¢1 + ...+ cg)(@1 +...ap)7

&, A EV.
=c1ad+...+cpd.

Uloha 4.1.12. Dokézte, ze vo vektorovom priestore V nad polom F' pre kazdé &, E eV,
¢ € F plati: .
a) c(@—f) =cd—cp

)= (@B -7

Uloha 4.1.13. Pre celé &slo n a vektor @ definujeme n x @ podobnym spdésobom, ako sme
definovali n x a pre prvok a nejakého pola F'. Dokézte, Ze potom plati n x (c.@) = c.(n x &).

Uloha 4.1.14. Zistite, ¢i R x R s operdciami + a - definovanymi tak, ze (a,b) + (¢,d) =
(a + ¢,b+ d) pre Iubovolné (a,b),(c,d) € Rx R ar-(a,b) = (ra,2rb) pre lubovolné r € R,
je vektorovy priestor nad R.

Uloha 4.1.15. Zistite, ¢ (RT,®,®) je vektorovy priestor nad R, ak definujeme = &y = zy,
cOx=aprez,y € RY ceR.
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4.2 Podpriestory

Definicia 4.2.1. Ak V je vektorovy priestor nad polom F, S # () a S C V, tak S nazveme
podpriestorom (alebo tiez vektorovym podpriestorom) priestoru V, ak

(i) pre Iubovolné &, 5 € S plati @+ 3 € S,
(7i) pre lubovolné & € S a ¢ € F plati cd € S.

Inymi slovami, podpriestor vektorového priestoru V je taka podmnozina S, ktord je uzav-
retd vzhladom scitovanie aj vzhladom na nasobenie skalarom.

Poznamka 4.2.2. Vsimnime si, ze kazdy podpriestor S priestoru V' musi obsahovat nulovy
vektor 0. Vyplyva to z toho, Ze S # (), teda obsahuje asponi jeden vektor a. Z uzavretosti na
nasobenie skaldrom vyplyva, Ze musi obsahovat aj vektor 0 = 0 - &.

Priklad 4.2.3. Priamku v rovine, ktora prechadza pociatkom suradnicovej stustavy, mozeme
chapat ako mnozinu vektorov (obrdzok [4.3]). Tdto mnoZina tvori jej vektorovy podpriestor.

A

Obr. 4.3: Priamka v rovine ako priklad vektorového podpriestoru

Priklad 4.2.4. Nech V = R3 afl
S={(z,y,2) eR*x+y+2z=0}

Potom S je podpriestor priestoru V. Overime podmienky z definicie podpriestoru.
Ak d = (z,y,2) € Sapf=(,y, 2), znamend to, ze

z+y+2=0,
Z+y +72=0.

Scitanim tychto 2 rovnic dostaneme
(@+2)+@+y)+(z+2) =0,

preto aj vektor &Jrg = (z42',y+y/, 24 2') spliia podmienku, pomocou ktorej sme definovali
podmnozinu S.

2Hoci v tomto priklade ndm staéi overit definiciu, nie je na skodu uvedomit si aj to, ¢o predstavujii
vektory zo zadaného podpriestoru geometricky. Zo strednej skoly by ste mali vediet, Ze pre lubovolné realne
¢isla a, b, c,d € R také, ze (a,b,c) # 0, mnozina bodov z R3 vyhovujtica rovnici az + by + cz = d je rovina.
Navyse viete, ze (a,b,c) je normdlovy vektor tejto roviny. Teda v nasom pripade mdme rovinu kolmu na
vektor (1,1, 1) prechddzajicu poéiatkom stradnicovej stistavy.
Podobne ak by sme pracovali v R?, tak mnozina bodov v rovine vyhovujtcich rovnici az+by = ¢ (kde a,b € R
sd nejaké redlne ¢isla a (a,b) # 0), je priamka, ktorej normélovy vektor je (a,b).
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Ak x + y + z = 0, tak prendsobenim konstantou ¢ dostaneme
cx +cy+cz =0,
teda c@ = (cx,cy,cz) € S.

Priklad 4.2.5. Ak V je Iubovolny vektorovy priestor, tak S = {6} je podpriestor priestoru
V.

Skutocne, jediny mozny sucet, ktory mozeme dostat z prvkov Sje 040 = 0, a tato
mnozina je uzavretd aj vzhladom na ndsobenie skaldrom, ¢0 = 0.

Lahko sa d& overit aj to, ze V' je podpriestor V| t.j. kazdy vektorovy priestor je podpries-
torom samého seba.

Poznamka 4.2.6. Ak S je podpriestor vektorového priestoru V nad polom F', tak aj S
je vektorovy priestor nad F (s operdciami rovnako definovanymi ako v priestore V, inak
povedané, ,zdedenymi“ z V).

To nam déava dalsiu moznost, ako overit, Zze nejakd mnozina je vektorovy priestor nad
F. V pripade, Ze ide o podmnozinu nejakého iného vektorového priestoru (pre ktory sme uz
overili vsetky vlastnosti), stac¢i ndm len overit podmienky z definicie podpriestoru.

Pri vysvetleni, preco to plati, si mézeme uvedomit aj o nieco vseobecnejsie pravidla, ktoré
funguju pri overovani axiém nejakého tvaru. Chceme overit, ¢i S je vektorovy priestor — pri
tom mame overit viacero vlastnosti.

Ako prvé vlastnosti madme podmienky, Ze + je bindrna operdcia na S a nédsobenie ma
prvku ¢ € F a vektoru & € S priradit opét prvok z S. To zabezpecia podmienky ,
z definicie vektorového podpriestoru.

Dalsou podmienkou je, Ze (V, +) je komutativna grupa. Poziadavku asociativnosti mézeme
zapisat v tvare

(v, 5,7 € S) @+ B)+7=a+ (B +7).

Teda je to vyrok, ktory hovori, ze pre vSetky prvky z S ma platit nejakd rovnost. Pretoze
ale uz vieme, ze tato vlastnost plati pre lubovolné prvky z vécésej mnoziny V', tym skor musi
platit pre Iubovolné prvky z jej podmnoziny S.

Analogicky argument samozrejme funguje aj pre kazdu vlastnost, ktordt moézeme zapisat
len pomocou vseobecného kvantifikatora a nejakej rovnosti. Vdaka tomu pre S nemusime
overovat ani vlastnosti (i ) z definicie vektorového priestoru (definicia a komu-
tativnost operacie +.

Ked overujeme existenciu neutrdlneho a inverzného prvku v (S,+), sme v trochu inej
situdcii. Existenciu neutralneho prvku mdézeme zapisat v tvare

(Fge S) (VvaeS)e+d=a,

tentokrat v nasej podmienke vystupuje okrem vseobecného kvantifikatora aj existencény kvan-
tifikator. Z poznamky vieme, ze 0 patri do S. Vieme, 7e 0 je neutralny prvok vo (V,+).
Teda spliia podmienku

(VaeS)0+ad=

O podmienkach takéhoto tvaru sme sa pred chvilou uz presvedcili, Ze sa dedia na podmnoziny.
Stcasne vieme, ze 0 € S. Preto 0 je neutrdlny prvok aj v (S, +).
Existenciu inverzného prvku mézeme zapisat podmienkou

(VaeS) (3FeS)a+ =0,
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ktord hovori, ze ku kazdému vektoru @ ma existovat inverzny prvok na scitovanie. Vieme
v8ak, ze & m4 inverzny prvok —a vo (V,+). Podobnym spdsobom, akym sme dokdzali jed-
noznac¢nost neutralneho prvku v tvrdeni by sme vedeli dokazat, Ze aj inverzny prvok
v S musi byt ten isty, ako inverzny prvok vo V. Teda jediné, ¢o potrebujeme zistit, je ¢i aj
vektor —a@ patri do S. To vsak vyplyva z toho, ze —@ = (—1).&, teda podla podmienky
patri do S.

Tvrdenie 4.2.7 (Kritérium vektorového podpriestoru). Nech V' je vektorovy priestor nad
polom F'a S CV, S # (). Potom S je podpriestor V prdve vtedy, ked pre lubovolné c,d € F
ad,B eV plati

afes =  ca+dfes. (4.1)

Dokaz. Ako sme uz niekolkokrat spomenuli, ekvivalenciu 2 vyrokov mdézeme dokézat tak, ze
dokazeme implikacie oboma smermi.

To, Ze S je neprazdna, overovat nemusime, pretoze tdto podmienka sa vyskytuje v oboch
pripadoch.

Ak 62,5 € S, tak podla plati cad € S a dg € S. Z toho na zéaklade dostaneme
cd+df e S.

Ak mnozina S spliia podmienku , tak dosadenim ¢ = d = 1 dostaneme, ze S
spi. Ak zvolime d = 0, dostaneme podmienku . O

Dalsia vlastnost, ktord bude pre nas uzito¢na, je fakt, ze prienik dvoch podpriestorov
vektorového priestoru je opéf podpriestor.

Veta 4.2.8. Ak S a T su podpriestory vektorového priestoru V', tak aj S N'T je podpriestor
V.

Dékaz. Pretoze 0 € Sajle T, plati 0 € SNT, ¢ize SNT # 0.
Overfme podmienku (4.1). Ak &, 5 € SNT, tak plati c@ +df € S (lebo S je podpriestor
V) a stcasne c@ + df € T (lebo T je podpriestor V). To znamend, ze c& + dg € SNT. O

Tvrdenia takéhoto typu sa jednoduchym sposobom daji rozsirit z dvoch objektov na
TubovoIny koneény pocet. (Pokuste sa to overit podrobne.)

Dosledok 4.2.9. Nech n € N. Ak S1,Sa,...,S, si podpriestory priestoru V, tak aj (), S;
je podpriestor priestoru V.

Velmi podobnym spoésobom, ako sme dokédzali vetu[d.2.8] sa da overit, ze podobné tvrdenie
plati aj pre nekonecéne vela podpriestorov.

Veta 4.2.10. Nech I # 0 je lubovolnd neprizdna mnoZina a S; je podpriestor priestoru V

pre kazdé i € I. Potom aj (),c; Si je podpriestor priestoru V.

Dékaz”. Oznaéme S = Nics Si- Staci si uvedomit, Ze vektor ¥ € S prave vtedy, ked pre

vsetky i € I plati 4 € S;. Na zdklade toho dostaneme

afeS = (Viehafes = (Vielci+dfeS; = ca+dies.

Podla tvrdenia [£.2.7 je teda S vektorovy podpriestor priestoru V. O
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Cvicenia
Uloha 4.2.1. Podrobne dokézte dosledok m

Uloha 4.2.2. Dokézte, 7e mnozina vietkych funkeif f: R — R, ktoré st tvaru a + bcos z +
csinz pre nejaké a, b, ¢ € R tvoria vektorovy podpriestor priestoru vsetkych redlnych funkcii
RE,
Uloha 4.2.3. Ktoré z tychto mnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru R3?

) M = {(iEl,l'g,{L'd)ERg T EZ}

b) M = {(z1,22,23) € R% 2, = 0}

c) M= {(ml,xg,xg)ER3;m1:O\/x2=O}
d) M = {(.131,332, 3) S Rg;gl‘l +4x9 = 1}
)M {(Il,JZQ, 3)€R3;7$17$2:0}

f) M = {(1’171'2, 3) S R3;1'1 + T2 = £C3}

g) M = {(21,22,23) € R?; |21] = |22}
h)M {(.Tl,xg,.%‘g,)ER X1 +.’II2—|—LIT3>O}

M

{(1'1;33%-733) S R ,2.I‘1 = —T92 = x3}
= {(z1,22,73) € R 21 + 2o + 23 = 0}.

Uloha 4.2.4. Ktoré z tychto podmnozin tvoria vektorovy podpriestor priestoru redlnych
funkcif RR?

a) funkcie f: R — R s vlastnostou 2f(0) = f(1)

b) nezdporné funkcie

¢) funkcie f: R — R s vlastnostou f(1) =1+ f(0)

d) funkcie f: R — R s vlastnostou (Vo € (0,1)) f(z) = f(1 — x)

e) ohraniCené funkcie f: R —» R

f) spojité funkcie f: R — R

h) funkcie f: R — R také, Ze existuje koneénd ml;ngo flx)

i*) funkcie f: R — R také, Ze existuje koneéna alebo nekoneénd lim f(z).
T—00

Uloha 4.2.5. Overte, ¢

a) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami,

b) mnozina vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami stupna najviac n,

¢) mnozina vSetkych polyndémov parneho stupiia,

d) mnozina vSetkych polynémov stupitia préave n

st vektorové priestory. Sc¢itovanie a nasobenie skalirom definujeme rovnako ako pre redlne
funkcie.

Uloha 4.2.6. Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V nad polom F. Ukézte, 7e
S UT je podpriestor priestoru V prave vtedy, ked S C T alebo T'C S.

Uloha 4.2.7. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a S #* (Z)Je podmnozina V. Ukazte,
7e S je podpriestor V' prave vtedy, ked pre lubovolné ¢ € F a &, B € S plati ca + 6 es.

4.3 Linearna kombinécia, linearna nezavislost

4.3.1 Linearna kombinacia a linearny obal

Definicia 4.3.1. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Hovorime, ze vektor & je
linedrnou kombindciou vektorov &y, ds, ..., d,, ak existuja skalary ci,cs,...,c, € F také,
ze

= 1071 + a0 + -+ + ¢ 0.
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Skalary cq,ca, ..., c, nazyvame koeficienty linedrnej kombindcie.

Priklad 4.3.2. (1,0) 4+ (0,1) = (1,1), teda vektor (1,1) je linedrna kombindcia vektorov
(1,0) a (0,1) v RZ.

2-(1,0,0) +3-(0,1,0) = (2,3,0), teda vektor (2,3,0) je linedrna kombinacia vektorov
(1,0,0) a (0,1,0) v R,

Tvrdenie 4.3.3. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Ak &y,ds,...,0, € V, tak
mnozina
M ={c1d) + cada+ -+ cpdp;c; € Fprei=1,2...,n}

je podpriestor vektorového priestoru V.

Tento podpriestor nazyvame linedrny obal vektorov dy,ds,...,d, alebo podpriestor ge-
nerovany vektormi dy, ds,...,d,. Oznacujeme ho
M =:[d4,ds,...,4].
Ak plati [, d8a,...,d8,] = V, hovorime, Ze vektory d&i,ds,...,d, generuju vektorovy
priestor V.
Definicia mnozZiny [@1, @, . .., d&y] vlastne hovori, Ze [@1, da, .. ., &@,] je mnozina vsetkych
linearnych kombinécii vektorov dy, ds, ..., dy.

Doékaz. Aby sme dokézali, ze M je podpriestor vektorového priestoru V', sta¢i nam overit, ze
tato mnozina je uzavretd na scitovanie a skalarne nasobky.
Ak mame dva vektory

€101 + cadia + -+ + cpdiy

a =
B = di1@1 + da@s + - + dpdin

tak aj vektor & + E: €101 4 colla + -+ - + @y + d10y + doda + -+ - + dpdy, = (c1 +dp)d1 +
(ca +d2)ay + -+ (¢n + dyp)d, mé tvar, aky pozadujeme v definicii mnoziny M. Takisto pre
¢ € F dostaneme

cd = c(e1@y + coda + -+ + cpdy) = cc1dy + ceady + + -+ + cepdy,

Cize aj vektor cd patri do M. O

Priklad 4.3.4. Pre vektorovy priestor R? plati R® = [(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)].

Skutoéne, lubovolny vektor (z,y, z) € R3 sa d4 vyjadrit ako linedrna kombindcia z(1, 0, 0)+
y(0,1,0) + 2(0,0,1).

Podobne sa da dokézat, ze [(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)] = R™.

Na vygenerovanie podpriestoru S = {(z,y, z) € R®; +y+2 = 0} dokonca stacia 2 vektory.
Vsimnime si, ze rovnica £ +y+ z = 0 je ekvivalentna s rovnicou z = —z —y, teda podpriestor
S moézeme zapisat aj v tvare S = {(z,y, —x — y); x,y € R}. Teraz uz vidime, ze kazdy vektor
z S sa da zapisat ako linedrna kombindcia (x,y,—x —y) = x(1,0,—1) + y(0,1,—1) a plati
§=1[(1,0,-1),(0,1,-1)].

Vsimnime si, ze kazdy podpriestor, ktory obsahuje vektory a1, da, . . ., @, musi obsahovat
aj vSetky ich linedrne kombindcie (pretoze ich vieme dostat opakovanim sé¢itovania a ndsobe-
nia skaldrom a na tieto 2 operdcie si podpriestory uzavreté). Teda podpriestory st uzavreté
vzhladom na linedrne kombinécie vektorov. Toto tvrdenie sformalizujeme a dokéZeme v na-
sledujticej leme.
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Lema 4.3.5. Ak dy,ds,...,d, € S, kde S je podpriestor vektorového priestoru V nad polom
F, aj ich lubovolnd linedrna kombindcia c10q + cads + - -+ + ¢, @y patri do podpriestoru S.

Doékaz. Chceme ukazat, ze IubovoIné linedrna kombindcia ¢y + cadlp + - - - + ¢y, patri do
S. Budeme postupovat indukciou vzhladom na k.

1° Pre k = 1 prakticky niet ¢o dokazovat. (Dokazovany vyrok pre k = 1 je & € S =
ca € S.)

Pre k = 2 dostaneme tvrdenie d1,ds € S = c¢1d; + cads € S, ktoré vyplyva z kritéria
vektorového podpriestoru (tvrdenie [4.2.7)).

2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre linedrnu kombinaciu k vektorov. DokézZeme, ze
plati aj pre (k + 1) vektorov.

181 + cda + -+ + cpp18r1 = (c101 + c2lla + -+ - + k) + Cry10k41 €S

es

Podla indukéného predpokladu linedrna kombindcia k vektorov (prva zatvorka) patri do S a
po pripoc¢itani vektora cg41dk41 (ktory tiez patri do S) dostaneme opét vektor z S. O

Tato lema vlastne hovori, Ze podpriestor je uzavrety vzhladom na tvorbu linearnych kom-
binacii. Tito podmienku by sme mohli pridat ako dalsiu ekvivalentnii podmienku hovoriacu,
kedy je neprédzdna podmnozina vektorového priestoru podpriestorom. (Zatial mame dve ta-
kéto podmienky — definiciu podpriestoru a kritérium vektorového podpriestoru.)

Veta 4.3.6. Ak d1,ds,...,0, € S, kde S je podpriestor vektorového priestoru V' nad polom
F, tak [&1;&27~'~7&n] Q S.

Dokaz. Vyplyva z predchadzajicej lemy. O

Poznamka 4.3.7. Predchddzajica veta hovori, Ze podpriestor [d1, da, ..., d,] je najmensi
podpriestor priestoru V', ktory obsahuje vektory a1, ds, ..., dy.

Pod slovom najmensi tu rozumieme, ze ak S je taky podpriestor V', ze &1, ds, ..., d, € S,
tak [d1,d2,...,d,) € S. (Casto sa pouziva aj termin najmensi vzhladom na inkliziu.)

Tento podpriestor je prienikom vSetkych podpriestorov V', ktoré obsahuju vektory @y, da, . . .

PretoZe prienik podpriestorov je opét podpriestor (veta|4.2.10) dostaneme takto podpriestor
priestoru V. Pretoze sme urobili prienik vsSetkych podpriestorov, je takto ziskany prienik
najmensi podpriestor vzhladom na inklaziu, ktory obsahuje a1, da, ..., d,.

Veta 4.3.8. Nech dy,ds,...,d, €V, E e V, kde V je vektorovy priestor nad polom F.
Potom (3 je linedrnou kombindciou vektorov dy,ds, ..., 0, prdave vtedy, ked

[&17&27“-’&1@] = [&17&%---7&7175]'

Dékaz. Chceme ukdazat rovnost 2 mnozin — to mézeme dokazovat tak, ze dokazeme obe
inkltzie. Pritom inkltzia [@,ds,...,d&,] C [d@1,ds,. .., 0, 8] je zrejma. Opacnd inklizia

vyplyva z toho, Ze ak mdme nejaky vektor ¥ € [d1,dla, . .., @y, 8], Co znamena, Ze
’_)7:(21621+620_22+"'+Cn62n+6ﬂ
pre nejaké c1,ca, ..., Cn, c € F aak vieme, ze § je linearna kombinacia vektorov @y, ds, . . ., an,

Cize
B =did1 + dads + -+ - +d,a,
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pre nejaké dy,ds, ..., d,, tak ipravou dostaneme
v = crdr+caliat - e dntedidytedodo+t - Fedndy, = (c1+cdy)d1+(catced2)dr+. . A (ep+edy,)dn,

¢o znamena, ze
v e [0&1,0[2,. .. ,an}.
(Struéne: Linedrna kombinécia linedrnych kombindcii je opéf linedrna kombindcia.)
Podla predpokladu 8 € [d1,ds,...,d,], teda B je linedrna kombindcia vektorov
A1, 02,...,0n. ]

4.3.2 Linearna nezavislost
V tejto podkapitole zadefinujeme pojem, ktory bude pre nas v dalsom studiu velmi dolezity.

Definicia 4.3.9. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Vektory dy,...,a, € V si
linedrne zdvislé, ak existuju cq,...,c, € F, ktoré nie st vsetky nulové a plati

a1+ -+ e a, =0.

(Strucne: 0 je nenulovou linedrnou kombindciou vektorov a, ..., dy.)
V opacnom pripade hovorime, ze vektory @, ..., d, linedrne nezdvislé.

Priklad 4.3.10. Najprv sa pozrime na niektoré Specidlne pripady. Ak n = 1, teda ak mame
len jediny vektor @, tento vektor tvori linedrne zévisli mnozinu prave vtedy, ked & = 0
(vyplyva to z vety (c))-

Ak n = 2, ¢ize mame 2 vektory & a 5 , tak st linedrne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich
je ndsobkom druhého, ¢ize @ = ¢/ alebo 3 = c@ pre nejaké ¢ € F' (tloha .

Vektory (0,1), (1,0), (1,1) € R? st linedrne zavislé, lebo 1-(0,1)+1-(0,1)—1-(1,1) = (0,0).
(Nulovy vektor v R? je (0,0).)

Ekvivalentne mozeme linedrnu nezavislost definovat tak, ze vektory dy, ..., &, si linedrne
nezavislé prave vtedy, ked plati implikacia

Cld1+62&2+"'+07l&n:6 = 61262:_,_207120. (42)
Téato formulécia linedrnej nezavislosti bude pre nas ¢asto vyhodnejsia pri overovani, ¢i nejaké
vektory st linedrne nezavislé.
Priklad 4.3.11. Vektory (1,0), (0,1) vo vektorovom priestore R? st linedrne nezavislé. Sku-
toCne, z rovnosti ¢1(1,0) 4+ ¢2(0,1) = (c1,¢2) = (0,0) vyplyva ¢; = ¢5 = 0.

Poznamka 4.3.12. Aby sme si ozrejmili, Ze uvedené dve definicie linearnej nezavislosti st
skutoc¢ne ekvivalentné, potrebujeme si najprv pripomenit, ako sa neguju vyroky s kvantifi-
kétormi ]

Pre negacie vyrokov s kvantifikdtormi platia dve jednoduché pravidl4 (pozri :

-[(Ve)P(x)] & (Fz)(=P(2)),
S[Gx)P(@)] e (Vo) (=P(2).

3Ako sme si uz kedysi povedali, kvantifikitory si len spésobom na zépis istého druhu vyrokov. Tu sice
odvodime ekvivalenciu tychto 2 definicii pomocou forméalnych pravidiel pre pracu s kvantifikdtormi, je to vsak
presne to isté, ¢co dostaneme aj logickou tivahou, kvantifikdtory ndm poslizia len na strucnejsi, jednoduchsi
a prehladnejsi zapis tychto tvah.

58



KAPITOLA 4. VEKTOROVE PRIESTORY 99

(Teda existenény kvantifikitor sa meni na vSeobecny a obratene a vyrok pod kvantifikdtorom
sa zneguje.)

My by sme radi overili, ¢i je skutocCne negaciou definicie linedrne zavislych vekto-
rov. Pokisme sa teda najprv prepisat definiciu linedrne zévislych vektorov. (Sndd jedinym
drobnym problémom je, ako zapisat, ze aspon jeden zo skaldrov ¢i,...,¢, € F je nenulovy.)

Spominani definiciu by sme mohli zapisat takto

(Feryooyen € F)lerdn + -+ ¢ =0A(c1 0V e Z0V... Ve, #0)].

Teraz uz pouzitim pravidiel o negovani vyrokov s kvantifikitormi a de Morganovych
zékonov dostaneme

(Ver,..yen € F)lerdy + -+ ¢l 20V (1 =0Aca=0A... A, =0)].

Ked si uvedomime, ze =P V @ je vlastne iny zépis implikdcie P = @ (inak povedané,
(=PV Q)& (P = Q) je tautoldgia, pozri tlohu [2.1.1)) vidime, Ze sme dostali

(Vn e N)(Vep, .. yen € )@+ +epd@n=0=>c1=co=...=¢, =0),
¢ize implikaciu (4.2)).
Nasledujice vysledky budu pre nds velmi uzito¢né v nasledujicej podkapitole.

Veta 4.3.13. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech n je prirodzené cislo, n > 2
adi,...,a, € V. Vektory dy,...,ad, si linedrne zdvislé prave vtedy, ked niektory z nich je
linedrnou kombindciou ostatnych.

Dékaz. Ak su vektory a, ..., d, linedrne zavislé, znamen4 to, ze plati rovnost
101+ +eca, =0

pre nejaké ¢y, ...,c, € F, ktoré nie st vSetky nulové. Zvolme si niektory nenulovy index ¢; #
0. Pretoze ¢; # 0, existuje inverzny prvok c; !, Upravou predchadzajiicej rovnosti dostaneme

—Ci0y =C10 + -+ G101+ Cip1 (g1 T CpQln

_, 1. = -1 = —1 A, Sle,d
—d; =c¢; terdy 4+t C; Cim1041 + C; Ci+10G+1 4+ o+ C; Cplin
1 -

- — —1 - -1 - 1. =
o =—C €101 —...—C Ci10;_1 —C Cip1Q®41 — ... —C; CpQp

Teda d; je linedrna kombindcia ostatnych vektorov.
Bez ujmy na Véeobecnostiﬁ nech vektor, ktory je linedrnou kombinéciou ostatnych,
je vektor @;. To znamena, ze
0 = cplip + -+ - + cpQn,

Cize

—1-d1 +cds + -+ +c,a, =0.
Zistili sme, ze 0 sa d4 ziskat ako linedrna kombinacia vektorov as, ..., d,, pricom hned prvy
koeficient —1 je nenulovy. O

1Frizu ,bez ujmy na vSeobecnosti“ najdete v matematickych textoch dost ¢asto. Mysli sa tym, Ze po-
uzijeme dodatocny argument, ktory moze o nieco zjednodusit zapis dokazu alebo dokaz, ale je zrejmé, ze
analogicky dokaz by platil aj bez tohoto predpokladu. Napriklad v tomto pripade ndm vyber vektora di
umozni jednoduchsi zapis a navySe vSeobecni situdciu vieme previest na tento pripad vhodnym precislova-
nim vektorov. Ind moznost by bola postupovat podobnym postupom ako v predchadzajicej casti dokazu,
znamenalo by to vSak o nieco komplikovanejsi zapis.
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Veta 4.3.14. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Nech ai,...,d, € V su vektory
také, zZe ay # 0. Vektory d,...,0, st linedrne zdvislé prave vtedy, ked niektory z nich je
linedrnou kombindciou predchddzajucich.

Dékaz. Implikécia vyplyva z predchadzajicej vety.
Implikaciu dokazeme velmi podobnym sposobom ako v predchadzajicom dokaze.
Ak vektory a1, ...,d, su linedrne zavislé, znamend to podla (4.2)), ze

a1+ +cpa, =0

pre nejaké ci,...,c, € F, priCom aspoii jedno ¢;, i € {1,2,...,n} je nenulové.
Nech k € {1,2,...,n} je posledny index z tejto mnoziny, pre ktory je ¢ nenulové. (Taky
index existuje, pretoze mnozina {1,2,...,n} je koneénd. NavySe, plati k > 2, pretoze &; # 0.)

Potom predchadzajicu rovnicu mézeme prepisat do tvaru
101 + codp + -+ - + =0
a upravou dostaneme
CLOp = —C101 — CaQlp — +*+ — Clp—10k—1.

Pretoze ¢ # 0, existuje inverzny prvok 0;1. Ked predchidzajticu rovnost prendsobime clzl
dostaneme

- 1 = 1 = -1 -

O = —C, C10] — €, Coig — -+ — Cp Cp—10f_1,

teda @ je skutocne linedrnou kombindciou predchadzajucich vektorov. O

Nasledujtica veta bude klicova pri definovani dimenzie vektorového priestoru v nasledu-
jucej kapitole.

Veta 4.3.15 (Steinitzova veta o vymene). Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Ak
V =1d,...,d,] (vektorovy priestor V' je generovany vektormi &, ...,&,) a f1,...,0s €V
st linedrne nezdvislé vektory, tak

(i) s <m,

—

(ii) z vektorov &i,...,d, sa dd vybrat n — s vektorov, ktoré spolu s vektormi 51, covy B
generuju V.

V pripade, ze vam nie je uplne jasné, ¢o hovori tato veta, mozete sa pozriet na priklad
[4:33:16] pripadne si vyskusat urobit dalsie podobné priklady sami.

Dékaz. Matematickou indukciou vzhladom na s.

1° Tvrdenie plati pre s = 0. Vtedy mame 0 vektorov, k nim mame pridat n — 0 = n
vektorov, t.j. vektory &, ..., d, nijako nemenime. (A sdicasne plati aj 0 < n.)

Pozrime sa aj na pripad s = 1. (Azda to trochu pomoéze tomu, aby bol indukény krok
jasnejsi — kedZe argumenty, ktoré pouzivame tu a v indukénom kroku, si do istej miery
podobné.)

Vektor 31 je linedrne nezavisly, teda nenulovy. Pretoze 51 € V, je vektor 51 linearna
kombinacia vektorov dq,...,d&,. To znamena, ze vektory ﬁl, Adi,...,0, su linedrne zavislé.
Preto niektory z nich je linedrnou kombinaciou predchadzajtcich. Pritom to nemdze byt
vektor ﬁl, lebo 51 #£0.

Ak a; je linedrna kombindcia predchddzajicich vektorov, tak podla vety V =
[@1,...,an] = [B1,01, ..., 0] = [B1, 81,y Aie1,@ig1y .y O
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Pretoze V = [d, ..., d,] obsahuje aspon jeden nenulovy vektor By, plati V # {0}an>1.

2° Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre ¢islo s. Budeme sa snazit dokazat, ze plati aj
pre s + 1.

Mame teda danych s+1 linedrne nezéwiblych vektorov ,6_”1, ey ﬁ5+1 € V. Podla indukéného
predpokladu vieme vektory 51, ceey ﬁs doplnit n — s vektormi spomedzi vektorov &y, ..., d,
tak, aby generovali cely priestor. Dalej plati s < n.

Predpokladajme, Ze by platilo s = n. To by znamenalo, Ze (podla indukéného predpo-
kladu) sa daju vektory f1,...,8s doplnit n — s = 0 vektormi, ¢ize V = [1,..., [s]. Pretoze

ﬂ_;H S [51, ce 55], vektor B;H je linedrna kombinécia vektorov 517 ..., Bs, Co je spor s tym,
ze vektory f31,. .., Bs+1 su linedrne nezavislé. Musi teda platit s < n, ¢ize
s+1<n.

Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze vektory, ktorymi mézeme doplnit
B1,...,08ssa Vektory A1y neey Qe 5 (Takuto situdciu vieme dosiahnut vhodnym prec¢islovanim
vektorov @y, ..., an.) Platl teda ﬁs+1 eV =[01,...,8s01,...,0n_s]

7 toho Vyplyva 7e vektory ﬁl, e ,BS+1,a1, ...,0p_s s linearne zavislé, ¢ize niektory
z nich je linedrnou kombinéciou predchadzajucich vektorov. Nemoze to vsak byt ziadny z vek-
torov ,6_”1, ey 554_1, lebo tieto vektory su linearne nezavislé. Musi to byt niektory z a1, ..., &, —s,
bez ujmy na vseobecnosti nech je to &, _s. Z vety potom dostaneme

V=181, Bog1, 0155 Qnes] = [Br,y ooy Bsi1, Q1 vy O (s41))-

O

7 ddékazu moézeme vidiet, preco sa predchadzajica veta nazyva veta o vymene. V induk¢é-
nom kroku sme vymenili jeden z vektorov &y, ..., d, za vektor B:H.

Vsimnime si, Zze na konci predchadzajiceho ddkazu moéze nastat aj situdcia n = s + 1,
vtedy zapis di,...,d,_(s+1) predstavuje 0 vektorov. Mozno trochu neobvykly zdpis — ale
dé sa lahko si uvedomit, ze pripad n = s + 1 by fungoval v podstate rovnako. (Nie s tam
problémy s tym, Ze by sme uvazovali linedrny obal prazdnej mnoziny vektorov — st tam totiz
aj vektory fS1,...,Bst1.)

Podobne podmienka n > 2 vo vete a podmienka & # 0 vo vete sltzia prave
nato, aby sme sa vyhli pripadu, ze v dokaze (alebo uz priamo v tvrdeni vety) sa vyskytne
linedrny obal prazdnej mnoziny vektorov (ten sme totiz nedefinovali). Mozete si rozmysliet, ze
keby sme definitoricky polozili [§] = {0}, teda linedrny obal prazdnej mnoziny by bol nulovy
vektorovy priestor, presli by dokazy tychto viet aj po vynechani spominanych podmienok.

Cielom nasledujticeho prikladu, ktorym uzavrieme tito podkapitolu, je ilustrovat (na
konkrétnych prikladoch), ¢o hovorf Steinitzova veta o vymene.

Priklad 4.3.16. Budeme pracovat vo vektorovom priestore V = R3 nad polom R.

a) Zvolme & = (1,0,0), a2 = (0,1,0) a ds = (0,0,1). Plati V' = [a1, &2, &3] (pozri priklad
4.3.4). Dalej nech 3, = (1,1,0) a By = (1,0,1). Tieto dva vektory su linedrne nezdvislé, lebo
ani jeden z nich nie je nasobok toho druhého.

Podla vety |4 m mozeme k vektorom ﬁl, 52 pridat niektory z vektorov &y, ds, ds tak,
aby sme dostali trojicu vektorov, ktord generuje V. Vyskusajme pridat naprlklad d7. Chceme
overi, ¢i plati V = [[5’17ﬂ2, a1]. Na to nam staci ukdzat, ze &y, &y, a5 € [617ﬂ2, a).
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Skuto¢ne mame

621 :&1a
0_22:( 1 ) ( 7070):5170_215
ds = (1,0,1) — (1,0,0) = B2 — a1,

Cize vSetky tieto vektory vieme ziskat ako linedrne kombindcie ﬁl, 52 a @p. To znamena, ze
V= [6217 0_227 &3} c [517 ﬂ27 621}

Mobzete sa presvedcit o tom, ze v tomto pripade by sme dokonca dostali cely priestor aj
vtedy, ak by sme namiesto &1 pouzili vektor ds ¢i vektor ds. Takéto nieco vSak Steinitzova
veta netvrdi — t4 zarucuje len to, Ze aspon jeden z tychto troch vektorov musi fungovat.
Skusme si teda ukézat este nejaky priklad, kde nie je tiplne jedno, ktory vektor si vyberieme
na doplnenie.

b) Nech opét me a1 = (1 0,0), @ = (0,1,0) a @ = (0,0, 1), ale tentokrat 3 = (1,1,0),
52 = (0,1,0). Vektory ﬂl a 52 st linedrne nez4vislé.

Ak k vektorom [31,2 priddme jeden z vektorov s, tak nedostaneme cely priestor V.
Z rovnosti

ay = p1— B2

dy = B
totiz vidime, Ze vektory &1 2 si linedrne kombindcie vektorov ﬁl a 52. Teda podla vety |4.3.8
[B1, B2] = [B1, B2, 01] = [B1, B2, ds] a Tahko sa d4 presvedcit o tom, ze tento podpriestor

neobsahuje vektor ds. (Vsetky vektory z tohoto podpriestoru maju tretiu siradnicu nulovi.)
Ak v8ak priddme vektor s, tak uz dostaneme cely priestor V' = [81, B2, d3]. Plat{ totiz

L. -
ay = p1— B2
Oy = [2
ds = a3

c¢ize kazdy z vektorov & 3 vieme dostat ako linedrnu kombindciu fi, 2 a ds.

Cvicenia
Uloha 4.3.1. Dokézte, ze vektory &@1,...,d, € V, kde n > 2 a @, # 0, st linedrne zavislé
prave vtedy, ked niektory z nich je linedrnou kombinaciou nasledujucich.

Uloha 4.3.2. Nech a, ﬁ,”y’ st Tubovolné vektory z vektorového priestoru V' nad polom R.
Potom [0_27ﬁ7’7] = [d’—"_ﬂ?d’_ﬁfﬂ

Uloha 4.3.3. Nech M = {(x,y,2z) € R3;2z + 3y + 5z = 0}. Ukézte, ze M je vektorovy
podpriestor R? a néjdite vektory, ktoré ho generuju.

Uloha 4.3.4. P, ozna¢me mnoZinu vietkych polynémov stupiia najviac n s redlnymi ko-
eficientami. P,, je podpriestor vektorového priestoru vsetkych zobrazeni f: R — R. Plati
P,=1[1,...,2"]7

Uloha 4.3.5. Zistite, & dané vektory st linedrne zavislé v prislusnom vektorovom priestore:
a) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5) v R3,

b) (1,2,3), (1,3,2), (2,1,5), (1,127,3) v R3,

c) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3

d) (1,3,4), (2,1,3), (3,1,4) v Z3.
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Uloha 4.3.6. Zistite, ¢ sd nasledujtice funkcie linedrne zavislé vo vektorovom priestore
vsetkych funkcii z R do R:

a) x+1, 22, 23,

b) 1, x + a, 2% + bz + ¢ (a, b, c mdzu byt Tubovolné redlne éisla),

¢*) 1, cosz, cos?(%),

d) z, z(x — 1), z(x — 1)(z — 2),

e) 1, cosz, cos 2z.

Uloha 4.3.7. Ak &, E , ¥ su linearne nezavislé vo vektorovom priestore V nad polom R, tak
aj @+ B, @+ 7, B+ 7 st linedrne nezdvislé. (Platilo by to aj vo vektorovom priestore nad
polom Z5?)

—

Uloha 4.3.8. Mnozina {@} je linedrne nezavisla prave vtedy, ked & # 0. Dva vektory &, /3
su linedrne zdvislé prave vtedy, ked jeden z nich je ndsobkom druhého (t.j. existuje ¢ € F
tak, ze c.@ = /3), alebo jeden z nich je 0.

Ak vektory @, § st linedrne nezavislé, tak @, 5,4 st linedrne zavislé prave vtedy, ked 7 je
linedarna kombinécia vektorov &, 3.

Uloha 4.3.9*. Overte, Ze R je vektorovy priestor nad polom Q. Dokézte, Ze v tomto priestore
sil,v2a V3 linedrne nezévislé.

Uloha 4.3.10. Ukézte, Ze vo vektorovom priestore R nad Q (z predoslej ulohy) st linedrne
nezavislé vektory 1+ 3v2 a2 — 2.

Uloha 4.3.11*. St 1, v/2, v/3, v/6 linedrne nezévislé vo vektorovom priestore R nad polom
Q? (Hint: Ulohu méze o nie¢o zjednodusit, ak sa pozriete na 1 a v/3 ako prvky priestoru R

nad polom Q(v/2) = {a + bv/3;a,b € Q}.)

Uloha 4.3.12. Nech &, 57 ~ st lubovolné vektory. Zistite, ¢i st tieto systémy vektorov line-
arne zévislé: . . . . . .

a) d,B,a+f,9,b) d,pB,0,c) &,da,B,9,d) d+B+7,d+8,a+7,8+7.

Uloha 4.3.13. Nijdite 4 vektory v R? tak, aby kazdé dva z nich boli linedrne nezavislé.

Uloha 4.3.14. Nech vektory @, ..., @, st linedrne nezavislé vektory v nejakom vektorovom
priestore nad polom R. St aj vektory &y, a1 +2ds,...,d1+2ds+. . .+ nd, linedrne nezavislé?

4.4 Baza a dimenzia

V tejto podkapitole zadefinujeme pojmy béza a dimenzia vektorového priestoru. Pri doka-
zoch zakladnych vysledkoch o nich bude pre nas zakladnym prostriedkom Steinitzova veta
0 vymene.

Definicia 4.4.1. Nech V je vektorovy priestor. Hovorime, ze V je konecnorozmerny ak
existuje takd koneénd mnozina vektorov {as,...,ay}, ze plati [a1,...,d,] = V.

Inymi slovami: kone¢norozmerny vektorovy priestor je priestor, ktory je generovany neja-
kou koneénou mnozinou vektorov.

Definicia 4.4.2. Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Mnozinu vektorov {dy, ..., d,}
nazyvame bdzou priestoru V, ak

(i) vektory &y,...,a, su linedrne nezdvislé,
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64 Baza a dimenzia

(i) V =[d,...,a).

(Strucne: Béza je takd mnozina linedrne nezavislych vektorov, ktord generuje cely priestor.)

Priklad 4.4.3. Priestor V = {0} nema bazu (pretoze v iiom neexistuji Zadne linedrne
nezavislé vektory). Je v8ak kone¢norozmerny, kedze V' = [0].

Priklad 4.4.4. Nech F je pole. Ako F"* budeme oznacovat vektorovy priestor vsetkych uspo-
riadanych n-tic prvkov pola F. S¢itovanie a nasobenie skalarom definujeme po suradniciach
(podobne ako v priklade pre F =R).

Ako &; oznacime vektor, ktory ma na vSetkych stradniciach 0, iba na i-tej stradnici 1,
teda

Vektory €1, €3, .. ., &, tvoria bazu vektorového priestoru F™. Tato bazu nazyvame standardnd
bdza F™.

Overme, Ze tdto mnozina vektorov spiﬁa podmienky z definicie m

Ak ¢1(1,0,...,0) + ¢2(0,1,...,0) + ... + ¢,(0,...,0,1) = (¢1,¢2,...,¢n) = (0,0,...,0),

tak plati ¢y = co = ... = ¢, =0, teda vektory €7,é5,...,&, si naozaj linedrne nezavislé.

Ak méme Iubovolny vektor (x1,xs,...,x,) € F™, di sa ziskat ako linedrna kombindcia
(’12171’2,...,(13n) :$1(1,0,,0)+1’2(0,1,,0)++$n(0,,0,1) :$151+1'2§2+"'+
Tn€n. Teda vektory €1, &5, ..., &, skutoéne generuju cely priestor F™.

Velmi podobnym postupom ako sme pouzili v tomto priklade by sme vedeli zdévodnit, ze
FM je nekoneénorozmerny priestor pre lubovolné pole F' a nekonecni mnozinu M.

Ako neskor ukdzeme, vSetky koneénorozmerné vektorové priestory nad polom F' st v istom
zmysle podobné ako priestory F™.

Veta 4.4.5. Lubovolné dve bdzy konecnorozmerného vektorového priestoru V. maji rovnaky
pocet prokov.

Dékaz. Nech {dy,...,d,} a {51, ... ,ﬁ_;} st dve bazy toho istého vektorového priestoru V.
Pretoze V = [dy,...,d,] a vektory G, ... ,B_; st linedrne nezdvislé, podla Steinitzovej vety
o vymene plati

s<n.

Analogicky moézeme dokézat opac¢ni nerovnost n < s. Tieto dve nerovnosti spolu davaja

rovnost n = s. O
Veta 4.4.6. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor. Ak El, . ,ﬁs €V su linedrne
nezdvislé, tak sa daju doplnit na bizu priestoru V.

Dékaz. Ak V je konecénorozmerny, tak podla definicie existuju_vektory aj,...,a, také, ze
V =[a,...,d,]. Nazdklade Steinitzovej vety mozeme vektory S, ..., Bs doplnit niektorymi

z tychto vektorov tak, aby generovali cely priestor. Nech k je najmensi mozny pocet vektorov,
ktorymi ich mézeme takto doplnit. (Steinitzova veta hovori, Ze sa to urc¢ite dd n — s vektormi,
nevyluéuje vsak, Ze niekedy moze stacit aj mensi pocet.) Bez ujmy na vSeobecnosti, nech

V: [517"’758u&17"'7&k]~
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Chceme dokazat, ze vektory 517 e ,53, dq,...,0, tvoria bazu priestoru V. Pretoze sme
ich vybrali tak, ze generuju cely priestor, zostava ndm dokazat, ze si linedrne nezavislé.
Postupujme sporom — predpokladajme, Zze by boli linedrne zavislé. Potom je niektory z nich
linedrnou kombinéciou predchadzajicich vektorov. Bez ujmy na vseobecnosti, nech je to @.
(Nemdze to byt ziadny z vektorov ﬁl, cel Es, pretoZe tieto vektory su linedrne nezévislé.)
Potom ale plati

V = [ﬁl)"'aﬁsaalv"'7&k] = [ﬁly"'aﬁé‘a&lw'w&k—l]v
¢o je v spore s tym, ze k je najmensi mozny pocet vektorov, ktorymi sa vektory 51, ceey 6_;
daju doplnif tak, aby generovali cely priestor V. O

Désledok 4.4.7. Kazdy konecénorozmerny vektorovy priestor V. # {6} md bdzu.

Poznamka 4.4.8. Ak sme nejaky pojem definovali, vObec to nemusi znamenat, ze taky
objekt aj naozaj existuje. Preto je predchadzajici dosledok dolezity. (Hoci téato pozndmka
znie nesmierne naivne, skutofne sa mozno ¢asto stretntt s chybami takéhoto typu.)

Definicia 4.4.9. Dimenziou kone¢norozmerného vektorového priestoru V' nazyvame pocet
prvkov Tubovolnej jeho bazy. (Pre nulovy priestor dodefinujeme d({0}) = 0.) Toto éislo ozna-
Cujeme d(V).

Poznamka 4.4.10. Aby mala predchddzajica definicia zmysel, museli sme najprv dokazat,
ze v konec¢norozmernom vektorovom priestore existuje béza a ze Iubovolné dve bazy musia
maft rovnaky pocet prvkov; teda nasa definicia nezavisi od volby bazy.

S podobnou situdciou — Ze sa nejaky objekt zadefinuje, ale bude potrebné overit spravnost
definicie — sa v matematike stretnete este velakrat.

Priklad 4.4.11. Pretoze vektory &1, &5, ..., &, tvoria bazu vektorového priestoru F", plati
d(F™) = n.
Désledok 4.4.12. Ak V je konecnorozmeny vektorovy priestor a a,...,0, si linedrne

nezdvislé vo V, tak n < d(V).

Priklad 4.4.13. Vektory (1,2,3),(2,3,4),(3,4,5), (4,5,6) st linedrne zavislé v R3.
Pretoze vieme, ze d(R?®) = 3, nemozu byt podla predchadzajicej vety v tomto priestore
viac ako 3 linedrne nezavislé vektory.

Béazu sme definovali pomocou dvoch podmienok. Nasledujtca, velmi uzito¢na veta hovori,
ze ak uz vieme, ze nejakd mnozina vektorov ma ,spravny“ pocet prvkov, moézeme jednu
z tychto podmienok vynechat.

Veta 4.4.14. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor a d(V') = n. Nasledujice pod-
mienky si ekvivalentné:

(i) {@1,...,an} je biza priestoru V,
(ii) wvektory s, ...,d, su linedrne nezdvislé,
(iii) V = [d1,..., 0]

Dékaz. Implikécie [i) = (i), () = vyplyvaju priamo z definicie.
= : Ak mame n linedrne nezavislych vektorov ay, . .., &,, podla Steinitzovej vety ich
mozeme doplnif n —n = 0 vektormi na mnozinu generujtcu cely priestor V. Teda nemusime
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priddvat ziadne vektory a uz mmnozina {&,...,&,} je bdza (generuje V a je aj linedrne
nezivisla).

:> : Sporom. Ak by boli vektory aji,...,d, linedrne zavislé, dali by sa niektoré
z nich vynechat tak, aby stale tieto vektory generovali cely priestor V. Dostali by sme k
vektorov, ktoré generuja V', pricom k£ < n. Stcasne by priestor V' mal n-prvkovi bazu, ktora
je tvorena linedrne nezavislymi vektormi. Zo Steinitzovej vety potom vyplyva n < k. Odvodili
sme stcasnu platnost nerovnosti k < n aj n < k — spor. O

Priklad 4.4.15. S pouzitim predchadzajicej vety by sme mohli overit, ze vektory &7,..., &,
tvoria bazu priestoru F™. Prvy sposob: Overili by sme, Ze generuju cely priestor. Druhy
sposob: Su linedrne nezavislé. (Kym sme nevedeli, Ze d(V) = n, potrebovali sme overit obe
tieto vlastnosti.)

Veta 4.4.16. Nech V' je vektorovy priestor. Vektory Q1,...,0, tvoria bdzu priestoru V prdve
vtedy, ked kazZdy vektor 8 sa dd jednoznacne vyjadrit ako

—

ﬂ261&1+"'+6n&n.

Dokaz. Pretoze V = [dy, ..., d,], kazdy vektor sa d& vyjadrit ako linedrna kombindcia

vektorov a, ..., d,. Este treba overlt jednoznacnost takehoto vyjadrenia. Nech B =cad; +
ctCpdly = d1a1 +---+d,a, st dve vyjadrenia vektoru ﬁ Upravou tejto rovnosti dostaneme

—

(cr —dy)dy + ...+ (cp —dp)d, = 0.

7 lineérnej nezévislosti vektorov dy, ..., dy, vyplyva c;—d; = 0, ¢ize ¢; = d; prei =1,2,...,n
Pretoze kazdy vektor z V sa dé vyjadrit pomocou vektorov &y, ..., d,, tieto vektory
generuju priestor V/, ¢ize V = [@1, ..., a0

Dalej vieme, Ze 0 sa da vyJadrlt ako linedrna kombindcia vektorov a,...,d, jedinym
sposobom. Z rovnosti ci@1+- - - +c¢,a, = 0=0- d1+...40-d, teda vyplyvacy = ... = ¢, =0.
Zistili sme, Ze vektory dy, ..., d, su linedrne nezavislé. O

Este si ukazeme par uzitocnych tvrdeni o podpriestoroch kone¢norozmernych priestorov.

Veta 4.4.17. Lubovolng podpriestor S konecnorozmerného priestoru V je konecnorozmerng.
Navyse, d(S) < d(V).

Dokaz. Pretoze S CV a d(V) = n, ¢islo n udéva horné ohranicenie pre pocéet linedrne nezi-
vislych vektorov z S. Nech ay,...,dy je najvacsi systém linedrne nezdvislych vektorov z S.
Plati k£ < n. Sta¢i ndm dokazat, Ze dy, ..., d tvorl bdzu priestoru S, ¢ize S = [d, ..., dk].
Predpokladajme, Ze by existoval vektor & € S, ktory nepatr{ do [d1,...,dx]. Teda & sa
neda vyjadrit ako linedarna kombinacia vektorov d’y, ..., dg, ¢o znamena, ze dy, ..., A, @ si
linedarne nezavislé. To vsak je spor s predpokladom, ze ajy, ..., dx je najvacsi systém linedrne
nezavislych vektorov v S. O

Uloha 4.4.1. Viete povedat, na ktorom mieste predchadzajiceho dokazu sme vyuzili, ze V
je konecnorozmerny?

Tvrdenie 4.4.18. Ak S je podpriestor koneénorozmerného vektorového priestoruV a d(S) =
d(V), tak S=V.

Dokaz. Ozna¢me n := d(S) = d(V). Nech ay, ..., d, je bdza S. KedZze je to n vektorov vo V|
ktoré su linedrne nezdvislé, podla vety [4.4.14 je to sicasne béza V. Teda S = [d1,...,d,] =
V. O
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Pozrime sa na konkrétnom priklade na to, aké je baza niektorych jednoduchych podpries-
torov priestoru R%.

Priklad 4.4.19. Pripomeiime, Ze v priestore V = R* mame nulovy podpriestor {0}, o ktorom
vieme ze d({0}) = 0. Takisto vieme, ze V je podpriestor V a v tomto pripade d(V) = 4.
Pozrieme sa na nejaké dalsie, o nie¢o menej trividlne podpriestory.

Zacénime s podpriestorom

S Z{(ﬂc,y,mz) €R4,m+y+U1+Z:0}

(Nebudeme overovat, Ze je to podpriestor — nemalo by byt pre vas tazké overit definiciu alebo
kritérium vektorového podpriestoru.)

Ak si zvolime Tubovolné y,w,z € R, tak aby vektor (z,y,w,z) patril do Sp, tak musi
platit ©+ = —y — w — 2. Priamo dosadenim do rovnice x + y + z + w = 0 zistime, ze kazdy
vektor tvaru (—y — w — z,y,w, z) patri so S;. Teda tento podpriestor mézeme inak vyjadrit
ako

S ={(~y—w—2zy,w,z2);y,w,z € R}.
Po tiprave méme (—y —w — z,y,w, z) = y(-1,1,0,0) + w(-1,0,1,0) + 2(—1,0,0, 1), z ¢oho
vidime, ze
Sy =[(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(—1,0,0,1)].
Je lahké overit, ze vektory (—1,1,0,0), (—1,0,1,0), (—1,0,0, 1) st aj linedrne nezavislé, takze
tieto tri vektory tvoria bazu podpriestoru S;. Dostdvame teda, ze d(S7) = 3.

Podpriestor S; sme dostali ako mnozinu rieseni jedinej rovnice = + y + z + w = 0. Aby
sme mali o trosicku komplikovanejsi priklad, skiisme pridat este jednu rovnicu a pozriet sa
na podpriestor

52:{(3379,70,2)€R4;$+y+w+z=0,x—y+w—z:0}.

Opét mozeme pouzif podobni tvahu ako pre podpriestor S;. Predpokladajme, Ze mame
zvolené w, z € R a pozrime sa na to, ¢i si jednoznacne urcené x aj y.

Scitanim zadanych rovnic dostaneme 2z 4+ 2w = 0, z ¢oho vyplyva z = —w. Ked ich
odcitame, tak dostaneme 2y + 2z = 0, ¢o znamend, ze y = —z. Teda vSetky vektory z So
musia mat tvar (—w, —z,w, z) = w(—1,0,1,0) + 2(0,—1,0,1) a kazdy vektor takéhoto tvaru
patri do S, o ¢om sa dé Iahko presvedcit dosadenim. Zistili sme, Ze

Sy ={(~w,—z,w, 2);w, z € R} =[(-1,0,1,0),(0,-1,0,1)].
Vektory (—1,0,1,0) a (0,—1,0,1) sd linedrne nezdvislé, teda sme nasli dvojprvkod bazu pre
S2. Znamend to, ze d(S2) = 2.
Sktsme pridat este jednu rovnicu.

Sz = {(z,y,w,2) ERYyz+y+w+z2z=0r—y+w—2=0,r—y—w+2z =0}

7 vypoctov, ktoré sme robili pre Sy, vieme, Ze ak nejaky vektor vyhovuje prvym dvom
rovniciam, tak musi splnat z = —w a y = —z. Ked dosadime do tretej rovnice, dostaneme

r—y—w+z=—w+z—w+z=-2w+2z=0.

Z tejto rovnice vyplyva, ze w = z. Teda akykolvek vektor z S5 musi mat tvar (—z,—z, z, 2).
Dosadenim sa presvedcime, ze takéto vektory vyhovuji zadanym rovniciam, a teda

Sy ={(—2,—2,2,2);z € R} =[(-1,-1,1,1)].
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Vidime, ze d(S3) = 1.
Opét pridajme este jednu rovnicu, napriklad sa skiisme pozriet na podpriestor

Sy ={(z,y,w,2) ERYL z+y+w+z=0,2—y+w—2=0,2—y—w+z=0,x+y+w—2z = 0}.

Ak dosadime do poslednej rovnice x = —z, y = —z, w = z (uZ vieme, Ze tieto rovnosti spliiaji
rieSenia prvych troch rovnic),tak dostaneme

r+ytw—z=—2—2+z2—2=-22=0,

z ¢oho vyplyva, ze z = 0. Preto
Sy = {(07 0,0, 0)}

a d(Sy) = 0.

Neskor, v cCasti sa naucime ako efektivnejsie a jednoduchsie ratat bazu a dimenziu
podpriestorov podobnych ako v predoslej tlohe.

Poznamka 4.4.20. Na predoslej tilohe si m6zeme vsimnit istt zakonitost. Zacali sme s pries-
torom dimenzie 4 a po pridani novej rovnice dimenzia vzdy klesla o jedna. To nemusi platit
vzdy — dolezité je, Ze sme priddvavli rovnicu, ktord nevyplyva z predoslych rovnic (nebola
ich linedrnou kombinéciou.)

Nie¢o podobné si vieme geometricky predstavit v R3. Jedna rovnica ndm uréi rovinu,
teda podpriestor dimenzie 2. (Budeme teraz uvazovat len linedrne rovnice s nulovou pravou
stranou, teda vzdy dostaneme rovinu prechddzajicu nulou.) Ak priddme dal$iu rovnicu, do-
staneme dalsiu rovinu. Ak je to ind rovina ako t4, o vysla z prvej rovnice, tak ako prienik
dostaneme priamku — podpriestor dimenzie 1. Ak tdato priamku pretneme s dalSou rovinou,
tak by sme mali dostat jediny bod — podpriestor dimenzie 0. Nestalo by sa to iba v pripade,
Ze nova rovina by prechadzala touto priamkou. To by zodpovedalo linedrnej zavislosti rovnic,
s ktorymi pracujeme.

Takisto si to mozete rozmysliet v rovine, kde takymto rovniciam zodpovedaji priamky.

Ked sa budeme zaoberat rieSeniami ststav linedrnych rovnic, tak tito geometrickt pred-
stavu budeme vediet presnejsie vyjadrit a aj dokdzat — vlastne to vyjadruje désledok [5.7.5

Ukéazme si este jeden priklad, kde by sme na prvy pohlad neocakavali, ze ndm vedomosti
o dimenzii vektorovych priestorov mézu pomoct.

Priklad 4.4.21. Pokusme sa ukazaft, ze
F={a+b¥2+c¢V22a,b,c € Q}

je pole.

Ulohy podobného typu sme riesili v l'ﬂohe Vela vlastnosti sa ukdze velmi jednoducho
(mnohé sa priamo zdedia z pola redlnych ¢isel.) Jedind vlastnost, ktorej dokaz nie je tiplne
jednoduchy, je existencia inverzného prvku pre kazdé o € F \ {0}. TakZe sa podme pozriet
na tuto vlastnost.

Skiuisme si ale este predtym uvedomit to, ze F' je vektorovy priestor nad polom Q. (To sa
overi velmi lahko — na zéklade podobnych argumentov ako v tlohe ) Navyse tiez lahko
vidiet, Ze tento vektorovy priestor je vygenerovany prvkami 1, /2 a v/22, teda mé dimenziu
najviac 3.

Nech teda o = a+ b2+ ¢V/22, a £ 0. Cisla 1, a, o2, o vetky patria do F. St to teda 4
vektory vo vektorovom priestore dimenzie najviac 3, musia teda byt linedrne zavislé. Z toho
dostavame, ze existuji racionélne ¢isla a, b, ¢, d € Q, ktoré nie st vSetky nulové a plati pre ne

a+ ba+ ca® + da® = 0.
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Ak a # 0, tak tito rovnost mézeme upravit na tvar

b d
R
a a a

¢im je dokazané, ze pre «a existuje inverzny prvok.
Ak by platilo a = 0, tak mdme rovnost a(b+ca+da?) = 0, z ktorej na zdklade nenulovosti
prvku o dostaneme
b+ ca+da® =0.

Opit, ak b # 0, vieme dostat inverzny prvok podobny spésobom ako v predoslom pripade.
Ak b = 0, tak dostaneme ca + d = 0.

Teraz uz dostavame bud « = %, ¢o znamena, ze « je raciondlne a ma inverzny prvok.
Alebo dostaneme a = b = ¢ = d = 0, lenze o tychto ¢islach sme predpokladali, ze aspon jedno

z nich je nenulové.

Mozete vyskusat, ¢i by ste vedeli priamo vypocitat inverzny prvok k danému prvku pola
F. Zistite, ze je to pomerne zdlhavy vypocet. V priklade si ukdzeme, ako sa tento
vypocet da o nieco urychlit. V budicom semestri na predmete Algebra 2 sa budeme uéit aj
o konecnych rozsireniach poli. V suvislosti s touto témou budu ¢asto uzitoéné uvahy takého
typu, ako sme robili v tomto priklade.

V tejto Casti sme sa zaoberali iba koneénorozmernymi vektorovymi priestormi. (A takisto
aj v nasledujucich castiach najdete vela vysledkov, ktoré dokdzeme iba pre koneénorozmerné
vektorové priestory.) Azda by bolo uzitoéné vidiet aj priklad vektorového priestoru, ktory
nie je konecnorozmerny.

Priklad 4.4.22. Vektorovy priestor R® vSetkych zobrazenf z R do R (priklad nie je
kone¢norozmerny.

Predpokladajme, Ze by bol kone¢norozmerny. Potom by existoval konecny pocet funkcii
g1, 9n: R — R tak, Ze [g1,...,9,] = RE. Ak sa ndm podari zostrojit n + 1 funkcif, ktoré
st v R® linedrne nezdvislé, tak pomocou Steinitzovej vety lahko dostaneme spor (n+1 < n).

Pokiisme sa teda definovat takéto funkcie. Pre k& = 0,1,...,n definujme zobrazenie
fr: R — R ako
1, akzx=k
Ji() =
0, akz#k
Tvrdime, ze fy,..., fn st linedrne nezavislé. Skutocne, ak plati rovnost cofo +c1f1 + -+ +

¢nfn =0 (kde 0 oznacuje nulovi funkciu), tak pre kazdé x € R méme

cofo(z) +ecifi(x) + -+ cpfu(x) = 0.

Specialne, musi to platit aj ked za x dosadime k = 0,1,...,n. V takom pripade vSak dosta-
vame fr(k) =1a fj(k) =0, teda z predchadzajtce rovnosti priamo dostdvame

CkZO.

Poznamka 4.4.23. Mozno vdm napadla otazka, ¢i sa da definovat baza aj pre nekonecno-
rozmerné vektorové priestory. D4 sa to, v tomto pripade sa zvykne nazyvat Hamelova bdza.
Na jej zavedenie by sme vsak potrebovali podstatne vicsie vedomosti z teérie mnozin. Do-
konca plati aj analogia vety [1.4.5] ¢ize aj lubovolné 2 Hamelove bazy maju rovnaky ,pocet®
prvkov — s tym rozdielom, Ze pre nekoneCné mnoziny najprv treba definovat novy pojem,
ktory by zodpovedal po¢tu prvkov koneénych mnozin (nazyva sa kardinalita mnoziny, viac
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sa o nej dozviete na inych predmetoch). Pre pripad, Ze by vés to zaujimalo a chceli by ste
sa k tomuto problému ¢asom vratit uvediem aj niekolko odkazov na literatiru. V [NS] je
peknym spésobom dokazané, ze Iubovolné dve Hamelove bazy toho istého priestoru musi
mat rovnaki ,velkost“ (kardinalitu). V [SS, Kapitola 10.3] autori definuji Hamelovu bézu
v Specidlnom pripade — pre redlne ¢isla ako vektorovy priestor nad polom Q (tloha* .
Nieco o Hamelovej béze (a aj nejakych je aplikdcidch) si mozete precitat aj v [Slel].

Este raz zdoraznujem, ze tito poznamku som sem vlozil len kvéli tomu, aby ste vedeli,
kde mozete hladat v pripade, Ze by ste sa k takémuto nieComu cheeli neskor vratit. (Zatial by
to pre vas bolo pomerne tazké, potrebujete na to najprv poznat zakladné fakty o kardinalite
mnozin a na dékaz existencie bézy aj nieco o Zornovej leme. )

Cvicenia
Uloha 4.4.2. Zistite, ¢ dané vektory tvoria bazu v R3:
a) (17273)7 (17_273)’ (1,27_3)

b) (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1)
¢) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1).

Uloha 4.4.3. Zistite, ¢ dané vektory tvoria bazu v Z3:
a) (1,2,3), (2,3,4), (0,3,1)
b) (1,0,0), (0,1,2), (2,1,3)
¢) (0,1,2), (3,0,1), (1,0,2).

Uloha 4.4.4. P, oznalme priestor vSetkych polynémov stupiia najviac n. Overte, ze d(P,,) =

n+lazel,z—1,...(x —1)" je bdza tohoto priestoru.

— —

Uloha 4.4.5. Uréte dimenziu podpriestoru [@,3,7], ak & = (1,3,2,1), 8 = (4,9,5,4) a
5 =1(3,7,4,3) v R%

Uloha 4.4.6. Ak sa to d4, dopliite dané vektory na bazu prislusného vektorového priestoru:
a) (1,12), (2,1,3) v R?,

b) 22 — 1,22 + 1 v priestore polynémov stupiia najviac 3,

c) (1,2,3,0), (3,4,1,2) v Z2.

Uloha 4.4.7. Mame dané vektory @; = (1,1,2,0), d = (0,0,3,1) v priestore Z%. Kolko
existuje moznost{ na vyber vektorov a3, d@, € Zi tak, aby tieto $tyri vektory tvorili bazu?

Uloha 4.4.8. Ak kazdy z vektorov 51, e ,ﬁk je linedrnou kombindciou vektorov @y, . . ., @y,
tak d([B1,...,0k]) < d([@1,...,dm]).

Uloha 4.4.9. Overte, 7e mnozina S = {f: R — R : (3a,b € R)(Vz € R)f(z) = ax + b} je
podpriestor priestoru vSetkych funkcii z R do R. Néjdite funkcie g, h € S také, ze S = [g, h].

Uloha 4.4.10. Zistite, ¢ S = {f: R — R; f(z) = az® + bz + ¢,a,b,¢ € R} je vektorovy
podpriestor priestoru redlnych funkcii. Ak dno, najdite, g1, g2, 93 € S také, ze S = [g1, 92, 93]

Uloha 4.4.11. N4jdite bazu pre kazdy vektorovy podpriestor z tlohy

4.5 Linearne a direktné stcty podpriestorov

Uz vieme, Ze prienik podpriestorov vektorového priestoru je tiez podpriestor (vety [4.2.8 a
4.2.10)). Ako je to so zjednotenim? Ak si zvolime podpriestory S = [(1,0,0)] a T = [(0,1,0)
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Xy

Obr. 4.4: Zjednotenie 2 podpriestorov nemusi byt podpriestor

priestoru R3, tak vidime, e S U T nie je vektorovy podpriestor, lebo (1,0,0) € S U T,
(0,1,0) € SUT, ale (1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) ¢ SUT.

Zaujimalo by nds, ako vyzerd najmensi podpriestor, ktory obsahuje S aj T'. Z obréazku [£.5]
mbzeme zistit, Ze v tomto pripade je to podpriestor [(1,0,0), (0,1, 0)].

A

T S+T

Obr. 4.5: Najmensi podpriestor obsahujuci S aj T'

Ukéazeme si, ako mozno najst takyto podpriestor vo vSeobecnosti, pre lubovolné dva pod-
priestory daného vektorového priestoru V.

Veta 4.5.1. Nech S, T su vektorové podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F.
Potom = .
S+T={a+p,deS,peT}

je podpriestorom vektorového priestoru V.

Tato veta vlastne hovori, Ze mnozina vsetkych vektorov, ktoré sa daju ziskat ako sucty
vektorov z S a z T, tvori vektorovy podpriestor. VSimnite si, ze v predchddzajicom priklade
bolo S+ 7T =[(1,0,0),(0,1,0)].

Dékaz. Overime podmienky z definicie vektorového podpriestoru. Mnozina S + T je ne-
prizdna, lebo 0 € S,0€ T, ¢ize 0=0+0e€ S+ 7.
S+T je uzavretd na sicty: Ak 71,795 € S + T, tak vektory 71, 72 sa daju napisat v tvare
= @1 +51, 7 Y2 = a2+52, kde d1,d> € Sa B, F2 € T. Potom 71472 = (@1 +61)+(G2+Fs) =
( + @) + (81 + B2). (Vyuzili sme komutativnost a asociativnost séitovania.) Pretoze S je
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vektorovy podpriestor vektor d; + @y patri do S, podobne 51 + 52 € T. Ukazali sme, ze
vektor 71 + 7> sa dé napisat ako sucet vektora z S a vektora z T', teda 71 + 72 € S+ T
S+T je uzavretd na ndsobenie skaldrom: Ak 7 € S+T, tak ¥ = a + B pre nejaké a € S
a ,B € T. Nech ¢ € F je lubovolny skaldr. Potom ¢y = ca + cﬂ Pritom ca@ € S, cﬁ e T, cize
yeS+T. O

Definicia 4.5.2. Ak S, T st podpriestory vektorového podpriestoru V', tak vektorovy pod-
priestor S + T sa nazyva linedrny sucet podpriestorov S a T

Vidno, ze S aj T st podmnoziny S + T, ¢ize S + T obsahuje oba podpriestory S aj
T.(@eS=a=a+0ecS+T, podobne pre T.) Priestor S + T je skutoéne najmensi
vektorovy podpriestor priestoru V', ktory obsahuje S aj T'. Ak totiz S,T C U a U je vektorovy
Eodpriestor V', tak U musi obsahovat vSetky sucty tvaru & + E , pretoze @ € S C S+T a
BeT CS+T.

Veta 4. 5 3. Nech S a T st podpriestory vektorového priestoru V- nad polom F. Nech S =
[@1,...,a,], T [,6’1,...,57,,] Potom S+ T = [ay,. .. an,ﬁl,...,ﬁm]

Dokaz. Je zrejmé, ze vektory a, . .., ay, ﬁl, e Em patria do S+7. Kedze S+1T je vektorovy
podpriestor, musi potom platit [d1,..., &, B1,...,0m] €S+ T.
Este treba dokézat opacnt inkliziu, ¢ize chceme ukéazat, ze

FE€SH+T = F€ (1, ,@nBrse- s Bl

Ak vy € S+ T, tak 4 = &+ 5, kde @ € [@1,...,0,] a 3 e [517...,ﬂm] To znamena, Ze
existuji cq,...,¢n,d1,...,dmn EFEak, zea—clal—f— .+ cndy, aﬁ—dlﬁl—l— +dmﬂm
Potom ¥ = ¢1@1 + - - + ¢, @y + d1 51 + - —i—dmﬁm, 01ze7€[a1,.. an,ﬂl,...,ﬂm] O

Veta 4.5.4. Nech S, T su podpriestory konecnorozmerného priestoru V. Potorrﬂ
d(S)+d(T)=d(S+T)+d(SNT).

Doékaz. Podla vety [£.4.17] kazdy podpriestor koneénorozmerného priestoru je tiez konecno-
rozmerny, teda vsetky dimenzie, ktoré vystupuji vo vete, st skuto¢ne definované.

V pripade, ze S C T mame S+ T =T a SNT = S, z ¢oho je zrejmé, Ze tvrdenie vety
plati. Pripad T'C S je symetricky.

Zostéava teda pripad, ze S ¢ T a T ¢ S. Mozeme potom predpokladat, ze S N'T ma
bézu 71,...,7,. (V pripade, ze S NT = {0}, tak tento podpriestor nems bazu — vtedy staéi
zobrat r = 0 a vo zvysku dékazu moézeme postupovat iplne rovnako.) Tieto vektory patria
do priestoru S a st linearne nezavislé, preto ich mozno doplnit na bazu priestoru S, ¢ize
S = [, s¥r,01,...,0s]. Podobne mézeme v T zvolit bazu 71, ... ,’7’,.,51, ..., . Podla
vety [£:5.3] dostaneme

S+T: [Vla"'a'?”ma_;lw"7&Sagla"'7525]'

Staci, ak dokazeme, Ze tieto vektory su linedrne nezavislé, lebo potom tvoria bazu v S+T
amame d(S+T)+d(SNT)=r+s+t+r= (r+s)+(r+t) d(S)+d( ).

Nech c197 + -+ ¢ + d1dy + -+ + dsd’s + 6151 + -+ etﬂt = 0. Potom § = Y +

-+ eV +didy + -+ dsds = —elﬁl + - —et@ patrl do podpriestoru S NT. (Patri
do S, lebo je hnearnou komblna(:lou Vektorov N1y eeesYPrs @1, -, 0s. Do T patri preto, ze je
linedrnou kombinéciou vektorov i, ... ,,Bt ) Teda 5 = AV + ... + Y. Vdaka tomu, Ze

5Tento vzorec pripomina vzorec pre podet prvkov zjednotenia dvoch mnozin |SUT| = |S|+|T|—|SNT|.
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vyjadrenie vektora pomocou prvkov bazy je jednoznacné, dostaneme, ze d; = ... = dg
ae =...=¢e = 0. Potom mdme c19; + -+ + ¢¥, = 0 a (pretoze ¥1,...,%, je baza)
ci=...=¢ =0.

Definicia 4.5.5. Nech S, T st podpriestory vektorového priestoru V' nad polom F a nech
SNT = {0}. Potom podpriestor S+ T nazyvame direktng (priamy) sticet podpriestorov S a
T a oznaCujeme ho S T.

Veta 4.5.6. Nech S, T, P su podpriestory konecnorozmerného vektorového priestoru V nad
polom F'. Tieto podmienky si potom ekvivalentné:

(i) P=S&T
(i) P=S8+T ad(P)=d(S)+d(T)

(i) Ak dq,...,da, je biza podpriestoru S a 51, e ,Bm je bdza podpriestoru T, tak dy, ..., dy, 51, e ﬁm
je bdaza podpriestoru P.

(iv) P=S+T a kaZdy vektor ¥ € P sa dd ]edznym sposobom vyjadrit v tvare & + 6, kde
aes aﬁET (Tj ak’y—a1+61 —a2+62, pricom a1,0s € S aﬁl,ﬁz e T, tak
& =z afy =)

Dékaz. (i) = (i) Podla vety [£.5.4] dostaneme d(S) + d(T) = d(S +T) +d(SNT) = d(P) +
d({0}) = d(P).

(it) = (#i7) Podla vetyje S+T =[a1,...,0n, B1,...,Bn] Pretoze d(P) =n+m a
nasli sme n + m vektorov, ktoré st ho generuji, musia byt tieto vektory linedrne nezavislé a
tvoria bazu.

(iii) = (iv) 2 vety-vyplyva ve S+T = [@1,...,6n, B1,. .., B, teda P = S+T. Nech

=a+B=a+f.Potoma—a +3—fF =0. Ak vyJadrlme vektory & — a e Sa B—p €T
pomocou baz tychto podpriestorov, ¢ize d—a&" = c1d1+- - -+, 0y aﬁ B = d161+ +dmﬁm
dostaneme

181+ -+ Coln +difr 4+ i = 0.

Pretoze vektory @y, ..., dy,, B}, . ,Em tvoria bazu v P, su linedrne nezavislé a ¢y = ... =
en=dy=...=dp=0.Ztoho vypljva, e & —a& =0af—F =0,¢ized=aaf=/j.
(iv) = (i) Potrebujeme ukézat iba 7e SN T = {0}. Ak ¥ € SN T, tak ¥ modzeme
vyjadrit ako stidet vektora z S a vektora z T tymito dvoma spdsobmi: ¥ =7 +0 =0+ 7. Z
jednoznaénosti potom vyplyva, ze 7 = 0. O

Cvicenia

Uloha 4.5.1. letlteﬁ dU), d(V),d{U+V),d{UNV),bdzu U+ V abizu UNV
a) vR? pre U =[(2,5)], V =[(1,3)]

b) v R3 pre U = [(1,2,3), (-1,2,3)], V =1[(2,1,4),(—2,1,4)]

c) v R* pre U = [(1,0,1,0),(1,0,0,1)], V = [(1,1,1,0), (1,0,1,1)]

d) v R* pre U = [(1,2,3,4),(1,1,1,1),(4,3,2,1)], V = [(1,1,0,0), (0,0,1,1),(1,0,0,0)]
[2)1,1,2,0; b)2,2,3,1; c)2 2,4,0; d)2,3,4,1]

Uloha 4.5.2. Nech T' = [(1,3,2),(2,1,3), (3,4,0)] je podpriestor (Zs)?. Existuje podpriestor
S taky, ze (Zs)® = T @ S? Ak 4no, najdite ho! Je tento podpriestor jednozna¢ne uréeny?

6Tto tlohu budeme riesit neskér, ked sa (v éasti[5.2)) nauéime jednoduchy spésob ako najst dimenziu a
bazu daného podpriestoru R™. Zaradil som ju vsak sem, pretoze sivisi s témou tejto podkapitoly.
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Uloha 4.5.3. Nech S # T st dva podpriestory vektorového priestoru F3 nad polom F a
d(S) =2, d(T) = 2. Dokézte, ze d(SNT) > 1.

Uloha 4.5.4. Ak mame zadané podpriestory

Wi ={(z,y,2) eR* 2 +y— 2 =0},
Wo = {(z,y,2) € R*; 30 +y — 22 = 0},
Ws ={(z,y,2) € R® 2 — Ty + 3z = 0},

néjdite dim(W1 n W2 n Wg) a dim(W1 + WQ), dim(W1 + Wg), dim(Wg + Wg)

Uloha 4.5.5*. Nech S;,...,5, a P st podpriestory vektorového priestoru V. Ukazte, ze
nasledujice podmienky st ekvivalentné:
(i) P = Si+---+S, aprekazdéi=1,... ,nplati $;N(S1+ - -+Si_14+Si 1+ - -+S,) = {0};
(i) Kazdy vektor 4 € P sa d& prave jednym sposobom vyjadrit v tvare ¥ = &y + - - + @,
kde @; € S; prei=1,...,n.
Ktorukolvek z tychto ekvivalentnych podmienok mézeme zobrat za definiciu priameho stuctu
S1®---®S,. (Pri definicii linedrneho sic¢tu n podpriestorov nijaké komplikdcie nenastant a
moézeme ho definovat jednoducho ako Sy +---+S,, = {@1+ - -+d,;d; € S;prei =1,...,n}.)

Uloha 4.5.6. Dokéite, 7e ak €1,..., €. je baza vektorového priestoru V, tak V = [éi] @
. @ [€k]- (Ako definiciu priameho stictu viacerych podpriestorov mézete brat ktorikolvek
z ekvivalentnych podmienok z tlohy [4.5.5[.)

74



Kapitola 5

Linearne zobrazenia a matice

5.1 Matice

Definicia 5.1.1. Maticou typu m X n nad polom F nazyvame lubovolnt tabulku pozosté-
vajuicu z prvkov pola F', ktorda ma m riadkov a n stlpcov.

Matice zapisujeme v tvare

ailp ai2 ... Qin
a1 a22 ... Qaz2n
am1 AGm2 .- Gmn

pricom a;; oznacuje prvok v i-tom riadku a j-tom stipei.
Niekedy bude vyhodné pouzit strucnejsi zapis ||a;;||, ¢im myslime, Ze pre struénost niekedy
len uvedieme predpis pre prvok i-teho riadku a j-teho stipca.

Priklad 5.1.2. (i 3 g) je matica typu 2 x 3 nad R.
Definicia 5.1.3. Nech A, B st matice typu m X n nad polom F a c € F.
(a) Sucet matic A = ||a;j|| a B = ||b;;|| je matica A+ B = ||a;; + byj]|-
(b) Matica ¢ - A = ||ca;;|| sa nazyva c-ndsobok matice A.
(Teda séitovanie matic a ndsobenie matice skaldrom definujeme po sturadniciach.)
Vsimnime si, ze sicet matic definujeme len pre matice rovnakého typu.
Priklad 5.1.4. Uvazujme matice typu 2 x 2 nad R.
(6 2)+(51)=(39)
2-(07)=(7%")
Veta 5.1.5. Matice typu m X n nad polom F' s takto definovanym scitovanim a ndasobenim

skaldrmi tvoria vektorovy priestor nad polom F'.

Dékaz. Uloha (Vlastne si sta¢i uvedomit, ze je to to isté ako priestor F™" — matice
typu m x n tvoria len inak zapisané mn-tice prvkov z F', operacie su definované tak, ze
koresponduji s priestorom F™™.) O

Vdaka tomu, ze matice tvoria vektorovy priestor nad F' mézeme vyuzivat vsetky vlast-
nosti, ktoré pozname z vektorovych priestorov, ako napriklad identitu ¢(A + B) = cA + ¢B.

Budeme pouzivat oznacenie —A = || — a;;|| pre opacnd maticu k matici A a 0 = ||0]| pre
nulovid maticu.
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76 Matice

Definicia 5.1.6. Maticu typu n x n (teda takd, ktord mé rovnaky pocet riadkov a stipcov)
nazyvame stvorcovd matica.

Maticu
1 0 0
=1, = 0 1
0
0 0 1

typu n x n, ktord ma na diagonéle jednotky a mimo diagonaly nuly, nazyvame jednotkovd
matica.

Stvorcova matica, ktord ma mimo diagondly iba nuly (t.j. a;; = 0 pre ¢ # j) sa nazyva
diagondlna matica. (Prikladom diagonalnej matice je jednotkovd matica.)

Poznamka* 5.1.7. Jednotkovd maticu by sme mohli definovat ako I = ||d;;]|, kde

5 — 1 aki=yj,
Y10 aki #£ .
Takto definovany symbol sa v matematike Casto pouziva, nazyva sa Kroneckerov symbol.

Casto budeme pouzivat aj pojem transponovanej matice.

Definicia 5.1.8. Transponovand matica k matici A typu m x n je matica AT typu n x m

uréena ako
AT = [laq|.

Stvorcova matica A sa nazyva symetrickd, ak A = AT a antisymetrickd, ak A = —AT.

Teda A7 je vlastne matica A prevratend symetricky podla hlavnej diagonaly.
Mozeme si vsimnut, ze plati 17 = I, (AT)T = A, (A+ B)T = AT + BT a (cA)T = cAT

(tiloha [5.1.3)).
Priklad 5.1.9. Ak A= (2 1%), tak A7 = (_21 _42)
% 3 5
1

, c 1 . 021 , . s
su symetrické, matice 9%2)a(-20-1) st antisymetrické.
) 20 110

Matice (3%) a ( z

—O

Cvicenia

Uloha 5.1.1. Overte, ze matice typu m x n nad polom F (spolu so sCitovanim matic a
ndsobenim matice skaldrom) tvoria vektorovy priestor nad F.

Uloha 5.1.2. Dokéite, ze diagonalne matice tvoria podpriestor vektorového priestoru vet-
kych matic typu n x n.

Uloha 5.1.3. Nech matice A a B st rovnakého typu. Dokazte, ze potom (A4 B)T = AT+ BT
a (AT)T = A. Comu sa rovné (c; A+ coB)T?

Uloha 5.1.4. Dokéite, ze

a) mnozina vSetkych symetrickych matic typu n x n a

b) mnozina vSetkych antisymetrickych matic typu n x n

tvoria podpriestory vektorového priestoru vsetkych matic typu n x n. Je vektorovy priestor
matic typu n x n direktny sucet tychto podpriestorov?
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5.2 Riadkova ekvivalencia a hodnost matice

Definicia 5.2.1. Podpriestorom prislichajicim matici A typu m xn nad polom F nazyvame
podpriestor priestoru F™ generovany riadkami matice A. Oznacujeme ho Vy.

Aby sme rozumeli predchadzajicej definicii, uvedomme si, Ze kazdy riadok matice je
vlastne n-tica prvkov z F', ¢ize ho mbézeme chapat ako vektor z F".

Ak matica A mé riadky aq,...,d.,, tak podpriestor prislichajici tejto matici je vlastne
Va=1[d1,...,8n]

Priklad 5.2.2. Pozrime sa na par prikladov nad polom R.
A:((%?%) VA:[(LO?]-)’(O?]-?]-)}
I= (ég%) Vi =[(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)] = R?

Vidime, Ze jednotkovej matici I zodpoveda $tandardné baza priestoru R3, preto jej pri-
slticha cely priestor R3.

Zavedieme teraz upravy, ktoré ndm umoznia jednoduchsie popisat priestor prislichajici
danej matici.

Definicia 5.2.3. Elementdrne riadkové operdcie na matici A nad polom F' su:
1. vymena 2 riadkov matice,
2. vynasobenie niektorého riadku matice nenulovym prvkom c pola F',
3. pripoc¢itanie nasobku niektorého riadku k inému riadku.

Hovorime, Ze matice A a B su riadkovo ekvivalentné ak maticu B mozno z A dostat pomo-
cou konecnej postupnosti elementarnych riadkovych operacii. Ak matice A a B st riadkovo
ekvivalentné, zapisujeme to ako A ~ B.

Priklad 5.2.4. Nasledujice matice sme dostali z prvej pomocou elementarnych riadkovych
operacii. Su to teda riadkovo ekvivalentné matice.
102
GO
000 000

A= (%_22‘?) @ (6_26_59) @ ((1)_26 _59> @ (6%3) W (83
3-23 3-2 3 0—8 —12 023 00
Elementarne riadkové operacie, ktoré sme pouzili si:
(1) k 2.riadku sme pripocitali (-2)-ndsobok prvého (inak povedané, odéitali sme dvojndsobok),
(2) od 3.riadku sme od¢itali 3-nasobok prvého,

(3) 2.riadok sme vyndsobili —%, 3.riadok sme vynéasobili —%,

(4) od 2.riadku sme odpodéitali treti,

(5)

(6)

WUt

5) od prvého riadku sme odpocitali druhy,
6) druhy riadok sme vyndasobili % (Cize sme vlastne ho vydelili 2).

Poznamka 5.2.5. Podobnym sposobom sa daju definovat aj elementarne stipcové operacie.

Poznamka 5.2.6. Je zrejmé, ze ak A ~ B a B ~ C| tak plat{ aj A ~ C. (Postupnostou
elementérnych riadkovych operécii vieme z A dostat najprv B a potom z B dostat C.)

Okrem toho elementdrne riadkové operacie mozno obratit, preto ak A ~ B, tak plati aj
B~ A.

(Nie je tazké si uvedomit, ze ak B dostaneme s A vymenou 2 riadkov, tak vymenou tych
istych riadkov dostaneme z matice B pdvodnu maticu A. Takisto, ak pouZijeme vyndsobenie
niektorého riadku prvkom ¢ # 0 pola F', tak povodnii maticu dostaneme tak, ze tento riadok
vynasobime ¢~!. Ak sme v matici B ziskali k-ty riadok pripo¢itanim c-nasobku j-teho riadku,
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¢ize k-ty riadok novej matice pomocou riadkov pévodnej matice vieme vyjadrit ako @y + cd;,
tak (dp+cdlj)—cd; = d, Cize pripocitanim (—c)-nasobku j-teho riadku ku k-temu dostaneme
z B povodni maticu.)

Veta 5.2.7. Elementdrne riadkové operdcie nemenia podpriestor prislichajici danej matici.
(Teda riadkovo ekvivalentngm maticiam zodpovedd rovnaky podpriestor.)

Doékaz. Chceme ukézat, ze ak na matici A, ktorej riadky st a1, . .., &, urobime ktortkolvek
z 3 elementarnych riadkovych operacii, podpriestor prislichajici novej matici bude rovnaky
ako podpriestor V4 = [@1, ..., &m].

V pripade vymeny 2 riadkov je to jasné — ak vektory napiseme v inom poradi, tak vyge-
neruju ten isty podpriestor.

Dalsou elementdrnou operaciou je vynasobenie niektorého riadku skaldrom ¢ # 0. Potom
priestor prislichajici novej matici je Vg = [d1,...,d;—1, cd;, @it1,...,0y]. Pretoze cd; €
Va4, vSetky vektory generujice priestor Vp patria do Vy, preto tam patria aj vSetky ich
linearne kombindcie, ¢o znamena Vg C V4. Obratent inkliziu V4 C Vg dostaneme rovnakym
sposobom: vektor @ = ¢ 1.(cd) totiz patri do V.

Zostava nam posledna operacia — pripocitanie ndsobku niektorého riadku k inému riadku.
Bez ujmy na vsSeobecnosti predpokladajme, ze sme pripocitavali c-nasobok druhého riadku
k prvému (vektory mézeme lubovolne preusporiadat bez toho, aby sme zmenili podpriestor,

ktory generujii). Chceme teda ukézat, ze V4 = [a1,...,dn] = [d1 + cds, da, ..., dn] = V5.
Kazdy z vektorov generujicich Vg je linearna kombinacia vektorov as, ..., d,,, preto plati
Vg C Vi = [@4,...,0n]. Obritene, vektor &y = (&1 + cda) — cdy je linedrna kombindcia
vektorov, ktoré generuji Vg, preto plati aj V4 C Vg. O

Definicia 5.2.8. Matica A je redukovand trojuholnikovd matica, ak:
(i) Veduci (=prvy nenulovy) prvok kazdého riadku matice je 1.

(ii) Kazdy stipec obsahujiici vediici prvok niektorého riadku mé prvky v ostatnych riadkoch
nulové.

(iii) Nulové riadky lezia pod nenulovymi riadkami. (Presnejsie povedané: Akykolvek nulovy
riadok musi byt nizsie ako akykolvek nenulovy riadok.)

(iv) Vedtci prvok Tubovolného nenulového riadku je napravo od vedtcich prvkov vSetkych
nenulovych riadkov nad nim a nalavo od vedtcich prvkov riadkov pod nim (t.j. vedice
riadky st usporiadané zlava doprava).

1
Napriklad matica <O
0

o =O
[@IN][H] N

>, ktorti sme dostali v priklade |5.2.4] je redukovand trojuholni-

kova matica.
Lubovolné redukovana trojuholnikova matica vyzerd zhruba takto:

0 ... 0 1] + 0 % 0 = x
0 ... 0 0 0 [1] = 0 = x
0 ... 0 0 0 0 0 [1] % %
0O ...0 0 0 0 0 0 © 0
0 ...0 0 0 0 0 0 © 0

V predchadzajicej schéme * oznacuje miesta, kde méze byt Iubovolny prvok (nulovy alebo
nenulovy). Vidime, Ze vedice jednotky (vyznadené Stvoréekom) idi zlava doprava

Veta 5.2.9. KaZdd matica nad polom F je riadkovo ekvivalentnd s nejakou redukovanou
trojuholnikovou maticou.
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Doékaz. Nech A je matica typu m X n.

Tvrdenie vety dokazeme indukciou vzhladom na m — pocet riadkov matice A.

Ak m = 1, tak mame jediny riadok. V pripade, Ze je tento riadok nulovy, matica uz je v re-
dukovanom trojuholnikovom tvare. Ak nie, tak tento riadok ma tvar (0, ...,0, a1s, a1 541, - - -, G1n),
kde aj je prvy nenulovy prvok v danom riadku. Vynasobenim a;,' dostaneme maticu (0,...,0,1,a;. a1 511, -+, a7, @1n),
Cize veduci prvok jej jediného riadku je 1 a tdto matica je v redukovanom trojuholnikovom
tvare.

Indukény krok: predpokladame, ze tvrdenie vety plati pre kazdi maticu, ktorda ma m
riadkov, chceme dokézat, Ze plati aj pre Iubovolnti maticu A typu (m + 1) x n.

Ak A je nulova matica, tak je v redukovanom trojuholnikovom tvare. V opac¢nom pripade,
nech s je prvy stipec, ktory je nenulovy. Teda tento stipec obsahuje aspoii jeden nenulovy
prvok.

0 ... 0 a1s * % % alp
0 ... 0 * * % % %
0 ... 0 aps#0 x * *x agg
0o ... 0 * * ok ox %
0 ... 0 @mt1,s * * * Qpg

Vymenou riadkov vieme dostat maticu, ktord ma v s-tom stipci nenulovy prvok uz v pr-
vom riadku. (Ak to spliia uz pévodnéd matica, nie je potrebné vymienat riadky.)

0 0 bis#0 * * x x
0 0 bos I
0 0 : Xk k%
0 0 bis * % k%
0 0 * ok ok %
0 0 bpmt1s * * % %
Aby sme v prvom riadku dostali vedicu jednotku, vyndsobime ho bl_sl.
0 0 1 * ok k%
0 0 bos * % % %
0 0 E N S S S
0 0 brs % ok k%
0 0 * ok ok ok
0 0 bpmt1s * * * %

Teraz vieme vynulovat vietky ostatné prvky v s-tom stipci — na to staci od k-teho riadku
(pre k =2,3,...,m+ 1) odpocitat bys-ndsobok prvého riadku.

0 0 1 * * * *
0 0 0 co641 N )
0 0 * * * *
0 0 0  crst1 e ol Ckn
0 0 * * * *
0 0 0 cmtts41 - oo Cmpm

Teraz nastala spravna chvila pouzit indukény predpoklad — podla neho vieme podmaticu
pozostavajicu zo vSetkych riadkov predchadzajicej matice okrem prvého upravit na reduko-
vanu trojuholnikovi maticu. Takto dostaneme maticu tvaru, ktory schematicky znazornime
takto:
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0 0 1 % *x % x
0 00 [1] 0 % 0
0 00 0 [1] * o0
0 00 0 0 0 [1]
0O ... 00 0 0 0 0
0O ... 00 0 0 0 0

Inak povedané, podmatica pozostavajica z riadkov 2 az m + 1 Spiﬁa definiciu redukova-
nej trojuholnikovej matice. Jedind podmienka, z definicie redukovanej trojuholnikovej matice,
ktord moze byt narusens v celej matici, je, ze v niektorom zo stipcov obsahujuicich vedicu jed-
notku moze tato matica obsahovat nenulovy prvok. Pripoc¢itanim vhodného nésobku tychto
riadkov vieme aj tieto prvky matice vynulovat. (Presnejsie to moZeme zapisat takto: oznacme
prvky prvého riadku v (s + 1)-vom az n-tom stipei. Nech stipce obsahujice vedtice jednotky

si i9,13,...,1;. Potom od prvého riadku odpocitame c; ;,-ndsobok 2.riadku, ¢; ;,-ndsobok
3.riadku, atd.)
0 01 0 0 =% O
0 0 0 0 % 0
0 00 0 £ 0
0 00 0 0 0
0 00 0 0O 0 O
0O ... 00 0 0 0 O
7 naznacenych tprav je vidno, ze vyslednd matica je skuto¢ne redukovana trojuholnikova
matica. O

Predchadzajici dokaz vlastne sicasne popisuje aj algoritmus, ako mozeme upravit Tubo-
volni maticu na redukovany trojuholnikovy tvar.

Ako priklad ipravy na redukovant trojuholnikovii maticu ndm méze opét posliazit priklad
b24

Zatial sme si povedali, ¢o sii redukované trojuholnikové matice a vysvetlili sme si postup,
akym mozeme z Iubovolnej matice pomocou elementarnych riadkovych tprav dostat reduko-
vanu trojuholnikovii maticu. Teraz by sme chceli ukézat, preco si redukované trojuholnikové
matice uzitocné.

Veta 5.2.10. Nenulové riadky redukovanej trojuholnikovej matice su linedrne nezdvislé.

Najprv ilustrujme tito vetu na priklade. Opét pouzijeme redukovant trojuholnikovii ma-

ticu z prikladu [5.2.4]
Priklad 5.2.11. Riadky redukovanej trojuholnikovej matice z prikladu sua=(1,0,2)
a fp=(0,1, %) Rovnost ¢@ + df = 0 znamen4, ze
3 3
¢(1,0,2) +d(0,1,5) = (¢,d, 2¢ + 5d) = (0,0,0),

z ¢oho dostaneme (porovnanim prvych 2 sdradnic) ¢ = 0 a d = 0. Plat{ teda implikécia
cd+d3=0= c=d=0, ¢ize vektory @ a 3 st linedrne nezavislé.

Videli sme, ze dolezité boli tie stradnice, na ktorych sa nachadzaji vedice jednotky. V na-
sledujicom dokaze postupujeme takmer identicky ako v priklade, ktory sme prave uviedli.

Dokaz. Nech dy,...,d, st nenulové riadky redukovanej trojuholnikovej matice A. Nech
i1,...,% su stlpce s vedicimi jednotkami.
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Vektor ¢1d1 + - - + cxd mé na mieste i; prvok ¢; (pre j = 1,2,...,k), takze rovnost
101 + -+ + cpdy = 0 implikuje ¢; = 0 (pretoze nulovy vektor ma na tomto mieste nulu).
Zistili sme, ze plati c1@1 + -+ @ =0 = ¢1 = ¢ = ... = ¢ = 0, Cize vektory aq,...,dk
su skutocne linedrne nezavislé. O

Definicia 5.2.12. Hodnost matice A je dimenzia podpriestoru V4 prislichajiceho tejto
matici. Oznacujeme ju h(A).

Z tejto definicie méme rovnost h(A) = d(Vy4) a pretoze elementarne riadkové operécie
nemenia priestor prislichajici danej matici (veta , nemenia ani hodnost matice.

Z vety [5.2.10] vyplyva, Ze hodnost redukovanej trojuholnikovej matice je pocet jej nenulo-
vych riadkov. Teda hodnost matice mozeme ratat pomocou upravy na redukovand trojuhol-
nikovi maticu. Pre maticu z prikladu dostaneme h(A) = 2.

Okrem toho, Ze redukované trojuholnikové matice si uzitoéné na vypocet hodnosti (a
tym aj vypocet dimenzie podpriestoru generovaného nejakymi zadanymi vektormi), daju sa
vyuzit aj na to, aby sme zistil, ¢i nejaky vektor patri do podpriestoru Vy.

102
Priklad 5.2.13. V priklade |5.2.4] sme ukazali, Ze matice A = (% 2 ?) aB= (0 1 3) st

riadkovo ekvivalentné ¢o znamena, ze V4 = Vg = [(1,0,2), (0,1, 2)].
Pokisme sa zistit, ¢i vektor & = (1,4,4) patri do V4. Ak to plati, musi byt tento vektor
linedrnou kombindciou vektorov (1,0,2) a (0,1, 3). Dostdvame teda rovnost

3 3
(174>4) = 01(17072) + 02(0> ]-7 5) = (01,02,201 + 562)'

Porovnanim prvych dvoch stradnic dostaneme ¢; = 1 a ¢ = 4. Vektor na pravej strane
poslednej rovnice ma potom ale tretiu siradnicu rovna 2.1 + %.4 = 8 # 4, ¢ize vektor a
nepatri do Vy.

Postup z predchadzajuceho prikladu sa d4 pouzit na dokaz tohoto tvrdenia:

Lema 5.2.14. Nech A je redukovand trojuholnikovd matica typu m X n nad polom F.

Oznacéme jej nenulové riadky dy, . ..,0 a ako iy,...,1 oznacme cisla stlpcov, v ktorych st
vedice jednotky. Potom & = (c1,...,¢n) € Va prave vtedy, ked & = ¢;, 81+ ¢, 0o +. ..+ ¢4, Ak
Dokaz. Ak d € Vyu, tak @ je linedrnou kombinaciou vektorov dy, ..., d, ¢ize & = did; +
cee 4 dk&k

Pozrime sa, aka je i;-ta stradnica vektoru & = di&; + --- + drdy, pre Iubovolné j =
1,2,...,k. Na tejto zlozke maju vektory djy,...,d) nulu s vynimkou vektora a;, ktory tam
mé 1. Preto na i;-tej siradnici vektora didy + - - - + dp @, je dj;, dostdvame rovnost d; = ¢;, .
Zistili sme, zZe koeficienty linedrnej kombinacie si skutoéne rovné ¢;,, ci,, .. ., Ci, -

Obréatena implikacia je zrejma. O

Veta 5.2.15. Ak A a B st redukované trojuholnikové matice rovnakého typu m X n nad
polom F a Vy = Vg, tak A= B.

Doékaz. Aby sme ukézali, ze 2 redukované trojuholnikové matice sa rovnaju, stac¢i dokazat,
7e vedtce jednotky s v rovnakych stfpcoch a v ostatnych Stipcoch obsahuji matice rovnaké
prvky.

Pretoze h(A) = h(B), tieto matice maji rovnaky pocet nenulovych riadkov. Ozna¢me ho
k. Nenulové riadky matice A oznaéme @1, ..., a0 a i1 < is < ... < i} nech st &sla stipcov,
ktoré obsahuji vedice jednotky. Podobne nenulové riadky matice B oznac¢me 51, ey Ek a
nech vedtce jednotky tejto matice si v stipcoch N <jge<...<7g.
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Postupujme sporom. Predpokladajme, ze by vedtice jednotky neboli v rovnakych stipcoch.
Nech t je prvy index, kde i; # j;. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat i; < j;.
Vektor @; ma na miestach i1, ...,4;—1 nuly. Preto

Ay =081 + ...+ 081+ ctfy + cop1 B + - -+ i P

Vektor na pravej strane tejto rovnosti ma na prvych j; — 1 miestach 0, ¢ize ju m4 aj na mieste
it, o je spor (kedZe sa mé rovnat vektoru @, ktory tam m4 prvok 1).
Zistili sme, ze predpoklad i; # j; vedie k sporu, preto i; = j.

Teraz staci ukazat, ze pre vSetky t = 1,2,...,k plati &y = B; — to znamen4, Ze aj ostatné
prvky matic A a B sa rovnaju.

Vektor d; ma 0 na miestach iq,...,9;,-1 aj 4441,-..,7 a na mieste 4; ma jednotku. Podla
lemy teda a; = 051 +...+ Oﬁt_1 + 15_; + 05t+1 + ng, Cize Q; = B; O

Na ziskanie lepsieho porozumenia predchiadzajiceho dékazu je mozno dobre si ukazat
jeho najdolezitejsi krok na konkrétnom priklade.

Priklad 5.2.16. Majme redukovant trojuholnikovi maticu
A=(5697%3)

ktord mé vedice jednotky v prvom a tretom stipci.

Predpokladajme, ze by existovala redukovand trojuholnikova matica taka, ze V4 = Vg

ale tato matica by mala vedice jednotky v prvom a stvrtom stipci, ¢ize by mala tvar
B=(o"% "5t

To by znamenalo, Ze (0,0,1,1,2) € Vi apodla lemyz toho dostaneme (0,0, 1,1,2) =
0-(1,b12,b13,0,b15) +1-(0,0,0,1, be5), ¢ize (0,0,1,1,2) = (0,0,0, 1, bes); ale tieto vektory sa
lisia na tretej siradnici, teda uvedend rovnost nemdze platit.

Iny spdsob, ako moézeme ukdazat, ze V4 # Vp: Ak by sa tieto podpriestory rovnali, tak
by platilo (0,0,0,1,b5) € Va = [(1,1,0,2,1),(0,0,1,1,2)]. Z lemy potom dostaneme
(0,0,0,1,b95) = 0.(1,1,0,2,1) + 0.(0,0,1,1,2) = (0,0,0,0,0). Dostali sme teda rovnost nu-
lového a nenulového vektoru, ¢o je spor.

Predchédzajtce vety mozeme zhrnit nasledovne.

Dosledok 5.2.17. Nech A a B st matice typu m x n nad polom F. Nasledovné podmienky
st ekvivalentné:

(i) A a B st riadkovo ekvivalentné,
(il) V4 = Vg,
(iii) A a B st riadkovo ekvivalentné s tou istou redukovanou trojuholnikovou maticou.

Dokaz. Veta vlastne znamend implikaciu = .

Podla vety [5.2.9] je A riadkovo ekvivalentnd s nejakou redukovanou trojuholnikovou mati-
cou A’ a B je ekvivalentnd s redukovanou trojuholnikovou maticou B’. Pretoze Vg = Vg =
Va = Vyr, podla vety A’ = B’. Tym je dokdzand implikdcia = ().

Podla poznamky ak A~T a B ~T (T je redukovana trojuholnikovd matica), tak
aj A ~ B. Teda plati aj implikicia = . O

82



KAPITOLA 5. LINEARNE ZOBRAZENIA A MATICE 83

Poznamka 5.2.18. Postup z prikladu[5.2.13]a lemy[5.2.14 mozeme pouzit na akusi ,,poloviéni
skusky spravnosti® pri pocéitani redukovanej trojuholnikovej matice. Pretoze podobny postup
sa da pouzit aj v inych situéaciach, vysvetlime si ho trochu podrobnejsie.

Z dosledku[5.2.17| vieme, ze ak matica A je podobnd redukovanej trojuholnikovej matici B,
tak V4 = V. Tito rovnost sice nevieme priamo overit, vieme vsSak Tahko zistit, ¢i V4 C Vp
(tak, Ze postupne overime, ¢i jednotlivé riadky matice A patria do Vp; pouzijeme na to
rovnaky postup ako v priklade .

Ak ndm takato ,poloskiska“ nevyjde vieme dokonca pomerne jednoducho néjst posledni
upravu od konca, v ktorej sme spravili chybu. Skisme urobit v tprave nejakej matice na
redukovany trojuholnikovy tvar narocky chybu a ilustrovat si, ako ju vieme najst.

1-2-2 2 1 1-2-2 2 2 1-2-2 2 3 1-2-2 2 4 1-2-2 2 5
(207171)(~) 04 3 =5 (~)<04375>(~)<04072>(~) 01 0 — (N)
30 —4-4 00 -3-3 00 1 1 00 1 1 00 1 1

100 3
(0 10-3% )

001 1
Ked urobime sktsku pre prvi maticu, nevyjde. (Konkrétne pre druhy riadok dostaneme
2(1,0,0,3) — (0,0,1,1) = (2,0,—1,5).)

Aby sme nasli chybu, robime skusku pre matice, ktoré sme dostali ako medzivysledky, az
kym nenarazime na situdciu, ze pred niektorou tpravou skuska nesedi a po nej uz ano. To
znamend, ze v tejto uprave sa zmenil podpriestor prislichajici matici, a teda tato Uprava
nemoze byt spravna.

Napriklad pre maticu po tprave (2) skiska nesedi (4.(0, 1,0, —%)4—3.(0, 0,1,1) = (0,4,3,1)).
Musime teda chybu hladat napravo od tejto matice.

[N

VysktiSame maticu po tprave (4) — skiska vyjde. Vyskisame maticu po tprave (3) —
skuska opaf vyjde. KedZe pre maticu pred dpravou (3) ndm skiska vysla, ale po nej nie,
museli sme spravit v tejto tprave chybu.

Samozrejme, moze sa stat, ze urobime chybu takého typu, ktora takito poloskuska ne-
odhali.

Spravny postup je

1-2-2 2 1 1-2-2 2 2 1-2-2 2 3 1-2-2 2 4 1-2-2 2 5
(207171)(~) 04 3 =5 (N)(043—5)(~)(040—8>(~)<010—2)(~)
30 —4—4 00 -%-3 00 1 1 00 1 1 00 1 1

1
.r-=(3/2)*2.r; 2.r-=2*1.r (Tymto zdpisom sa mysli to, Ze od treticho riadku sa od-
pocita (3/2)-nasobok druhého a od druhého dvojnasobok prvého) (2) 3.r*=-2/5 (3) 2.r-=3*3.r
(4) 2.r*=1/4 (5) 1.r+=2%2.r+2*3.r

Poznamka 5.2.19. Este na tomto mieste spomeniem jednu ¢asto sa vyskytujticu chybu.

Pomerne casto sa studenti robia pri tpravach matic nieco také, ze namiesto pripocitania
c-nasobku niektoré riadku k inému urobia c-nasobok niektorého riadku a pripocitaju iny
riadok. (Alebo dokonca ndsobok iného riadku.) Napriklad sa vyskytuje

1 2 -1 1 2 -1

1 -2 =2 0 4 1
pricom pouzitd tprava je 2r:=1r-2r, t.j. druhy riadok je nahradeny rozdielom prvy riadok
minus druhy riadok.

Takéto tiprava by bola (v podstate) v poriadku, pretoZze sme sa od matice (;;) dostali

k matici (al‘y‘j&2>, ktorad je s pdévodnou maticou riadkovo ekvivalentna. Vieme ju totiz do-

stat tak, Ze postupne robime tieto Gpravy: vyndsobime druhy riadok ¢islom (—1) a potom
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pripoc¢itame prvy riadok (1-nasobok prvého riadku).

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
1 -2 =2 -1 2 2 0 4 1

Teda sme vlastne iba naraz zapisali viacero tiprav naraz, ¢o sme robili uz aj predtym.

Napriek tomu, by som povazoval za rozumné sa takémuto typu tprav vyhnit. (Alebo si
aspon vzdy poriadne premysliet, aké upravy ste urobili, ak ich takto skombinujete viacero
naraz.) Su na to dva dévody.

Mobze sa potom stat, ze spravite taktuto chybu: Urobite upravu, ze prvy riadok nahradite
rozdielom druhy riadok minus prvy riadok (¢o je v poriadku — len ste spojili viac tprav do
jednej) a druhy riadok upravite podobne ako v predoslom priklade. T.j. spravili sme takéto
veci: 1r:=2r-1r, 2r:=1r-2r. Pozrime sa, ¢o dostaneme takouto tpravou (a ¢o vyjde ak

pokracujeme dalej).
1 2 -1 0 -4 -1 0 -4 -1
(1 ~2 —2)“’(0 4 1>N(0 0 0>
Takto sme dostali z matice hodnosti 2 maticu hodnosti 1, ¢iZze je tam zjavne niekde chyba.
(A urcite lahko pridete na to kde.)

Predoslému problému by sme sa vedeli vyhnut, ak by sme neurobili viac takychto ,zlych*
Uprav naraz. Aj tak sa mi zdd rozumnejsie nezvykat si prili§ na pouzivanie tprav takéhoto
typu. Dovod je ten, Ze aj ked by to bolo v poriadku teraz (kym nds zaujima len riadkova
ekvivalencia, hodnost, podpriestore prislichajtci matici a podobné veci), mohlo by ndm to
narobif problémy pri poéitani determinantov. Neskor — v casti [6.3.2] — sa naucime, ako sa
daji pouzivat elementarne riadkové operacie na pocitanie determinantov. Budeme vyuzivat
fakt, ze vymena riadkov meni determinant na opacny, pripoc¢itanie nasobku niektorého riadku
k inému determinant nezmeni, a vynasobenie konstantou ¢ zmeni{ determinant c-krét. Ak by
sme pouzili ipravu typu 2r:=1r-2r, tak velmi lahko prehliadneme, Ze tato tiprava je zlozena
z viacerych, kde jedna z nich je vynésobenie matice ¢islom —1 (a teda aj determinant by
sa mal zmenit na (—1)-ndsobok). Velmi sa to totiz podobd na typ opericie ,pripoditanie
nésobku riadku k inému® (ako 2r:=2r-1r), ktoré determinant nemeni.

Struéne zhrnuté: Ak pouzivate viacero tprav naraz, treba si vzdy poriadne uvedomit,
aké Upravy ste pouzili. A mozno je lepSie nepouzivat naraz viac Gprav réznych typov. (Ak
pripoc¢itam néasobok prvého riadku k druhému i k tretiemu v tom istom kroku, velmi sa
nemam kde pomylit. Ak pripoc¢itam k druhému riadku prvy i treti sicasne, tiez sa nie je
velmi kde pomylit. Z prikladov, ktoré som uviedol, by mohlo byt vidiet, Ze ak kombinujem
viacero uprav roznych typov, alebo pocitam s uz upravenym riadkom, dé sa vcelku lahko
spravit chyba.)

Cvicenia V nasledujtcich tlohach, ak nie je uvedené inak, uvazujeme matice nad polom
R.

Uloha 5.2.1. Nijdite redukované trojuholnikové matice riadkovo ekvivalentné s nasleduji-
cimi maticami a) nad polom R b) nad polom Zs

231 113 2341
(131) (833) (3383
341 411 1123

Uloha 5.2.2. Ak sa to dé, dopliite dané vektory na bézu vektorového priestoru (Zs)*:

a) (172’ 07 0)7 (374’ 07 1)

b) (1,2,3,4), (1,1,1,1), (3,2,1,0)
C) (2737 47 ]‘)’ (37 2747 ]‘)’ (0’ 27 37 2)
d) (1,3,1,4), (3,0,4,3), (2,3,1,1)
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Uloha 5.2.3. Ak sa to d4, doplitte dané vektory na bazu priestoru

S = [(1 0,0,0,1),(0,1,0,0,2), (0,0,1,0,1), (0,0,0,1,3)] C (Zs)°.
a) @ = (1,2,1,1,4), @ = (2,4,2,1,0)
b) @1 (1,1,2,4,2), as = (3,3,2,2,0)
c) ay =(1,3,2,0,4), ds = (2,1,4,0,3)
d) ay = (172a3a3’1) da ( 73703()’3)

Uloha 5.2.4. Zistite, ¢ nasledujtice matice tvoria bazu vektorového priestoru vietkych matic
typu 2 x 2 nad polom R:

a) (61), (38), (39),(93) b)(31).(33).(i1).(53)
Uloha 5.2.5. Zistite, ktoré z danych vektorov patria do podpriestoru [(1,4,1,0),(2,3,—-2,-3),(0,2,
priestoru RY: a) (4,11, —3,-3), b) (1,0,11,12), ¢) (3,0,4,1), d) (1, 1,2, —2).

Uloha 5.2.6. Zistite, ¢ [51,52] C [H1,%2, 73] vo vektorovom prlestore R* nad polom R, ak

,?1 = (17 1a5a 1)7 VQ = (170727 l)a V3 = (27 laO 1) 61 (15 175 1) ﬂ2 ( 6 2)
Uloha 5.2.7. Zistite hodnosti matilco o
) 10-12 3 9_13_94 13 5 —1
(42340 (gggg_ll) Sint) (3337 (g—;—;é;)
00 230 0000 7 (1)(1) % 2-11 8 2 ;791

Uloha 5.2.8. Upravte dand maticu nad polom R na redukovany trojuholnikovy tvar a urcte
hodnost matice

L9959 3-13 25 1305 0 —1 seba 3
5-3 2 3 4 26110 0 0

22 -1-1 1-3-50—7 515225 —1 —4 43-827

33 —4-4 5141 391150 —1 431 25

75 86 —14—6

Uloha 5.2.9. Uréte hodnost danej matice v zavislosti od parametra ¢ € R
1 ¢ —12 3 2 ¢ 2¢c 2c+1 0 2c+1 0
A=(2-1¢ 5 1-13—c 2 c—1 2¢c 4c—12¢c
110 —61 2301 c ¢ ¢ c c c¢

Uloha 5.2.10. Zistite, ¢ priestor [(2,4,4,2,4),(3,1,1,2,2),(4,3,3,2,0)] je podpriestor priestoru
(1,1,0,1,4),(2,1,3,3,1),(3,2,1,1,3)] a) nad Q, b) nad Zs, c) nad Zr.

Uloha 5.2.11. Zistite, ktoré z danych matic si navzajom riadkovo ekvivalentné:
231 31\ /031) /301 101\ /321

(433) (243) (203) (032) (011) (421)
124/ \312/\112/\103/\213/\101

Uloha 5.2.12. Njjdite bdzu daného podpriestoru a uréite jeho dimenziu:

a) [(1,1,0,-1),(0,1,2,1),(1,0,1,—1), (1,1, -6, -3), (=1, —5,1,0)] v R%;
b) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,-2,1,0)] v R

c) [(1,2,2,0, 1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1, 0)] v Z2

d) [(1,2,2,0,1),(1,2,0,1,2),(1,2,3,1,0)] v Z5.

Uloha 5.2.13. Zistite, pre aké hodnoty parametra ¢ st dané vektory linedrne zévislé
a) (—1,0,-1), (2,1,2), (1,1,¢) v R3;

b) (1,1,3), (2,1,2), (c,0,—c) v R3;

c) (2,0,-1), (3,2,0), (1,-2,¢) v R3.

Uloha 5.2.14*. Uréite hodnost matice:

1 1 ... 1 1
ai a2 ... Qn Anp41
2 2 2
ai ay ... @y anq
.T‘L n 'TL TL.
ay Gy o Gy Apgg
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86 Linearne zobrazenia

ak viete, Ze a1, ..., ap+1 S1 navzijom roézne redlne Cisla (t.j. a; # a; pre vSetky ¢ # j).

Pri rieSeni tejto tlohy mézete pouzit fakt, ze elementdrne stipcové operdcie nemenia
hodnost, resp. to, ze h(A) = h(AT). (Tento fakt dokdZeme neskor.) Ale mala by sa dat
vyriesit aj bez pouzitia tejto veci.

Vsetky priklady, v ktorych vystupuju len celé ¢isla, si mdzete upravit tak, ze jednotlivé
¢leny matice nahradite ich zvyskami po deleni 3 (5, 7) a rieSite rovnakd tlohu nad Zs (Zs,
Z7).

5.3 Linearne zobrazenia

V tejto casti zavedieme vlastne najdolezitejsi koncept tejto prednésky — linedrne zobrazenia.
Ak by sme povedali, ze vSetko Co sme robili doteraz sme robili iba s cielom, aby sme si
pripravili vhodné prostriedky na popis linearnych zobrazeni, neboli by sme daleko od pravdy.
Téato prednaska totiz do velkej miery smeruje k tomu, aby sme pochopili linedrne javy, ktoré
sa v matematike (ale aj vo fyzike a dalsich aplikdciach) popisuji prave pomocou linedrnych
zobrazeni.

Definicia 5.3.1. Ak V' a W su vektorové priestory nad polom F a f: V — W je zobrazenie
z V do W, tak hovorime, ze f je linedrne zobrazenie, ak pre lubovolné &, 5 € V a Iubovolné
c € F plati

—. -,

(i) fa+p) = f(a)+f(6),
(i) f(c@) = cf(@).

Inymi slovami, linedrne zobrazenia su tie zobrazenia, ktoré zachovavaju zakladné operécie
popisujtce vektorovy priestor.

Asi sa hodi ilustrovat novy pojem na niekolkych prikladoch. Zac¢nime najprv nejakymi
velmi trividlnymi:

Priklad 5.3.2. Uvazujeme identické zobrazenie idy : V — V, t.j. idy (&) = &. (Pricom V je
Iubovolny vektorovy priestor nad nejakym polom F'.) Prakticky ihned vidno, Ze ide o linedrne
zobrazenie, lebo podmienky z definicie aplikované na toto konkrétne zobrazenie su
rovnosti

+ 5,

a,

I
QL

a+p
ca

Il
Q

ktoré ocividne platia pre Iubovolné ¢ € F, &, 5 eV.
Iny trividlny priklad dostaneme, ak vezmeme nejaké dva vektorové priestory V, W nad
tym istym polom F' a definujeme .
fla)=0
pre @ € V. (T.j. kazdému vektoru sme priradili nulovy vektor. MézZeme toto zobrazenie nazvat
nulové zobrazenie.) Opét je velmi lahké skontrolovat, Ze ide o linedrne zobrazenie, vlastne si
staci vsimnut, ze platia rovnosti

Azda sa teraz mdzeme skusit posunit k zaujimavejsim (menej trividlnym) prikladom.
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A

(_yu :E)

90° (ZE, y)

Obr. 5.1: Otocenie v rovine o 90°

Priklad 5.3.3. Otocenie v rovine o 90° je lineadrne zobrazenie.
Otocenie v rovine o 90° ma vyjadrenie v sﬁradniciackﬂ

f(xvy) = (*y,$)~
Overme podmienky z definicie linedrneho zobrazenia:
flay) + f@y) = (—y,2) + (v, 2") = (=(y +¥),z +2') = f(z + 2",y +¥),
flex,cy) = (—cy, cx) = c(—y,x) = cf(z,y).

Priklad 5.3.4. Zobrazenie f: R? — R? uréené predpisom f(x,y) = (22 + y,x + 3y) je line-
arne zobrazenie. (V istom zmysle je typickym prikladom linedrneho zobrazenia, ako uvidime
neskor.)

flay) + f@'y) = Qe +y,z+3y) + (22" +y' 2" +3y) =
Qa+a)+y+y,z+a’+3y+y)) =fla+a y+y),
flex,cy) = 2cx + cy,cx + 3cy) = (22 +y,x + 3y) = cf(z,y).
Velmi podobne by sme vedeli ukéazat, ze pre Iubovolné redlne ¢isla a, b, ¢, d predpis
[z, y) = (az + by, cx + dy)

urcuje linedarne zobrazenie. Neskor uvidime, ako sa to dé zovseobecnit a tiez to, ze kazdé
linedrne zobrazenie R? — R? vyzera takto; pozri poznidmku [5.4.11

Veta 5.3.5. Nech V, W si vektorové priestory nad polom F a f: V — W je zobrazenie.
Nasledujice podmienky su ekvivalentné:

(a) zobrazenie f je linedrne,
(b) f(c@+ dfB) = cf (@) + df () pre lubovolné ¢,d € F a lubovolné &, € V,

(¢) fler@i+--+cndyn) = a1 f(@r)+. . .+enf(@y) pre lubovolnécy, ... c, € F, a1,...,0, €
V.

(d) f(c@+ B) = cf(@) + f(B) pre lubovolné c € F a & 3 € V.

Tretia podmienka v predchadzajicej vete hovori, Ze linedrne zobrazenia si prave zobra-
zenia zachovavajuce linedrne kombinacie.

1Keby sme boli presni, mali by sme pisat f((x,y)) — jednu zatvorku kvéli zobrazeniu a druht z oznadenia
vektora. Rozhodli sme sa, ze si zdpis trochu zjednodusime.
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Dokaz. @ = (]ED Vyplyva priamo z definicie linedrneho zobrazenia.

fea+dB) 2 pea) + £(aB) @ ep@) + ar(p)
= () Dostaneme opakovanym pouzitim (b]). (Formalny dokaz by sme urobili pomocou
matematickej indukcie.)
= @ Ak dosadime n = 1 dostaneme podmienku z definicie linedrneho zobrazenia.
Pre n =2 a ¢; = ¢c3 = 1 mame podmienku .
Ak uz mame overenu ekvivalenciu prvych troch podmienok, tak ukéazat, ze aj @ je s nimi
ekvivalentna je pomerne jednoduché. Tuto ¢ast dokazu som ponechal ako cvicenie — tloha

0.3.2) O
Tvrdenie 5.3.6. Ak f je linedrne zobrazenie, tak f(0) = 0.
Dékaz.
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0)
Vykratenim f(0) dostaneme f(0) = 0. O

Nasledujicu vetu niektori autori nazyvaju zdkladnd veta o linedrnych zobrazeniach.

Veta 5.3.7. Nech V', W st vektorové priestory. Nech aq, ..., a4, je biza priestoru V' a nech

B1y... ,ﬁn € W. Potom existuje prdave jedno linedrne zobrazenie f: V. — W také, Ze
f(d:) = pi
prei=1,2,...,n.
Dékaz. Nech @ € V. Pretoze a, ..., a, tvori bazu priestoru V', existuju jednoznacne urcené
skalary cq,...,c, € F také, ze

@':cld'l—l—---—i—cno_in.

Potom f(&@) definujeme ako

f(O_Z) = Clﬁl + - +Cn6n
(Pretoze c1, ..., ¢y, st jednoznacne uréené, je f dobre definované, t.j., nemdzZe sa stat, Zze by
sme takto tomu istému & priradili dve rézne hodnoty. Stc¢asne f(&) nemoze mat ini hodnotu,
ak to ma byt linedrne zobrazenie — vyplyva to z toho, ze linedrne zobrazenia zachovavaji

linedrne kombindcie. Z toho vyplyva jednoznacénost zobrazenia f.)
Ukazeme, ze takto definované zobrazenie je skutoc¢ne linearne. Uvazujme dva vektory

a=c1ay+ -+ cpdy
o =didy + -+ dpdy
Potom plati
G+ =(c1 +d))a+ ...+ (e +dp)dn
FE@+d) = (1 +d)Bi+ . 4 (o +dn)Bu = 1B+ 4 cafl + difi + -+ dof = f(@) + (&)
Podobne dostaneme
c.0 = cc1@y + -+ - + cepdy,

f(c&) = 00151 + -+ Ccnﬁn = C(Clgl + Cngn) = Cf(&)
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Linedrne zobrazenie je jednozacne uréené obrazmi prvkov (lubovolnej) bazy.
V priestore F™ mame Standardnu bazu

T4to baza ndm umozni popisat fubovolné zobrazenie z F™ do F* sposobom, ktory je v istom
zmysle kanonicky.

Definicia 5.3.8. Nech F je pole. Matica linedrneho zobrazenia f: F™ — F'™ je matica typu
m X n ktorej k-ty riadok je vektor f(&x).

Maticu zobrazenia f budeme oznacovat Ay.

Kazdému linedrnemu zobrazeniu f: F™ — F™ sme takto priradili nejakd maticu Ay typu
m X n.

Obratene, Tubovolnou maticou typu m x n je jednoznacne urcené linedrne zobrazenie
f: F™ — F™. (Riadky matice uréuji obrazy bdzovych vektorov, jednoznacénost a existencia
takéhoto zobrazenia vyplyvaja z vety ) Linedrne zobrazenie prislichajice matici A
budeme oznacovat f4.

Priklad 5.3.9. Uvazujme linedrne zobrazenie f: R? — R3 dané predpisom f(z,y) = (2x +
Y, +y,x + 2y). Dosadenim zistime, Ze plati

Teda matica tohoto zobrazenia je

2 11

1 1 2
Veta 5.3.10. Nech U, V., W si vektorové priestory nad tym istym polom F. Ak f: U -V
ag:V = W si linedrne zobrazenia, tak aj g o f je linedrne zobrazenie.

Dokaz. Na overenie pouzijeme podmienku (EI) z vety Nech &, 5 €U ac,d e F. Potom
dostaneme

-, -, -,

9(f(cd +dp)) = g(cf(a@) + df (B)) = cg(f(@)) + dg(f(B))-

(Vyuzili sme najprv linearitu zobrazenia f a potom linearitu zobrazenia g.) O

Poznamka 5.3.11. Lahko sa overi, ze ak f,g: V — W sa linedrne zobrazenia, tak aj
zobrazenia f + g a c.f su linedrne.

Teraz si ukdazeme na konkrétnom priklade, ako vieme néjst maticu linedrneho zobrazenia,
ak méme dané obrazy niektorych vektorov. (V pripade, Ze tieto vektory tvoria bazu, také

zobrazenie existuje podla vety )

Uloha 5.3.1. Najdite maticu linedrneho zobrazenia f: R3 — R%, pre ktoré plati:
a) f(2,0,3)=(1,2,-1,1), f(4,1,5) = (4,5,-2,1), f(3,1,2) = (1,-1,1,-1),

b) f(2,0,3) =(1,2,—-1,1), f(4,1,5) = (4,5,—-2,1), f(2,-1,4) = (-1,1,-1,2),

c) f(2,0,3) =(1,2,—-1,1), f(4,1,5) = (4,5,—-2,1), f(2,—-1,4) =(1,—-1,1,-1).

Postupujeme tak, ze si napiSeme do matice vektory a ich obrazy a Tavi cast sa snazime
upravit riadkovymi tipravami na jednotkovii maticu (aby sme nasli obrazy vektorov £;)
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2031 2 -1 1 10 2

41545 -2 1 |~ [01-1

312]1-11 -1 01-%
4

\
\
\
92 —
11 13 5
3 3 0
5

Hladana matica je

-

o

Jou
—

Zakladna myélienkia adlgorditmu, ktory sme prave popisali, je v tom, ze po kazdom kroku
plati, Ze vektor na lavej strane sa zobrazenim s danymi vlastnostami zobrazi na vektor napravo
od neho. Skutoc¢ne, ak médme v nejako kroku f(@;) = 3 a fla;) = Ej (kde @y a B oznacuje
k-ty riadok lavej resp. pravej ¢asti matice) a pripo¢itame k i-temu riadku c-ndsobok j-teho
riadku, plati tento vztah aj pre riadky novej matice:

F(@i +cd;) = f(@) + cf(d;) = B + cB;.

Podobne sa to da overit pre ostatné elementarne riadkové operécieﬂ

Skusku spravnosti mozeme urobit tak, ze overime, ¢i f naozaj nadobtuda zadané hodnoty,
napriklad f(3,1,2) = 3(—2,-4,2,—1) + 1(§, 4, -2,0) + 2(5, 42, -2,1) = (1,-1,1,-1).

V pripade, Ze sktuska nevyjde, chybu mézeme hladat tak, ze skisame pre medzivysledky, ¢i
sa vektor na lavej strane zobrazi na vektor leziaci od neho napravo v zobrazeni ur¢enom ma-
ticou, ktord nam vysla. Samozrejme chybu moézeme hladat aj tak, ze kontrolujeme jednotlivé

apravy.

203 12-11 20 3|1 2 —11 203 |12-1 1
b)y{415]45-21)~[01-1]2 1 0-1)~[01-1]210 -1

2-14|-11-12 0-11|-2-10 1 000|000 O

Vidime, Ze mézeme f(0,0,1) zvolit lubovolne. Oznaéme f(0,0,1) = (a, b, ¢, d). Potom dosta-

neme

203 |12-11 100|152 1-3p 1532 1-34

(01—121 0 -1 |~ (010 24a 14b ¢ —1+d>

001 |ab ¢ d 001] a b c d

Pre kazdé a, tato matica maticou zobrazenia f s pozadovanymi vlastnostami.

2-14

b e
203 -11 20 3|12 —11 203 |12 -1 1
c)<415 21>~<01121 01)~<011|21 o1>
11 -1 0-11]0-3-2-2 000 |2-2-2-2
Pre linearne zobrazenie f, ktoré by spliialo podmienky zo zadania by muselo platit f(0,0,0) =
(2,—2,—-2,—2), ale také linedrne zobrazenie neexistuje. (Linedrne zobrazenie vzdy zobrazuje
nulovy vektor na nulovy vektor.)

Cvicenia

U'lgha 5.3.2. Ukazte, ze f: V — W je linedrne prave vtedy, ked pre lubovolné ¢ € F' a
&0 €V plati f(cd + 0) = cf(a@) + f(B).

Uloha 5.3.3. N4jdite maticu linedrneho zobrazenia f: (Z7)? — (Z7)* a napfste jeho predpis.

a) f(L 1) = (07 1), f(67 1) = (372)
b) f(273) = (170)7 f(3’2) = (671)

Uloha 5.3.4. Nijdite maticu linedrneho zobrazenia f: R* — R* takého, ze:
a) f(]'7 23 3? 1) = (]" 3’ ]‘70)7 f(2’ ]‘,37 0) = (07 1,37 1)’ f(?)? 27 ]‘7 O) = (1707 3’ 0)7 f(27 2’ 3’ 4) =

b) f(1,2,3,4) = (0,0,0,0), f(2,1,3,1) = (1,0,3,1), f(0,1,2,0) = (2,0,1,0), f(1,0,3,1) =
(2’ 1)37 1)
C) f(07 1’ 17 1) = (1707 07 0)’ f(170’ 17 1) = (O’ 1707 0)’ f(17170’ 1) = (0507170)’ f(1717 1’0) =
(0? 0’ 07 1)

2Takyto postup je typicky pri dokazovani spravnosti algoritmov. Nagli sme tvrdenie, ktoré plati po kazdom
kroku algoritmu. (Nazyvame ho invariant.) O tomto invariante treba dokézat, ze: a) plati na zaciatku vypoctu;
b) vykonanie jedného kroku algoritmu nezmen{ platnost invariantu; c) ak plat{ invariant na konci vypoctu,
tak algoritmus skuto¢ne robi, to ¢o ma.
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Uloha 5.3.5. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie. Ak dq,...,d, si linedrne zdvislé vektory, tak aj f(&1),..., f(@,) su linedrne
zavislé vektory.

Uloha 5.3.6. Nech f: V — W je linearne zobrazenie z vektorového priestoru V do vekto-
rového priestoru W nad polom F'. Dokézte:

Ak S je podpriestor vektorového priestoru V, tak f[S] = {f(&);& € S} je podpriestor vek-
torového priestoru W.

Ak T je podpriestor vektorového priestoru W, tak f~1(T) = {@ € V : f(@) € T} je pod-
priestor vektorového priestoru V.

5.4 Sucin matic

V predchadzajtcej cCasti sme sa naucili, ze linedrne zobrazenie F" — F™ je jednoznacne
urc¢ené maticou typu m x n a obratene, kazdému takémuto linedrnemu zobrazeniu prislicha
jeho matica. Tiez sme sa dozvedeli, ze zlozenim linedrnych zobrazeni opét vznikne linedrne
zobrazenie. Preto je prirodzend otazka ako vyzerd matica prislichajtca zlozenému zobrazeniu.

Priklad 5.4.1. Uvazujme zobrazenie f: R? — R3 uréené maticou (}9?) a zobrazenie

. . 31 , s . . .
g: R? — R? uréené maticou ((1) 11). Pokiisme sa vypocitat maticu zloZeného zobrazenia
Agof.
Budeme oznacovat standardnt bazu v R? ako 81, 92 a Standardnt bazu v R? ako &1, &, &5.
Vypocitajme obrazy vektorov standardnej bazy:

2¢3) = g(1)

&1 + 285 2¢g(¢3) = (3,1) +2.(0,-1) = (3,-1)
52 + 53) = 29(51)

g(f(gl)) = 9(17072) = g(
g(f(§2)) = 9(27 1, 1) = 9(2 1+

oy

7 toho dostavame
_(3-1
AgOf - (7 2 ) :

Poktsme sa zopakovat tento vypocet vo vseobecnosti. Mame teda dve linearne zobrazenia
a im prislichajice matice:

a1 A1n
f: F™ — F" Af = typu m X n
Qm1  --- QUmn
b1 ... bk
g: F* — F* Ag=1 + . typu n x k
bn1 ... bk
Opét nech 51, . ,5;” je Standardna baza F™ a €7,...,¢&, je standardna baza F™.

Pretoze g o f: F™ — F* je matica zlozeného zobrazenia matica typu m x k. Riadky

-

matice Agoy st vektory g(f(gl)), g(f(gg)), ey g(F(0m))-
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Nech i € {1,2,...m}. Vypocitajme prislusny riadok matice Agos .

9(f(5)) = glair, @iz, ..., ain) =
g(ain &1 + ainés + ... + ainfn) = g(ainé1) + g(ai2éa) + ... + glainén) =
a;1(b11,b12, ..., b1g)+
a2 (ba1, baz, - . ., bog )+

ain(bnla bn2a ceey bnk) =
(@i1b11+aiobor +. . .+ ainbni, ainbia +aiaboe +. . .+ ainbna, . .., @bk +aibor +. . .+ ainbnk)

Vektor g(f(d;)) ma na j-tej stradnici hodnotu
n
Cij = ailblj + aigsz + ...+ ambm— = Zaitbtj.
t=1

Matica zlozeného zobrazenia je matica Agor = ||ci5]| typu m x k.

Vsimnime si, Ze prvok c¢;; vlastne ziskame tak, Ze vezmeme i-ty riadok matice A a j-
ty stipec matice B (dostaneme tak 2 vektory rovnakej dizky n), vyndsobime hodnoty na
rovnakych stiradniciach a takto ziskané hodnoty séitame. (Je to vlastne skaldrny suc¢in i-teho
riadku matice A a j-teho stfpca a matice B — o skaldrnom stic¢ine este budeme hovorit neskor.)

Definicia 5.4.2. Ak A je matica typu m X n a B je matica typu n X k nad polom F, tak
maticu C = ||c;5]| typu m x k, kde

n
Cij =Y airhy
=1

prei=1,2,....,maj=1,2,...,k, nazyvame sicin matic A a B. Oznacujeme ju AB alebo
A- B.

Dolezité je si vsimnuf, ze suc¢in matic definujeme iba v pripade, Ze pocet stlpcov prvej
matice sa rovna poctu riadkov druhej matice.

m x [m_]  k

Vysledok je matica typu m x k.

(1) =33

Priklad 5.4.3. (192
(397%)

(69)-(29%) =
Veta 5.4.4. Nech F je pole, f: F™ — F™ a g: F"* — F* si linedrne zobrazenia. Potom

plati
Agog = Ag - Aq

Dékaz. Sa¢in matic sme definovali préve tak, aby platil predchddzajtci vztah. (Dékaz tejto
vety spociva vlastne v odvodeni vztahu pre Agof, ktoré sme uviedli za prikladom ) O

POZOR na zmenu poradia v predchadzajicej vete. T.j. matice na pravej strane rovnosti
su zapisané v inom poradi ako je zapis skladania zobrazeni. (Opat plati, Ze niektoré knihy,
ako napriklad [KGGS]|, definuji poradie skladania zobrazeni inak, ¢o samozrejme ovplyvni
aj poradie v predchadzajicej rovnosti.)
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Priklad 5.4.5. Nie je tazké uvedomit si, Ze otocenie v rovine o uhol « (proti smeru pohybu
hodinovych rucic¢iek) je linedrne zobrazenie a jeho matica je

cosa  sina
—sina  cosa
(Pre @ = 90° sme sa na toto zobrazenie pozreli v priklade )
Ak zlozime otocenie o uhol « a otoc¢enie o uhol S, mali by sme dostat oto¢enie o uhol

a+ p. Uz vieme, Ze zlozenému zobrazeniu zodpovedd stic¢in matic. Pozrime sa, ¢o dostaneme
ako sii¢in matic tychto dvoch zobrazeni.

( Cos « sinoz) < cos 3 sinﬁ) _ ( cos acos 3 — sin asin 3 cosozsinﬁ+sinacosﬁ>

—sina cosa) \—sinf8 cosfB)  \—cosasinf —sinacosfS cosacos3 — sinasinf

Ak si spomenieme na vzorce pre trigonometrické funkcie sac¢tu uhlov

cos(a+ ) = cosacos B — sin asin j3,

sin(a + ) = cos asin B + sin a cos 3,

cos(a+pB) sin(a+p)

—sin(a+p) cos(a+pB) /°
Navyse ak tieto vzorce zabudneme, tak ndsobenie matic ndAm dava moznost, ako si ich

lahko odvodit. (Ind moznost, ako si ich zapamétat, je ndsobenie komplexnych ¢isel — pozri

dokaz vety )

Dosledok 5.4.6. Ndsobenie matic je asociativne, teda

tak vidime, Ze matica na pravej strane rovnosti sa skuto¢ne rovné (

A-(B-C)=(A-B)-C
pre lubovolné matice také, Ze ich mozno ndsobit v uvedenom poradsi.

Dokaz. Tubovolna matica je matica nejakého linedrneho zobrazenia. OznaCme zobrazenia
prislichajice danym maticiam f, g a h. Dostaneme

Ap - (Ag- Ap) = Af - (Anog) = A(hogof = Ano(gof) = Agor - An = (Ay - Ag) - Ap.

(Inak povedané, vdaka tomu, Ze pozndme vztah medzi ndsobenim matic a skladanim zobra-
zeni, asociativnost ndsobenia matic lahko vyplyva z asociativnosti skladania zobrazeni.) O

To isté tvrdenie mozeme dokézat aj priamo z definicie stc¢inu.

Dokaz. Majme matice A, B, C typov m xn,n X k, k x[l. Vyjadrime prvok v i-tom riadku a
j-tom stlpci matice A(BC). Dostaneme

n k n k
Z At Z btucuj = Z Z Gt (btucuj)~
t=1 u=1 t=1u=1
Ked vypocitame prvok v i-tom riadku a j-tom stipci matice (AB)C dostaneme

k n kK n
Z (Z aitbtU> Cuj = Z Z(aitbtu)cuj7

u=1 \t=1 u=1t=1

Gize presne tu istd sumu, len s inym poradim séitovania. O
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94 Sic¢in matic

Priklad 5.4.7. Nasobenie matic nie je komutativne. (Vyplyva to aj z toho, Ze nie vzdy, ked
je definovany sucin AB je definovany aj suc¢in BA. Ukéazeme si vSak aj priklad, kde sa suciny
v oboch poradiach definované, ale rozne.)

11 1 0y _ (0 O
0 0/\-1 0/ \0 O
1 0y/1 1y (1 1
-1 0/\0 0/ \-1 -1
Veta 5.4.8. Nech matice A, B, C nad polom F maji také rozmery, Ze uvedené siucty a
stciny maji zmysel.
I,A=A=AIl,
A(B+C)=AB+ AC
(B+C)D=BD+CD
Dékaz. Rovnost dvoch vyrazov obsahujicich matice mézeme overit tak, ze vypocitame prvok

v i-tom riadku a j-tom stipci matice na lavej a pravej strane rovnosti a vysledky porovndme.
Prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci matice I,,, A mé tvar

Cij = 6z‘1a1j + (5i2a2j + ...+ 5imamj,

kde ako d;; sme oznacili prvok i-teho riadku a j-teho stipca jednotkovej matice I, (pozri
tiez poznamku . Pretoze z cisel §;; je len 0;; = 1 a ostatné si nulové, dostavame
z predchadzajtcej rovnosti priamo
Cij = Q5.
Vztah pre nasobenie jednotkovou maticou sprava sa overi rovnako.

Ozna¢me D := A(B + C). Potom
dij = ail(blj + Clj) + aig(bgj + CQj) + ...+ am(bnj + an) =

a1 b1y + apboj + ...+ @inbpj + ajicrj + aipcoj ..+ QinCry,
¢o je presne st¢et prvkov i-teho riadku a j-teho stipca matic AB a AC. Teda skuto¢ne plati
A(B+C)=AB+ AC.

Predchadzajice odvodenie by sme mohli stru¢nejsie a prehladnejsie zapisat ako

n n n
dij = E ait (b + ctj) = E aibe; + E QjtCtj-
=1 t=1 t=1

Vztah (B + C)D = BD + CD sa overi tplne analogicky. O

Vidime, Ze matica I ma podobnt vlastnost ako neutrdlny prvok nejakej binarnej operacie.
Mohla by ndm napadnif otédzka, ¢i Stvorcové matice ndhodou netvoria grupu — uz vieme,
Ze nasobenia matic je asociativne, chyba nam teda este inverzny prvok. K otazke existencie
inverznej matice sa dostaneme v dalSej podkapitole.

Poznamka* 5.4.9. Aj tu by sme mohli postupovat tak, Zze by sme namiesto matic porovna-
vali zobrazenia, ktoré zodpovedaji maticiam vystupujicim v uvedenych rovnostiach. (Mozete
si to vyskusat.) Treba si pritom uvedomit, Ze zobrazenie zodpovedajice sti¢tu matic je sicet
zobrazeni a jednotkovej matici zodpoveda identické zobrazenie.

Pri overovani distributivnosti sa takymto spésobom dostanete ku vztahom medzi sklada-
nim zobrazeni a sic¢tom zobrazeni, ktoré neplatia vSeobecne, platia vSak pre linedrne zobra-
zenia (Go ndm uplne staci).
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Poznamka 5.4.10. Vektor mdzeme chapat ako maticu typu 1 x m. Vdaka tomu méze mat
zmysel aj ndsobenie matice a vektora.

Nech f: F™ — F™ je linedrne zobrazenie a @ € F". Potom plati nasledujica velmi
uzitoCna rovnost

f(@d) = dAy.

Ak & chéapeme ako maticu typu 1 x m nad polom F, tak uvedend rovnost skutocne ma
zmysel — vynasobenim matic typu 1 x m a m x n dostaneme maticu typu 1 x n. Tito maticu
mozeme chapat ako vektor z F™.

Platnost uvedenej rovnosti vyplyva priamo z definicie ndsobenia matic. Staci si uvedomit,

ze ak riadky matice A oznacCime ako dy,...,d,,, tak
ay

AA=(a1,...,am) | : =101+ -+ OOy, =
A,

alf(§1)++anf(5n) = f(algl +"'+angn) = f(a17"'7an) = f(a)
Vsimnime si, ze pomocou predchadzajiceho zapisu dostaneme
9(f(@)) = g(a@Ay) = a(AzAy),
éize
Agoyr = ApAy.
Ak si teda zapamétame, ze linearne zobrazenie je vlastne ndsobenie maticou sprava, tak si
lahko zapamétame aj to, Ze sa poradie skladania zobrazeni pri sii¢ine matic musi menit.

Poznamka 5.4.11. Z vysledkov v tejto kapitole tiez vidime, Ze kaZdé linedrne zobrazenie
f: F™ — F™ mé tvar f(Z) = £A pre nejakd maticu A € M, ,(F). (Konkrétne to je matica
A=Ay

Napriklad pre linearne zobrazenia f: F? — F? dostavame, ze kazdé takéto zobrazenie
bude mat tvar f(&@) = @A pre nejaki maticu

ail a2
A= € My o(F).
(021 022> 22 )
To nam déva predpis
_ ai; a2\ _
[z, y) = (2,9) < ) = (@112 + a21y, a12® + azy).
a1 Q22

Toto je vlastne zovSeobecnenie prikladu [5.3:4]
Stucasne si mézeme vsimniit, ze linearitu zobrazenia zadaného takymto predpisom vieme
lahko overit aj priamo z definicie s vyuzitim vlastnosti si¢inu matic:

f(@+B)=(@+PH)A=aA+ A= f(a + f(B)
fled) = (cA)A = c(GA) = cf ()

Ak porovnéte, ako sme zapisali dékaz linearity zobrazenia f teraz (ked uz pozndme za-
kladné vlastnosti ndsobenia matic) a ako sme ho zapisovali v priklade tak by malo
byt jasné, ze pouzitie matic ndm umoznilo zapisat tento dokaz strucnejsie a tiez je ovela
prehladnejsi.

V suvislosti so stic¢inom matic bude pre nas ¢asto uzitocnd aj rovnost
(AB)" = BT AT, (5.1)
ktorej dokaz je ponechany ako cvi¢enie (tloha [5.4.1)).
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Cvicenia

Uloha 5.4.1. Dokéite:
a) (AB)T = BT AT
b) Ak A je symetrickd matica, tak aj A™ pre kazdé n € N je symetrickd matica.

Uloha 5.4.2. Vypoditajte A% +2AB + B?, A2+ 2BA+ B?, A> + AB+ BA+ B?, (A+ B)?,
ak A=(§1) B=(31)

. 1 2 3
Uloha 5.4.3. Vyratajte FA a AE pre A = ( Lo 711) aa) B = <§§(1)) b) E = (é%%)
10 -3 .
c) B = (§ g é) d) E = (8 10 ) Vedeli by ste najst riadkovii/stlpcovii operaciu, pomocou
ktorej dostaneme z matice A maticu EA resp. AE? (Viac sa o siivise ndsobenia matic a
elementarnych riadkovych/stlpcovych operacii mozete dozvediet v podkapitole .
n
Uloha 5.4.4. Pre Stvorcovii maticu C' typu n x n budeme vyraz Tr(C) = > cxr = c11 +
k=1
Coo + -+ - + Cpp nazyvat stopa matice C.

Ukézte, ze ak A, B st matice typu n xn nad polom F, tak platia rovnosti Tr(A4) = Tr(AT)
a Tr(AB) = Tr(BA).

Zistite, ¢i pre Tubovolné matice A, B, C typu n X n platia vztahy Tr(ABC) = Tr(CBA)
a Tr(ABC) = Tr(ACB). (Svoje tvrdenie zddvodnite!) Ak niektory z tychto vztahov neplati,
bude platit za dodato¢ného predpokladu, matica A je symetricka?

Uloha 5.4.5. Dokézte, alebo vyvratte nasledujice tvrdenie: Ak A, B st §tvorcové matice
typun x n a A2 = B2, tak A = B alebo A = —B.

Uloha 5.4.6. Nech C' = AB, kde A, B st matice. Mus{ potom platit Vo C V4? Musi platit
Ve C Vg? Musi platit V4 C Vi, Ve C V? (Svoje tvrdenie zddvodnite, t.j. dokdzte, alebo
najdite kontrapriklad.)

Uloha 5.4.7. Nech A, B st matice nad polom F typu m x n resp. n x k. Dokazte, ze
h(AB) < h(A). Dokazte, ze ak n = k a B je reguldrna, tak h(AB) = h(A).

Uloha 5.4.8. Nech A, B st matice nad polom F typu m X n resp. n x k. Dokdite, 7e
h(AB) < h(B). Dokézte, ze ak m = n a A je reguldrna, tak h(AB) = h(B).
5.5 Inverzna matica

Pripomenme, ze zobrazenie g: Y — X nazyvame inverznym zobrazenim k zobrazeniu f: X —

Y, ak

go f=1idx
fog=idy

(definicia [2.2.15)) a oznacujeme ho f~'. Dalej vieme, Ze inverzné zobrazenie k zobrazeniu f
existuje prave vtedy, ked f je bijekcia (tvrdenie [2.2.16)).

Veta 5.5.1. Ak f: V — W je linedrne zobrazenie a existuje inverzné zobrazenie f~1: W —
V, tak f~1 je linedrne zobrazenie.
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-

Dékaz Nech @, 3 € W. Ozmaéme @ = f~1(a@) a f = f~1(f). To znamens, ze a, 5
st (jednoznacne urcené) vektory z V, pre ktoré plati f(d1) = @ a ([31) = [3. Potom (pre
Tubovolné ¢, d € F) plati

Fledy +dpy) = cf () + df (Br) = ed + dp.
Zistili sme, ze vektor cdy + dﬁl sa zobrazenim f zobrazi na vektor ca + dg , O Zznamena
FH(e@ + dB) = cdy + dfs.

Pretoze tato rovnost plati pre lubovolné c,d € F, podla vety je zobrazenie f~! linedrne.
O

Vieme, Ze inverzné zobrazenie existuje iba k bijektivnym zobrazeniam. V pripade, Ze je zo-
brazenie f linedrne, vieme odvodit pomerne jednoduché kritérium na zistenie ¢i je to bijekcia.
Najprv dokazeme lemu, ktord charakterizuje injektivne a surjektivne linearne zobrazenia.

Lema 5.5.2. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a dy,...,d, je bdza priestoru V.

(i) Zobrazenie f je injekcia prave vtedy, ked vektory f(&1),. .., f(@y) sd linedrne nezdvislé.

—

(ii) Zobrazenie f je surjekcia prdave vtedy, ked [f(d1),..., f(@r)] = W (teda ak vektory
fl@1),..., f(@n) generuji cely priestor W).
Dokaz casti . [=] Nech
le(dl) 4+ ...+ Cnf(&n) = 6

7Z linearity zobrazenia f dostaneme
fc1@y + -+ cndn) = £(0).
Pretoze f je prosté, vyplyva z tejto rovnosti
181 4+ cpd@n =0

a kedze vektory aq,...,d, su linedrne nezavislé, dostdvame ¢; = ... = ¢, = 0. Z rovnosti
c1f(@1) + ...+ cuf(@,) = 0 sme odvodili, ze vietky koeficienty vystupujiice v tejto linedrnej
kombindcii st nulové, teda vektory f(&),..., f(d,) si skutocéne linedrne nezavislé.

Nech pre nejaké vektory 6275 e V plati f(a) = f(g) Vektory a a 3 vieme vyjadrit
pomocou bazovych vektorov

:Clo_zl ++cn&n
:dlal ++dn&n
Odc¢itanim tychto 2 rovnosti dostaneme @ — 5 =(c1 —d1)d ...+ (¢n — dy)d,. Ak zobrazime
obe strany tejto rovnosti linedrnym zobrazenim f, dostaneme
0=f(@) = f(B) = f(a@—B)=(c1 —dr) f(@1) + ...+ (cn — dn) f(@n).

PretoZe podla predpokladu su f(&1),. .., f(&,) linedrne nezdvislé, vyplyva z toho ¢; —d; = 0,
¢o znamend, %e ¢; = d; (prei=1,2,...,n) ad =f.

Dokaz casti . Inklazia [f(@1),..., f(dn)] € W je zrejmd, potrebujeme dokizat
obratend inkluziu. Nech & je Iubovolny vektor z W. PretoZze zobrazenie f je surjektivne,
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-,

existuje vektor E € V taky, ze f(B) = &. Vektor E sa da vyjadrit ako linedrna kombinécia
bazovych vektorov

B =c1d1+ -+ caln.
Z toho dostaneme
a=f(B) = eif(@) + ...+ caf(dn),
¢o znamena, ze & € [f(d1),..., f(&n)].

Nech ¥ € W = [f(&1), ..., f(&,)]. Potom existuju skalary ¢y, ..., ¢, € F také, ze
y=c1f(@) + ... +cnf(@n) = flardy + -+ + cpdin).
Nasli sme vzor pre [ubovolny vektor 4 € W, ¢o znamend, Ze zobrazenie f je surjektivne. [

7 predchadzajicej lemy priamo vyplyva

Veta 5.5.3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a &y, ..., 0y je bdaza priestoru V. Zobra-
zenie f je bijekcia prave vtedy, ked vektory f(&1),. .., f(d,) tvoria bizu vektorového priestoru
w.

Dosledok 5.5.4. Nech f: F'™ — F™ je linedrne zobrazenie. Nasledujice podmienky su ekvi-
valentné:

(i) f je bijekcia,

(ii) f je prosté,

(iii) f je surjektivne.
Dokaz. V priestore s dimenziou n je f(dy),..., f(d@y,) biza < tieto vektory st linedrne ne-
zévislé < [f(d1),..., f(dy)] = F™ (veta [1.4.14). O

Dosledok 5.5.5. Nech f: F™ — F™ je linedrne zobrazenie. Nasledujice podmienky su ekvi-
valentné:

(a) zobrazenie f je bijekcia,
(b) emistuje inverzné zobrazenie f~1,
(0) h(A;) = .

Dékaz. Staci si uvedomit, ze hodnost matice je dimenzia priestoru prislichajiceho tejto
matici, ¢o je v naSom pripade cely priestor F™.

Obratene, ak je hodnost matice Ay rovna n, tak jej riadky tvoria n linedrne nezavislych
vektorov v priestore dimenzie 7, st teda bazou celého priestoru. Riadky matice Ay s vSak
prave obrazy vektorov Standardnej bazy. O

Definicia 5.5.6. Nech A je matica typu n x n. Hovorime, ze matica B je inverznd k matici
A, ak plati
AB=BA=1,.

Oznacujeme ju B =: A~

Poznamka 5.5.7. Predchddzajica definicia vlastne hovori, ze fa o fg = fp o fa = id,
Cize inverzna matica je prave matica zodpovedajica inverznému zobrazeniu. Prave tento fakt
vyuzijeme pri vypocte inverznej matice — budeme postupovat takym spésobom, ze vypoci-
tame maticu inverzného zobrazenia postup z tlohy (Cize zaéneme s maticou (A|I) a
upravujeme ju kym nedostaneme maticu (I]|A71).)
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Poznamka 5.5.8. Je uzitotné si uvedomit, ze ak pre stvorcové matice A, B rovnakych
rozmerov plati niektord z rovnosti AB = I alebo BA = I, tak uz B musi byt inverzna matica
k A.

Aby sme to overili, prelozme tieto rovnosti do reé¢i skladania zobrazeni. Dostaneme

fpofa=1id
fao fp=1d

Vyuzijeme tlohy [2.2.1]a[2.2.2] V prvom pripade vidime, Ze f4 je injekcia (lebo zlozené zobra-
zenie je injekcia) a podla dosledku [5.5.4] je potom fa bijekcia. Podobne, v druhom pripade
dostaneme, ze f4 je surjekcia, ¢ize aj bijekcia.

Preto (v oboch pripadoch) m4 matica A inverzni maticu A=1. Ak fiou vyndsobime rovnost
AB = I zlava, dostaneme B = A~'. Ak predpokladdme platnost rovnosti BA = I, mozeme
ju vynésobit A~! sprava a opif méme B = AL,

V oboch pripadoch sme dostali rovnost B = A1, &iZe pre matice n x n staéi overit jednu
z uvedenych rovnosti. (Moze vSak existovat matica typu m x n pre m # n takd, ze BA =1,
t4 samozrejme nie je inverznou maticou k A.)

Definicia 5.5.9. Stvorcovd matica typu n x n sa nazyva reguldrna, ak h(A) = n.
Z dosledku [5.5.5] vyplyva nasledujica veta.

Veta 5.5.10. Nech A je matica typu n xn. K matici A existuje inverznd matica prave vtedy,
ked A je reguldrna.

Mbzeme si vS§imnut, Ze inverznil maticu k stcinu vypocitame ako stcin inverznych matic
— treba si vSak dat pozor na poradie. (Podobne to bolo s transponovanymi maticami — tloha
5.4.11) Toto tvrdenie je analogické k vysledkom o (g o f)~! pri skladani zobrazeni (tvrdenie

5.4.1) a tiez o (x * y)~! v grupe (veta [3.2.6)).

Tvrdenie 5.5.11. Nech A, B € M, ,,(F') st requldrne matice. Potom plati:
(i) (A7)t =4,

(i) (A-B)'=B"1.4"1
(iii) (A7)t =(Aa"H)T

Dékaz. Uloha[p.5.11 O

Definicia 5.5.12. Bijektivne linedrne zobrazenie f: V — W nazyvame izomorfimus vekto-
rovych priestorov V a W (alebo tiez linedrny izomorfizmus).

Ak existuje bijektivne zobrazenie f: V' — W, hovorime, ze vektorové priestory V a W st
izomorfné. Fakt, ze V a W si izomorfné oznacujeme V = W.

Pomerne lahko sa da skontrolovaft, ze:

Tvrdenie 5.5.13. Pre lubovolné vektorové priestory U, V., W plati:
i) uU=U
(ii) Ak plati U =2V, tak plati aj V 2 U.
(iii) Ak plati UZV o V=W, tak plati aj V= W.
Dékaz. Uloha 5.5.100 O

Désledok 5.5.14. Ak V, W si konecnorozmerné vektorové priestory a V=W, tak d(V) =
d(W).
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Doékaz. Ak V a W st izomorfné, tak existuje bijekcia f: V' — W, ktord je sicasne linedrnym
zobrazenim.

Oznaéme d(V) = n. Potom V mé n-prvkovil bézu &, ..., &,. Podla vety je potom
fl@),..., f(@,) bdzou vo W, ¢o znamend, ze d(W) = n. O

Poznamka 5.5.15. Vieme, ze bijektivne zobrazenie je jedno-jednoznac¢né priradenie medzi
prvkami mnoziny V a prvkami mnoziny W. Ak je toto zobrazenie navyse linedrne, zna-
mena to, Ze tato jedno-jednoznacna korespondencia navyse reSpektuje operdcie definované
na vektorovych priestoroch V a W.

Fakt, ze 2 vektorové priestory sa izomorfné, teda znamen4, Ze st v podstate rovnaké, len
ich prvky st inak oznacené (pomenované). Izomorfizmus poskytuje ,preklad“ medzi tymito
dvoma pomenovaniami.

Nasledujtca veta hovori, Zze kazdy priestor dimenzie n je izomorfny priestoru F™. (A teda
kazdy kone¢norozmerny priestor je izomorfny s F™ pre niektoré n.)

Veta 5.5.16. Nech V je vektorovy priestor nad polom F a d(V) = n. Potom V' je izomorfnyg
s priestorom F™.

Dékaz. Ak d(V) = n, znamend to, ze V mé n-prvkovi bazu &,...,d,. Podla vety

existuje jediné linedrne zobrazenie f: V. — F™ s vlastnostou f(&1) = €1,..., f(@n) = &n.
Podla vety je toto zobrazenie bijekcia, ¢ize je to izomorfizmus medzi V a F™. O

Teraz vlastne vidime aj to, ze v dosledku veta [5.5.17] v skutocnosti plati ekvivalentcia.
Dosledok 5.5.17. Ak V, W si konecnorozmerné vektorové priestory také, ze d(V)) = d(W)
tak V=W.

Cvicenia

Uloha 5.5.1. Dokézte, ze ak A, B st reguldrne §tvorcové matice rovnakych rozmerov nad
tym istym polom F, tak plati:

a) (A7) ™! = 4,

b) (A B)™ = B~1 A~ ¢) (AT)"} = (47T

Uloha 5.5.2. Nijdite inverzni maticu k danym maticiam nad R:

(33 (313) (430 (833) (32 1) (131) (575 vistear
127/\312/\112/\101/\2-13 101 géf ysledky:
e A N N L AV A B AW R RN
11 1 1.1 _1 R ) 113 11 3 _q_1
1 1 2 2 10 10 ( ) 3 3 2 2 <2 2><O 1 —\/5
AU S AT e DA C TP N ey AU S AN i DAV A
Uloha 5.5.3. Zistite, ¢ je zadand matica nad polom Zs reguldrna; ak 4no, najdite inverzni:
31 1 3 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1
1 4 0 1 01 3 4 1 2 4 3 1 2 3 3
21 1 41’13 1 2 11’13 1 2 31’3 1 4 3}
32 2 1 1 1 4 2 1 3 1 3 1 3 2 4
4 0 0 3 0 2 4 4 0 4 3 3 0 0 1 3
. 12 4 1 1 0 0 2 4 34 0 0 4 0 3 3
Visledky: Ly 1|1 2 3 a1 00 3] |4 4 2 2
3 01 3 3 01 1 0 3 40 0 3 40
(1,2,3,1) = (2,0,1,0),

Uloha 5.5.4. Nech f: (Z5)* — (Zs)* je linearne zobrazenie také, ze f
)

£00,2,3,1) = (1,2,0,3), f(1,0,3,4) = (3,2,1,0), f(4,1,3,2) = (2,3,1,1). NaJdlte maticu
zobrazenia f~!
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Uloha 5.5.5. Zistite, & ((%J b ?) je reguldrna a) nad Zs b) nad Zs, ak éno, néjdite inverznd.

Uloha 5.5.6. Kolko existuje linedrnych zobrazeni spiﬁajﬁcich zadané podmienky? Kolko
z nich je injektivnych? Kolko je surjektivnych?

a) f:Z3 — 7%, f(1,3,1) = (1,1,1,3), f(2,1,3) = (0,1,3,4), f(2,1,0) = (1,4,0,0);
b) f: Zg - Zg7 f(170737 1) = (07173)a f(2a 17371) = (1’ 153)7 f(17 174a 1) = (2727 1)5
) f:Zs — 7% f(1,0,3,1) = (0,1,3), £(2,1,3,1) = (1,1,3), f(1,1,0,0) = (1,0,0);

Uloha 5.5.7. Dokézte, alebo néjdite kontrapriklad:

a) Nech A, B, C st Stvorcové matice typu n x n a plati AB = AC'. Potom B = C.

b) Nech A, B, C su $tvorcové matice typu nxn a plati AB = AC. Nech navyse A je reguldrna
matica. Potom B = C.

Uloha 5.5.8. Zistite, ¢i pre dané matice A, B nad polom Zs existuje matica X nad tym
istym polom taka, ze AX = B. Zistite, ¢i je X maticami A, B jednozna¢ne urcena. Ak taka
matica existuje, tak aspon jednu takd maticu najdite.

111 11 3
a)A=[0 3 1|,B=(2 0 1
323 02 3
01 3 2.1 0
b)yA=|2 1 0|,B=(0 3 1
1 3 1 1 3 4
12 1 03 3
)A=12 2 3|,B=[1 4 0
2 3 0 3.0 3
1 20 0 4 2
d)A=(3 1 0|,B=[0 2 1].
1 4 4 41 3
110 111
e)A=(0 1 3|,B=(0 3 1
2 4 1 3 2 3
11 3 2 1 2
fA=(0 1 1|,B=(1 1 4
2 3 2 3 10

Uloha 5.5.9. Vypoéitajte A~*B a B~!A. Skiste to urobit bez vypoétu A~! resp. B~1.
121
A= (%?é) B = (0 1 —1)

0-1 2
Ako skusku spravnosti mozete vyskusat, ¢i po vyndsobeni vysledku zlava maticou A (resp.

B) dostanete maticu B (resp. A).
Uloha 5.5.10. Dokézte, Ze pre lubovolné vektorové priestory U, V, W plati: a)U=U

b)ZUZV vyplyva V=U.
) ZUZV aVZW vyplyva U =2 W.

5.6 Elementarne riadkové operacie a siicin matic

V tejto Casti si povieme, ako moéZeme elementdrne riadkové (stlpcové) opericie vyjadrit po-
mocou hasobenia matic.
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102 Elementarne riadkové operacie a sucéin matic

Definicia 5.6.1. Pre lubovoInt elementdrnu riadkovi operdciu na matici typu mxn nazveme
maticou elementdrnej riadkovej operdcie maticu typu m x m, ktord vznikne vykonanim tejto
operacie na jednotkovej matici I,,.

Podobne mézeme definovat maticu slpcovej operécie.

Priklad 5.6.2. Uvazujme matice s 3 riadkami. Potom vymene prvého a tretieho riadku
zodpovedd matica F7, pripoc¢itaniu dvojnasobku druhého riadku k prvému matica Fs a vy-
nasobeniu prvého riadku ¢islom 3 matica Ej3.

=30 m=(31})  m=(30})
100 001 001
Vedeli by ste najst stipcové operécie, ktorym by zodpovedali tieto 3 matice? (Odpoved:

Vymena prvého a tretieho stipca, pripoéitanie 2-ndsobku prvého stipca k druhému a vyna-
sobenie prvého stlpca ¢islom 3.)

Tvrdenie 5.6.3. Ak matica B vznikne z matice A vykonanim nejakej elementdrnej riadkovej
operdcie a E je matica tejto riadkovej operacie, tak B = FA.

Priklad 5.6.4. Ak A = ( %1 _(2)1> a Fs je matica z predchadzajuceho prikladu, tak Fo A =

3 4
( S _21) je skutoCne matica, ktord vznikne z A pripoc¢itanim dvojndsobku druhého riadku

k prvému.
Dokaz. Tvrdenie overime jednoducho priamym vypoctom. Budeme postupovat pre kazdy typ
elementarnej riadkovej operécie zvlast.

Nech A = ||ai;|| je matica typu m x n.

Vymene k-teho a [-teho riadku zodpovedd matica E = ||e;;||, ktorej prvky st len nuly
a jednotky, pricom jednotky s iba na poziciach e;; pre i # k,l a tiez ey a ej. Vidime, ze
v stfine E A budu vSetky riadky okrem k-teho a I-teho rovnaké ako v matici A. (Vo vyraze
Z;L eitar; jeding nenulovy séitanec je e;;a;; = a;j.) Podobne v k-tom riadku dostaneme
prvky I-teho riadku a obrétene.

m

E €kttt = €Rlar; = agy,
t=1
m
E Eitat; = €lkAk; = Q-
t=1

Matica E'A je teda skuto¢ne matica, ktord vznikne vymenou tychto 2 riadkov.

Vynasobeniu k-teho riadku skalarom ¢ zodpoveda matica F, ktord md mimo diagonaly
nuly a na diagonéle jednotky s vynimkou prvkov eg; = c. Opéf sa nezmenia ostatné riadky
a v k-tom riadku dostdvame

m
Zektatj = €kkQLk; = Cakj.
t=1
Teda k-ty riadok novej matice je skuto¢ne c-nasobok k-teho riadku pévodnej matice.

Teraz uvazujme pripocitanie c-nasobku [-teho riadku ku k-temu. V tomto pripade ma
matica F na diagondale jednotky a mimo diagonaly je jediny nenulovy prvok ey, = c. Opat
vidno, ze mimo k-teho riadku sa prvky nezmenia. V k-tom riadku dostaneme

m

E €ktOtj = €xkQk; + €k = agj + cag;.
t=1
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Teda k-ty riadok matice FA je skutocne sucet k-teho riadku matice A a c-ndsobku I-tého
riadku matice A. O

Uplne analogicky sa d4 dokézat podobné tvrdenie pre stipcové operécie.

Tvrdenie 5.6.5. Ak matica B vznikne z matice A vykonanim nejakej elementdrnej stl}?covej
operdcie a E je matica tejto stlpcovej operdcie, tak B = AFE.

Uzitocné je si vSimnut, ze matica lubovolnej elementarnej riadkovej operécie je regularna a
inverzna matica k nej je tiez matica elementdrnej riadkovej operacie. (Dalo by sa povedat, ze je
to matica ,inverznej* riadkovej operdcie — pozri pozndmku [5.2.6] Prave fakt, Ze elementdrne
riadkové operacie st invertovatelné mézeme pouzif ako jednu z moznosti na zdévodnenie, ze
matice elementarnych riadkovych operdcif s reguldrne.)

Poznamka 5.6.6. Ak A je Iubovolnd matica, tak pomocou elementdrnych riadkovych ope-
racii z nej vieme dostat redukovani trojuholnikovi maticu

R=E\Ey...ELA.

Potom plati
A=E_'...E;'E['R.

Takto sme maticu A vyjadrili ako si¢in pomerne jednoduchych matic (jedna z nich je v redu-
kovanom trojuholnikovom tvare, ostatné si matice elementdrnych riadkovych operécii). To
moze byt uzitoéné v dokazoch niektorych tvrdeni — hlavne v pripade, ze dokazované tvrdenie
vieme Jahko dokéazat pre matice takéhoto tvaru a tiez vieme dokazat, ze platnost tvrdenia sa
zachova ak prejdeme k suic¢inu matic.

Tustraciou tohoto pristupu je napriklad alternativny dokaz vety [5.7.2]

Pomocou tohoto vztahu medzi ndsobenim matic a moézeme lepsie porozumief sposobu,
akym sme pocitali inverzné matice.
Zacali sme s maticou

(A[)

a v kazdom kroku sme urobili nejakt riadkovi operaciu, ktord zodpoveda vynasobeniu oboch
casti matice zlava nejakou maticou riadkovej operacie.

(A|T) ~ (E1A|E\I) ~ (ByE1A|EyEyI) ~ -+ ~ (B, ... BBy A|E, ... By ErT) = (I|E),

kde ako E sme oznacili maticu FE := F,, ... EyF. Pretoze tato matica spfﬁa rovnost FA=1
(tato rovnost vidime z lavej ¢asti matice), je to inverznd matica k A. Tiez si mézeme vSimnut,
Ze v kazdom kroku dostaneme maticu tvaru (DA|D), t.j. ak vynasobime pravi ¢ast sprava
maticou A, dostaneme Tavi ¢ast matice.

Podobne sa da pozerat aj na riesenie stustav linedrnych rovnic, ktorymi sa budeme zaoberat
v nasledujtcej kapitole.

Takisto pri vypocte matice zobrazenia sme mali zadanych viacero podmienok tvaru @A =
;. Ak poukladdme vektory ﬁ_; do matice B ako riadky a podobne z vektorov ¥; vytvorime
maticu C, tieto podmienky moézeme zapisat ako jedini maticovi rovnost

BA=C.

Pri vypocte sme postupovali tak, ze sme maticu C zlava néasobili nejakymi maticami riad-
kovych operécii, a to konkrétne takymi, ze z matice B vytvoria jednotkovii maticu, ¢ize ich
sucin je matica I.

To znamend, ze A = B~'C (ak B je regularna) alebo presnejsie, A = B'C, kde B’ je tak4
matica, 7e B'B = I.
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Poznamka 5.6.7. Dalsi uzitoény fakt, ktory by ndm mal byt po preéitani tejto kapitoly
jasny, je, ze nasobenie maticou A zlava zodpoveda vytvoreniu linedrnych kombinécii riadkov
v matici B (riadky matice A urcéuju koeficienty).

Podobne, ak maticu B ndsobime maticou A sprava, tak stipce v BA budi linedrne kom-
bindcie stipcov B s koeficientmi uréenymi stipcami matice A.

(Videli sme, ze nieco takéto plati pre matice riadkovych operacii. Priamo z definicie na-
sobenia matic sa da overit, Ze to plati aj pre Iubovolné matice.)

Cvicenia
Uloha 5.6.1*. Nech A, B € M,, ,(F). Dokézte: Matice A, B st riadkovo ekvivalentné prave
vtedy, ked existuje reguldrna matica R € M, »,(F') takd, ze B = RA.

Uloha 5.6.2*. Nech A je $tvorcové matica (nad nejakym polom F'). Dokézte: Matica A je
reguldrna préve vtedy, ked A sa d4 dostat ako sic¢in nejakych matic elementdrnych riadkovych
operécii. (T.j. A= E1Es...Ey, kde kazd4 z matic Ey, Fs, ..., E} zodpovedd nejakej ERO.)

5.7 Sustavy linearnych rovnic

Definicia 5.7.1. Sustavou linedrnych rovnic rozumieme systém rovnic tvaru

a1121 + a2+ ... + a1pxry, = C1

a211 + ag2To+ ...+ aonxTy = Co

(5.2)
Am1T1 + AmaZ2t ... + GmpTy = Cy
kde a;;,c; € F pre vSetky pripustné hodnoty indexov ¢ a j.

Riegenie stustavy linedrnych rovnic je n-tica (x1,...,x,) ktord spliia vSetky uvedené rov-
nice. Ak existuje aspon jedno riesenie stustavy linedrnych rovnic, hovorime, ze tdto sistava je
riesitelnd. Skaldry ci,...,c, nazyvame pravé strany, a;; s koeficienty a x; st nezndme.

Maticu

aip  aiz ... Qin

a a eeoa
A= 21 22 2n
aml Am2 ... (mn
nazyvame matica sustavy (5.2)).
Maticu

a1 ai2 ce A1n C1
A= | @22 G2 ... G2 C2
aml Am2 .-+ Amn Cm

nazyvame rozsirend matica sustavy (5.2)).

Pomocou matice ststavy mozeme zadefinovat maticovy zdpis siustavy

Azt =&
alebo
a1 a2 PN A1n T1 €1
€T C
a1 a9 N aA2n, 2 _ 2
aAm1 Qm2 ... Qmn Tn Cm,
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Skutoé¢ne, (z1,...,,) je rieSenim sistavy (5.2) prave vtedy, ked plati uvedend maticova
rovnost.

Veta 5.7.2. Ak rozsirené matice dvoch sustav linedrnych rovnic su riadkovo ekvivalentné,
tak tieto dve sustavy maji rovnakid mnoZinu riesend.

Dékaz. Predpokladajme, Ze z rozsirenej matice sustavy (A|c) sme dostali nejakou elemen-
tarnou riadkovou operdciou maticu (B|d). Vdaka tomu, Ze elementirne riadkové operacie
su invertibilné (t.j. mozno ich obratit, pozri pozndmku sta¢i ndm dokéazaft, ze kazdé
rieSenie ststavy (A|c) je aj rieSenim stistavy (B|d).

Vymena riadkov je vlastne vymena 2 rovnic, ¢o samozrejme neovplyvni, ¢i (x1,...,2,) je
rieSenim sustavy.

Ak prendsobime i-ty riadok skaldrom ¢ # 0, znamena to, Ze z rovnice a;1x1 + @G0T + ...+
inTy = ¢; dostaneme rovnicu ca;1xy + capnxs + . .. + cainx, = cc;. Pretoze druhd rovnica je
c-nasobkom prvej, je jasné, ze ak x1,%o,..., %y spfﬁa prva uvedenud rovnicu, musi Spiﬁaﬁ aj
druhd z nich.

Zostava nam posledny typ elementarnych riadkovych tprav. Predpokladajme, Ze sme novu
maticu ziskali pripoc¢itanim c-ndsobku j-teho riadka k i-temu riadku. To znamena, ze i-ta
rovnica sustavy sa zmenila na rovnicu

(ai1 + caji)zy + (ae + cajo)ra + ... + (ain + cajn)x, = ¢; + ccj.

Ak vsak z1,...,z, spiﬁa rovnost aj1x1 +ajore +. .. +ajpT, = cj, tak spiﬁa aj jej c-ndsobok
caj1T1 + Cajo%e + . .. + cajnTy = cc;. Sc¢itanim tejto rovnice a rovnice a;1x1 + a2 + ... +
QinZn = ¢; dostaneme prave i-ty riadok novej ststavy. Pretoze z1, . .., z, spiiia obe uvedené
rovnice, musi Spiﬁat’ aj rovnicu, ktord dostaneme ich séitanim. O

Pomocou toho, ¢o sme sa dozvedeli o stvise elementarnych riadkovych tiprav s ndsobenim
matic v Casti[p.6|mdzeme dokazat ti isti vetu aj inym sposobom, ktory je snad do istej miery
jasnejsi (alebo prinajmensom strucnejsie zapisany — lebo hovorf to isté, ¢o predchddzajici
ddkaz, iba pouziva trochu iny pohlad na elementdrne riadkové operécie).

Dokaz. Ozna¢me maticu uvazovanej elementarnej riadkovej operacie E. Uvedomme si najprv,
ze urobit elementarnu riadkovi ipravu na rozsirenej matici sistavy je presne to isté, ako keby
sme tito tpravu urobili zvI4st na matici A a zvl4st na stipcovom vektore é'. To znamend, ze
ak povodn4 stistava bola (pri zapise v maticovom tvare) A7 = &7, tak po tiprave dostaneme.

EAZT = ET.

Z toho vidime, ze kazdé rieSenie povodnej sustavy je aj rieSenim sustavy s upravenou
maticou (obe strany rovnosti sme vynésobili zlava tou istou maticou F, tym sme nezmenili
platnost rovnosti).

Obrétene, ak pre & plati EAZT = ET, tak prendsobenim tejto rovnosti maticou E~!
zlava dostaneme, ze T je aj rieSenim povodnej sustavy. O

5.7.1 Homogénne ststavy linearnych rovnic

V pripade, Ze pravé strany st nulové (¢; = ¢ = ... = ¢, = 0), nazyvame sistavu (5.2]) homo-
génna ststava linedrnych rovnic. Lahko si mézeme vSimniit, Ze v pripade homogénnej sistavy
je nulovy vektor (0,0,...,0) rieSenim ststavy. Toto rieSenie nazyvame trividlne riesenie.

Veta 5.7.3. Mnozina vsetkych rieseni homogénnej sustavy linedrnych rovnic tvori podpries-
tor priestoru F™.

105



106 Ststavy linearnych rovnic

Doékaz. Staci overit vlastnosti z definicie podpriestoru.

Ak d a E st rieSeniami homogénnej ststavy s maticou A, znamend to, ze A@7 = 07 a
ABT =07,

Séitanim tychto rovnosti dostaneme A(& + B)T = 07, teda aj @ + E je rieSenim tejto
stistavy. Ak prvi rovnost vynasobime skaldrom F, mdme A(c@)? = 07, ¢o znamena, Ze aj
cd je riesenim suistavy. O

Rozsirent maticu ststavy linearnych rovnic moézeme teda upravit na redukovani troju-
holnikovd maticu. Predpokladajme, Ze sme navySe preusporiadali premenné (¢o vlastne zod-
poveda permutéacii niektorych stipcov) tak, aby vo vyslednej matici boli ako prvé tie stipce,
kde vystupuja vedice jednotky. Navyse mézeme vynechat vSetky nulové riadky bez toho, aby
sme nejako ovplyvnili mnozinu rieseni. Dostaneme takto maticu, ktorej zodpoveda sistava

T1 + Clyp1Trq1 + Clpg2Trqot ...+ C1pTy =0

To + C2p41%rq1 + Copq2Trpot ...+ C2nTn =0

(5.3)
Tp + Crp41Tr41 + Crp+2ZTr+2t ... + CrnTn = 0
pri¢om r oznacuje hodnost pévodnej matice (a teda aj matice C').

Vidime, ze ak si zvolime hodnotu neznamych x,y1,2,12...,2%,, da sa z tychto rovnic
doratat hodnota neznamych z1,xs,...,x,. Ak postupne dosadime 1 za x,y; a 0 za ostatné
nezndme, ktoré si mozeme volit (pre k = 1,2,...,n — r) dostaneme tieto riesenia stustavy
63):

’?’r'—&-l = (_Cl,r-i-h _02,7'+1a sy _C’r‘,’r'-i-l) 17 07 R 7O)a
5;7"#*2 = (_cl,r+27 —C2r+25- -+ —Crr42, 0,1,... 70)a
(5.4)
’777, = (7cl,n7 762,77.7 sy 767‘,“7 03 ceey 03 1)
Veta 5.7.4. Vektory Vr41,Vr+2,-.-,9n tvoria bdzu priestoru rieseni homogénnej sustavy

B3).

Dékaz. Z toho, ako sme ich ziskali, vieme, Ze tieto vektory su riesenia (|5.3)).
Ich linearnu nezavislost overime tiez pomerne jednoducho: ak

a=dri19r41 +drp2Triz + o+ dnFo =0

tak vektor & ma na (r + k)-tej stradnici hodnotu d, 4, z ¢oho dostaneme d,r = 0 pre
k=1,2,...,n—r.

Zostava dokazat, ze vektory .41, ¥r+2, - - - , Vo generuju cely priestor rieseni, teda ze kazdé
riesenie homogénnej stistavy mozno ziskat ako ich linedrnu kombinaciu.

Nech teda § = (b1,b2,...,by) je rieSenim . 7 toho dostaneme

bi = —Cir41brp1 — Cipp2brio — ... — Cinby
prei=1,2,...,r. Z tychto rovnosti priamo vyplyva

B = br+1’7’r’+1 + br+2’7r+2 +...+ bnﬁ/‘na

teda vektor S je linedrnou kombinédciou vektorov ¥,41,¥r42, .-, Yn- O
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Dosledok 5.7.5. Nech A je matica typu m X n a S je priestor rieSeni homogénnej sustavy
linedrnych rovnic s maticou A. Potom

d(S) =n— h(A).

Poznamka 5.7.6. V skuto¢nosti sme vlastne dosledok zatial dokdzali iba v $pecidlnom
pripade, Ze st premenné (resp. stipce nasej matice) vhodne usporiadané. V celom dékaze vety
5.7.4] sme totiz predpokladali, ze premenné si usporiadané tak, aby vyslednd redukovana
trojuholnikovd matica mala vedtce jednotky na zaciatku.

Mézeme si vSak uvedomit, Ze presne rovnaky dokaz by fungoval aj bez vymeny premen-
nych; len by ho bolo o dost tazsie formélne zapisat. Vsetky vypocty v tomto dokaze totiz
robime po sdradniciach.

Iny mozny pohlad je uvedomit si, Ze permutécia suradnic predstavuje izomorfizmus F™ —
F™. Aj ak zazime toto zobrazenie na nejaky podpriestor, tak dostaneme opét izomorfizmus
medzi dvoma podpriestormi. (V tomto pripade podpriestorom rieSeni pévodnej ststavy a
podpriestorom riesen{ stistavy s vymenenymi premennymi.) Izomorfizmus zachovdva dimenziu
priestoru.

Désledok 5.7.7. Homogénna sustava linedrnych rovnic s n nezndmymsi, ktorej matica md
hodnost n, md len trividine riesenie.

Tlustrujme si predchadzajici postup na dvoch velmi jednoduchych prikladoch homogén-
nych ststav linedrnych rovnic nad R.

111]0 1010 101]0 100]0
Priklad 5.7.8. [ 101]0 ) ~(010|0 )~ [010]0 )~ 010]0
011]0 011]0 001]0 001]0

V tomto pripade ndm nezostali ziadne premenné, ktoré by sme mohli volit — vo vsetkych
stlpcoch mame vedtice jednotky. Prepisanim stistavy z maticového zapisu priamo dostaneme
(ako jediné mozné rieSenie) trividlne riesenie x; = 0, 3 =0, 23 = 0.

Poznamka 5.7.9. Vsimnime si, ze na pravé strany pri vSetkych elementarnych riadkovych
tUpravach zostavaju nulové. Kvoli strucnejsiemu zapisu, pri rieSeni homogénnych sastav bu-
deme vynechédvat pravé strany a budeme namiesto rozsirenej matice siistavy pisat len maticu
sustavy. (Budeme si pamétat, ze pravé strany sd nuly, ale nebudeme ich po kazdom kroku
znovu pisat.)

Priklad 5.7.10. Vynechajme teraz z predchédzajicej ststavy jednu rovnicu. Upravou na
redukovani trojuholnikovii maticu dostaneme

(161)~(510)

Vidime, ze siistava je ekvivalentna so stistavou x1+x3 = 0 a 2 = 0. Premennii x3 mézeme
volit (v trefom stipci nie je vediica jednotka). Nech teda z3 = ¢, kde t € R je parameter. Ked
z predchadzajucich rovnic vyjadrime z1 a xo, mame x1 = —t a 2 = 0. Mnozina rieSeni tejto
sustavy je teda {(¢,0,—t);t € R}.

Lahko mézeme overit, ze mnozina rieSeni je skuto¢ne podpriestor priestoru R3. Pretoze
kazdy vektor z mnoziny rieseni m4 tvar ¢.(1,0, —1), mdézeme ju zapisat aj ako {(¢,0,—t);t €
R} = [(L 0, _1)}'

Aj postup riesenia nehomogénnych ststav je velmi podobny — podrobnejsie ho rozoberieme
v nasledujticej podkapitole. Predtym vsak este dokazeme vetu, ktorit moézeme chépat ako

obrétenie vety [5.7.9]

Veta 5.7.11. KaZdy podpriestor priestoru F™ je mnoZinou rieseni nejakého homogénneho
systému linedrnych rovnic.
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108 Ststavy linearnych rovnic

Dékaz. Ak S je podpriestor F", tak S je koneénorozmerny (veta 4.4.17). M4 teda konecni
bazu &1, ey 0_27,.
Nech B je matica, ktorej riadky tvoria vektory djy, ..., &,

Podla predchadzajicej vety ma podpriestor rieseni homogénnej sustavy

T
B :>:6T
ac.n

bazu :);T—‘rla cee a:);n~
Ozna¢me ako A maticu, ktorej riadkami st vektory ,41, ..., 7n,
Vrt1
A= : .
n
Pretoze kazdy vektor 7; je riefenfm ststavy s maticou B, plati B.y! = 07. Z toho
dostaneme
B.AT =0

(treba si uvedomit, ze i-ty stipec matice A je 3T z &oho vyplyva, ze stipce matice B.AT mo-
zeme vypoéitat ako B.77). Transponovanim predchidzajticeho vztahu dostaneme (na zdklade

(5-1))
A.BT =o.

Ked porovname i-ty stipec matice na lavej a pravej strane predchadzajicej rovnosti,
dostaneme
AdT =0T

)
teda vektory @, ..., @, st rieSeniami homogénnej ststavy AZT = 07.
Oznac¢me ako M priestor rieSeni tejto stustavy. Jeho dimenzia je

dM)=n—h(A)=n—(n—r)=r.

Stcasne plati S C M (pretoze vSetky vektory &y,...,d, patria do M) a d(S) = d(M),
teda podla tvrdenia [f.4.18 plati S = M. O

5.7.2 Gaussova elimina¢na metéda

Gaussovou eliminacnou metédou nazyvame algoritmus na riesenie sustav linedrnych rovnic,
o ktorom sme hovorili v predchddzajtcej kapitole. Ide teda o postup, pri ktorom rozsirent
maticu sustavy najprv upravime na redukovani trojuholnikovi maticu a z nej uz potom
vieme zistif riesenie pévodnej stistavy.

V pripade, Ze poc¢as uprav dostaneme riadok tvaru (0...0|c), kde ¢ # 0, sistava nem4 rie-
Senie. (Takyto riadok zodpoveda rovnici Ox; +. ..+ 0z, = ¢.) V takomto pripade samozrejme
nemusime dalej pokracovat v upravovani na RTM.

Ak niektoré stipce (v upravenej matici) neobsahuji vediicu jednotku, tak im prislichajice
premenné zvolime za parametre.

Ukazeme si tento postupu na niekolkych jednoduchych prikladoch. V pripade homogén-
nych sistav sme mali dve moznosti — bud existovalo jediné rieSenie (pri homogénnej stistave
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to bolo trividlne rieSenie) alebo rieseni bolo viac (tvorili podpriestor). Pri nehomogénnej st-
stave linedrnych rovnic uz mnozina riesSeni netvori vektorovy podpriestor a navyse pribudne
este dalsia moznost — moze sa staf, ze ststava nema nijaké rieSenie.

Priklad 5.7.12. RieSme sustavu
X1 —22132 +3l‘3 —4,124 =4

ZTo —X3 +x4 =-3
Iy +3IE2 —3.%4 =1
—Txy +3r3 +rg4 =-3

nad polom R.
Dant stistavu najprv prepiseme do matice a potom upravujeme rozsirent maticu stustavy
az kym nedostaneme redukovany trojuholnikovy tvar.

(1) 3.r-=1.r (Tymto zdpisom myslim to, Ze od tretieho riadku sa odéita prvy.)
(2) 3.x- 5*2 r; 4.r+=T*1l.r

(3) 3.x*=1/2; 4.r*=-1/4

(4) 3.r-=4.r

(5) 2.r+=3.r

(6) 1.x+=2%2.7r-3%3.r

Stvrty stipec neobsahuje vedicu jednotku. Preto x4 zvolime za parameter - polozime
x4 = t. Dostaneme potom x7; = —8, x93 = t+ 3, x3 = 2t + 6. Mnozina vsetkych rieseni je teda
{(—8,3+1,6+2t,t);t € R}.

(Ak by bola vedica jednotka v kazdom stipci redukovanej trojuholnikovej matice, ktort
sme dostali z matice ststavy, mali by sme situdciu este jednoduchsiu — dostali by sme jediné
rieSenie. Jedine v pripade, Ze by bola vediica jednotka aj v stipci pravych stréan, ¢o zodpoveds
rovnici 0 = 1, by ststava nemala ziadne riesenie.)

Skusku spravnosti urobime tak, ze dosadime vysledok do p6vodnej ststavy. V pripade,
Ze v rieseni vystupuje parameter, bud dosadime vysledok aj s parametrom, alebo to vysku-
Same pre nejaké dve hodnoty parametra (také, aby sa ndm dobre ratalo). Ak je parametrov
viac, mdzeme napriklad zvolit najprv vSetky parametre za nulu (tym skontrolujeme rieSenie
nehomogénneho systému) a potom vzdy jeden z parametrov polozime rovny 1 a ostatné 0.

Upravu, v ktorej sme spravili chybu, mézeme néjst tak, 7e skusame, pre ktoré z matic
ziskanych poc¢as upravovania nas vysledok este vyhovuje a pre ktoré uz nie. (Ak nejaka n-tica
(1, ...,xy) vyhovuje sistave, ktorti sme dostali v jednom kroku alebo ststave v nasleduji-
com kroku uz nevyhovuje (alebo je to obratene), tdto Gprava musi byt chybnd. Vyplyva to
z toho, Ze elementarne riadkové operdcie nemenia mnozinu rieseni.)

Priklad 5.7.13. Riesme v Zs urcenii maticou

1100 | 1
1240 | 2
013 4] 3
004 4] 4
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110 Suastavy linearnych rovnic

11001 11 |1 11 |1 11 |1
12402\ () 14 |1)©® 14 |1} ® 14 |1
01343 ] ™~ 1343 7 44|12~ 442
00444 444 444 00002

(1) 2.r+=4%1.1(2) 3.r+=4%2.r (3) 4.r+=4%3.r (Kvoli struénosti a prehladnosti som v matici
vynechéval nulové koeficienty.)

Pretoze sme dostali riadok zodpovedajtci rovnici 0z 4+ 0x2 +0x3 +0x4 = 2, stistava nema
riesenie.

5.7.3 Frobeniova veta

V tejto casti dokazeme vetu, ktord poskytuje kritérium na riesitelnost nehomogénnych sistav
linedrnych rovnic. Predtym vsSak potrebujeme ukézaf, Ze hodnost matice je rovnakéd ako
hodnost transponovanej matice. (Tto vetu neskor este dokdzeme dvoma odlisnymi spésobmi
v Casti )

Veta 5.7.14. Pre kazdi maticu A nad polom F plati h(A) = h(AT).

Dokaz. Nech A je matica typu m X n.
Ak oznacime i-ty stlpec matice A ako &;, tak plati

h(AT) = d[dy,...,d,].

Bez toho, aby sme zmenili hodnost, mozeme preusporiadat stipce matice tak, aby po tprave
na redukovani trojuholnikovi maticu boli vedtce jednotky v prvych r stlpcoch, kde r = h(A).
Budeme sa zaoberaf rieSeniami homogénnej stustavy

AzT =07,
ktord moézeme ekvivalentne prepisat ako

(Rozmyslite si pre¢o — vyplyva to priamo z definicie st¢inu matic.)
Vsetky rieSenia tejto stustavy st urcené bazou . Specidlne z toho, ze
i = (—c1,i,—C245- -, —Cr3,0,...,0,1,0,...,0)
(kde i € {r+1,7 +2,...,n}) je rieSenim (5.5), vyplyva
—c1,101 — €28 — ... — CpyGy + d; = 0,

Q0 = C1,;01 + C2,;Q2 + ...+ Cp i Qp,

a teda @; je linearna kombinécia vektorov a'y,...,d, pre vetky i =r+ 1,7+ 2,...,n.
Teda

¢o znamen4, ze

h(A) > h(AT).
Pouzitim tejto nerovnosti pre maticu A7 v8ak dostaneme
h(AT) = h((AT)T) = h(A),
a teda h(AT) = h(A). O
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Poznamka 5.7.15. PretoZe vykonanie riadkovej operacie na transponovanej matici AT zod-
poveda stlpcovej operécii na matici A, z prave dokdzanej vety vyplyva, Ze pri vypocte hodnosti
matice mozeme [ubovolne kombinovat riadkové a stlpcové operacie.

Veta 5.7.16 (Frobeniova). Nehomogénna sistava linedrnych rovnic (5.2)) je riesitelnd prdve
vtedy, ked matica sustavy a rozsirend matica sustavy maju rovnakid hodnost, t.j.

h(A) = h(A").
Dékaz. Oznatme ¥ = (c1,...,cm) vektor pozostavajuci z pravych strén, ¢ize nasa sistava
mé tvar AZT = 47, Dalej ozna¢me stipce matice A ako ay,...,a,.
Ak z1,...,x, je rieSenim tejto sustavy, znamend to, ze

=210y + -+ TRl
7 toho vyplyva
[@1,...,4,) = [d1,...,4n,7]
WAT) = d([@1, ..., @) = d([@1, ..., @, 7)) = h(A'T)
Pretoze podla predchadzajtcej vety ma kazda matica rovnakii hodnost ako jej transponovana
matica, dostali sme

h(A) = h(A").
Predpokladajme teraz, ze h(A) = h(A’). To znamend, Ze podpriestory [d1, ..., d,]
a [dy,...,0,, 7] maji rovnakid dimenziu. PretoZe jeden z nich je navySe podpriestorom dru-

hého, podla tvrdenia [4.4.18| z toho vyplyva rovnost
[ala"'van] = [Ofly---’an7/ﬂ'
To znamen4, Ze 7 je linedarnou kombinaciou vektorov &y, .. ., &,, teda existuja =1, ...,z, € F
také, ze
’?:1‘1&1 ++In07n
Ako sme si uz uvedomili v predchadzajicej ¢asti dokazu, tato rovnost je ekvivalentnda s tym,
7e x1,..., Ty, je rieSenie sustavy (5.2]). O

Nasledujtca veta hovori, Ze ak mdme jedno konkrétne (partikuldrne) riesenie nehomogén-
nej linearnej sustavy, tak vSetky ostatné riesenia nehomogénnej siistavy modzeme ziskat ako
sucet tohoto riesenia a Iubovolného riesenia prislusnej homogénnej stistavy.

Ovela dolezitejsi ako samotné znenie vety je velmi dolezity koncept rozdelenia riesenia
na homogénnu a nehomogénnu cast. S tymto pristupom sa stretnete este velakrat — da sa
vyuzit v podstate vsade, kde sa vyskytuje linearita, napriklad pri linedrnych diferencidlnych
rovniciach, pri linedarnych rekurentnych rovniciach alebo tiez pri afinnych priestoroch a afin-
nych zobrazeniach — ¢o je nie¢o podobné ako vektorové priestory a linedrne zobrazenia, len sii
doplnené o ,nehomogénnu* zlozku (viac sa o afinnych priestoroch mézete doc¢itat napriklad
v [HZK]).

Veta 5.7.17. Nech a je rieSenie sustavy linedrnych rovnic

AaT =77 (N)
a S je podpriestor pozostavajiuci zo vsetkych rieseni homogénneho systému

AaT =07, (H)
Potom T = {a + BB e S} je mnoZina vsetkyjch rieSent .
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Inak povedané, Iubovolné riesenie sa d4 ziskat ako stucet vektora 4 (partikuldrneho
rieSenia ) a nejakého rieSenia homogénnej stistavy .

Doékaz. Rovnost dvoch mnozin (mnoziny 7' a mnoziny vSetkych rieseni) budeme dokazovat
tak, ze dokazeme obe inkluzie.
Najprv ukdzeme, ze kazdy prvok mnoziny 7T je rieSenim sustavy . Skutocne, pre prvok
tvaru a + 5 plati
A(@+ B)T = AaT + ABT =T + 07 =7

Zostava ukazat, ze kazdé riesenie . ma uvedeny tvar. Nech teda 5j je lubovoIné riesenie
. ¢ize plati A(?T =~T. Potom plati

Potom
teda je to sucet vektora @ a prvku z S. Ukézali sme, ze Tubovolné rieSenie patrido 7. [

Cvicenia

Uloha 5.7.1. Njdite vietky rieSenia danych ststav rovnic nad polom R:

T+ o =1
T —T +2z3 —3x =1
r1 +3xo -3z, =1 :;2 ii?) ii‘l - _23
_ _ 3 4 5 =
7£U2 +3$3 +Zy4 3 T4 x5 = ]
2 —by +3z +t =5 r 42y +4z =3t =0
3r —Ty +3z -t =-1 3r +by 46z -4t =
5 —9y 46z 42t =7 dr +d5y —2z +3t =
4z —6y 43z +t =8 3z +8y 424z —-19t =0

r +4y -2z +8 =12

y =Tz 42t =-4
5z —t =
z +3t =-5

Uloha 5.7.2. Rieste v Zs sustavu urcent maticou:
|
|
|
|

1 24112 12324
0 33321 23113
1) (1421|1> <4313|2>
3 42032 34321

Uloha 5.7.3. RieSte v R stistavu uréent maticou:
|
|
|

11 ;)721_21}3 1 2-3]1 1-2 110 1

7 10 1] -2 -13-213 41 -1]2 1
E _E

10 51 1|7 0 5-5]4 12 410 2

1
Riefenie: a) nemd rieenie, b) (1,2,3) ¢) (t — 2,t+ 2,1), d) (32, 5, - %), e) (£, 2¢,1)

Uloha 5.7.4. Rieste v Z7 ststavu urc¢eni maticou:
10115 11010 21414 12131 121311
01116 21031 1331|5 21232 23142
3123]0 3111]5 1516 31111 11011
03614 0123]6 3142 06533 0441]0
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Uloha 5.7.5. Mozete si vymysliet kopec vlastnych ststav. Staéi najprv zvolit rieSenie, koefi-
cienty a doratat pravé strany. Skuste vymysliet aj také sustavy, ktoré nemajui riesenie alebo
maja viac nez jedno riesenie.

Uloha 5.7.6. Nijdite redlne &sla a, b, ¢ tak, aby graf funkcie f(x) = ax?+bx + ¢ prechadzal
bodmi (1,2), (-1,6) a (2,3).

Uloha 5.7.7. Najdite nejakd homogénnu ststavu rovnic so 4 nezndmymi nad R, ktorej
rieSenim je dany podpriestor:

a) S = [(17 4a O» 1)7 (1a 0; 3, _3)a (07 27 07 1)

b) S=1(1,-1,1,-2),(1,1,0,-1),(3,1,1, —4)]

Uloha 5.7.8. Néjdite hodnotu parametra b € R, pre ktori mé dand sistava rieSenie. Pre
tuto hodnotu aj vyjadrite mnozinu rieseni.

T, + 4xe — 323 + 204 = 2
2x1 + Txo —4xs +4x4 =3
—x1 —Ddxo +bx3 — 214 =0

3x1 + 10xy — bxg + 624 =4

Uloha 5.7.9. Zistite pre aké hodnoty parametra a € R systém

THy+T7z2=-7
20+ 3y + 172 = —16
42y + (a*>+1)z2=3a
a) ma prave jedno rieSenie; b) md nekonecne vela rieseni; ¢) nemd Ziadne rieSenie.
Uloha 5.7.10". V zavislosti od parametra a € R rieste systém dany maticou:
a) alla? b) alla®
lal] 1l lal 1l
.117. Ako vyzeraju, v zavislosti od parametra p, riesenia ststavy danej maticou:

7
1
1
1
1

Uloha 5.7.12*. O ststave n rovnic o n nezndmych nad polom R

vieme, ze jej koeficienty
12 3|4

tvoria aritmetickt postupnost (ako napriklad pre maticu (5 6 718 |),zen>2a Ze tito
91011 | 12

sustava ma jediné riesenie. Najdite rieSenie suistavy.

5.8 Jadro a obraz linearneho zobrazenia

Definicia 5.8.1. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F' a f: V — W je linedrne
zobrazenie. Potom jadrom linedrneho zobrazenia f nazyvame mnozinu

Ker f = {a@ € V; f(a) = 0}

a obrazom linedrneho zobrazenia f nazyvame mmnozinu

Im f = {f(@);d@ € V}.
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114 Jadro a obraz lineaArneho zobrazenia

Inymi slovami, Ker f obsahuje prave tie vektory z V', ktoré sa zobrazia na nulovy vektor
a Im f obsahuje obrazy vsetkych vektorov z V. Lahko sa overi, ze Ker f aj Im f st vektorové
podpriestory. (MozZete si vSimnut, Ze ide o Specidlny pripad tlohy )

Tvrdenie 5.8.2. Nech V a W st vektorové priestory nad polom F o f: V — W je linedrne
zobrazenie. Potom Ker f je vektorovy podpriestor priestoru V a Im f je vektorovy podpriestor
priestoru W.

Dékaz. Pretoze f(0) = 0, plati 0 € Ker f, teda Ker f # (.
Ak @, € Ker f, znamen4 to, ze f(@) = f(3) = 0. Z linearity potom dostaneme
F@+5) = 1@+ f(F)=0+0=0,
Gize aj @+ 3 € Ker f.
Podobne, ak ¢ € F a a € Ker f, dostaneme

fle.d)=cf(@ =c0=0

ac.aeKerf.

Pretoze f(0) = 0, plati 0 € Im f, teda Im f # 0.

Ak @, E € Im f, znamen4 to, Ze tieto vektory si obrazmi nejakych vektorov z V', oznacme
ich dy a 51. Méme teda

flay) =a
f(B) =75
f@+p)y=a+g

Teda vektor @ + ,5 je obrazom vektora @; + 51, ¢ize patri do Im f.
Podobne sa ukéze

cd = cf(aq) = f(can),
teda aj ca € Im f. O

Vsimnime si, ze Im f vieme vygenerovat obrazmi generatorov priestoru V:

Tvrdenie 5.8.3. Nech f: V — W je linedrne zobrazenie a V = [d1,...,d&,]. Potom Im f =

[f(&l)a RS f(&n)]

Dokaz. Ak 3 € Im f, znamen4 to, e 3 = f(&) pre nejaké @ € V. Z toho, ze & € V =
[@1,...,0,] mame, Ze & je linedrna kombindcia vektorov ajy,. .., ay, teda sa dé vyjadrit ako
a=c1dy + - + cpdy,. Z linearity zobrazenia f potom méame

B = f(@) = flc1@1 + -+ caln) = c1 f(@1) + - + Cn f(dn).

Zistili sme, ze § € [f(@1),..., f(@n)]-
Predpokladajme teraz, ze 8 € [f(d1),..., f(&,)]. To znamen4, Ze sa d4 napisat ako
linearna kombinacia tychto vektorov, teda

6 = le(O_Zl) +ee +Cnf(o_zn)
pre nejaké ci,...,¢, € F. Ak opét pouzijeme to, ze f je linedrne zobrazenie, tak dostaneme
ﬂ = f(clo_zl + - +Cn0_2n)

Ukézali sme, Ze gje obrazom vektora & = c1d1 + - -+ 4+ ¢, Ay € V, teda E €Im f. O
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KAPITOLA 5. LINEARNE ZOBRAZENIA A MATICE 115

Teraz si povieme, ako siivisi jadro a obraz linearneho zobrazenia s tym, ¢i je toto zobrazenie
surjektivne alebo injektivne.

Tvrdenie 5.8.4. Nech V s W su vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie.
Zobrazenie f je injektivne prave vtedy, ked Ker f = {0}.

Dokaz. Predpokladajme, Ze f je injektivne. Vieme, ze f(0) = 0. Z injektivnosti vyplyva,
7e iny vektor sa uz na nulovy vektor nemoéze zobrazit, preto Ker f = {6}
Nech Ker f = {0}. Ak f(a@) = f(B), tak f(@ — B) = 0, ¢ize @ — § € Ker f. To ale

—

znamena, ze & — = 0, a teda a = 3. U

Dokaz nasledujiceho tvrdenia vynechame, ide vlastne len o inak prepisani definiciu sur-
jektivnosti.

Tvrdenie 5.8.5. Nech V a W si vektorové priestory nad polom F a f: V — W je linedrne
zobrazenie.
Zobrazenie f je surjektivne prdve vtedy, ked Im f = W.

Dosledok 5.8.6. Linedrne zobrazenie f: V. — W je izomorfizmus prdave vtedy, kedIm f =W
a Ker f = {0}.

Veta 5.8.7. Nech V a W st konecnorozmerné vektorové priestory a f: V. — W je linedrne
zobrazenie. Potom
d(V) = d(Ker f) + d(Im f).

Dékaz. Nech dy,...,d; je baza Ker f (teda d(Ker f) = k). Bazu Ker f vieme doplnit na bazu
celého priestoru V vektormi £y, ..., f. (Teda d(V) = k +1.) Oznaéme S = [51,. .., ).
Definujme zobrazenie g: S — Im f ako zlZenie zobrazenia f, t.j. (&) = f(&) pre vSetky
a € S. Ukazeme, Ze toto zobrazenie je izomorfizmus.
Je zrejmé, ze ide o linedrne zobrazenie.

Dalej méme Im f = [f(@1),.., f(@), f(B1)s-- -, F(B)] = [0,-..,0, F(BL)s .., F(B)] =

—

[f(gl), .. ,f(gl)] = [g(ﬁl), ...,9(81)] = Img. Z toho vyplyva, Ze toto zobrazenie je surjek-
tivne.

Eite ukdZeme, Ze g je injektivne. Na to nam stadi ukézat, ze Ker g = {0}. Priamo z defini-
cie zobrazenia g vidime, ze Ker g = Ker f N S. Tento prienik obsahuje iba nulovy vektor. (Ak
nejaky vektor @ patri do Ker gN.S, tak sa da vyjadrif sicasne ako linedrna kombinécia vekto-
rov dy, ..., dk a aj vektorov El, - 75_}. KedZe dy, ..., dg, 51, ey EZ tvoria bazu, kazdy vektor
ma jednoznacné vyjadrenie ako linedrna kombinacia tychto vektorov. Porovnanim vyjadreni

&=c1a1+ - +cpdp + 0814+ +08,=0a1 + -+ 085 +dify + -+ diF

dostaneme — na zaklade jednoznacnosti — ze vSetky koeficienty st nulové a & = 0.)
Zistili sme teda, ze f je izomorfizmus medzi priestormi S a Im f. Izomorfizmus zachovava
dimenziu (pretoze zobrazuje bazu na bézu), teda mame

I =d(S) = d(Im f)

a z toho dostaneme
d(V) =k +1=dKer f) + d(Im f).
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116 Jadro a obraz lineaArneho zobrazenia

Cvicenia
Uloha 5.8.1. Najdite bazu obrazu a bézu jadra linedrneho zobrazenia f: (Zs)* — (Zs)*
s danou maticou. V ktorych pripadoch je toto zobrazenie surjektivne a v ktorych injektivne?

3122 2411 1234
4321 3332 2314
0124 1421 4321
2012 4203 3412

Uloha 5.8.2. N4jdite bazu a dimenziu Ker f aj Im f pre dané linedrne zobrazenie. Rozhod-
nite, ¢i toto zobrazenie je injektivne, surjektivne, bijektivne.

a) f: RY* = R3, f(xy,20,73,74) = (21 + T2 + 23 + T4, 270 + 23 + T4, 470 + 223 + 274).

b) 1 Mao(E) -+ Mya(R), fr (24) = (255 15)

¢) f: V=V, kde V = {az? + bx + c;a,b,c € R} je podpriestor RF a f: p(x) — p'(z). (T.j.
f priradi polynému p(x) jeho deriviciu p’(x).)

Uloha 5.8.3. Nijdite linedrne zobrazenie (ak také existuje), ktoré je prosté a spliia pod-
mienky:
) ( 71):(7 ) )7f(1a_171
) ( s Yy 1) ( ) (L 717 1) =
) ( 71) ( ) (07_172) = (07 )

Uloha 5.8.4. N4jdite linedrne zobrazenie f: R® — R? (ak také existuje), pre ktoré: £(3,2,3) =
(5,-3,-2), f(0,2,1) = (2,0,—2), £(3,0,3) = (3,—3,0). Uréte bazu a dimenziu jeho jadra a
obrazu.

Uloha 5.8.5. Definujme linedrne zobrazenie f: R* — R? ako f(z1, 20,23, 24) = (Bx1 + 22+
2x3 — x4, 2x1 + 4o + 23 — x4) a oznaéme Uy = Ker f.

Dalej definujme linedrne zobrazenie g: R? — R* ako g(y1,%2) = (y1 — y2,y1 — 3y2, 2y1 —
8ya2,3y1 — 27y2) a ozna¢me Us = Im g.

Vidime, ze U, aj U, st podpriestory R%.

Néjdite bazy priestorov Uy, Us, Uy NUy a Uy + Us.

Uloha 5.8.6. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie. Ako f2 budeme oznacovat f o f.
Dokazte

(a) Ker f? D Ker f,
(b) Tm f2 C I f,
(c) f2=0« Ker f DImf.

Uloha 5.8.7. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie a g: V. — V je uréené predpisom
g(d) = a— f(d) (inak povedané, g = idy — f). Dokazte:

a) Zobrazenie g je linedrne.

b) Ak Ker f = Img, tak f o f = f. (Zobrazenie s takouto vlastnostou sa zvykne nazyvat
projekcia.)

Uloha 5.8.8. Nech f: V — V je linedrne zobrazenie a g: V — V je uréené predpisom
g(d@) = @ — f(d) (inak povedané, g = idy — f). Dokazte:

a) Zobrazenie g je linedrne.

b) Ak Ker f = Img, tak f o f = f. (Zobrazenie s takouto vlastnostou sa zvykne nazyvat
projekcia.)

Uloha 5.8.9. Dokaite, ze h(AT A) = h(A) pre Iubovolni maticu typu n x n nad R. (Hint
1: MoZno pomdze, ak si uvedomite, ze v R” plati @@7 = 0 < @ = 0. Hint 2: Ind moznost je
skusit to najprv dokézat pre RTM. Hint 3: Ak vymyslite tiplne iné rieSenie, nedajte sa zviest
zo stopy predchddzajicimi dvoma hintami.)
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Uloha 5.8.10%. Nech A, B st §tvorcové matice typu n x n nad polom F. Dokédzte, ze ak
I — AB je regularna, tak aj I — BA je regularna.

5.9 Hodnost transponovanej matice
Uz sme jednym sposobom ukazali, ze
h(A) = h(AT)

(veta [5.7.14). Tu uvedieme dva dalsie sposoby. Prvy z nich bude vyuzivat prave dokdzana
vetu B.871

Dokaz vety[5.7.14) Ku matici A typu m x n prislicha linedrne zobrazenie f: F™ — F™.
Vieme, ze toto zobrazenie je urcené predpisom

f(@) = A
(pozndmka [5.4.10)).

Sucasne vieme, ze podpriestor Im f je generovany riadkami tejto matice. Preto h(A) =
d(Im f).
Do Ker f patria prave vektory, pre ktoré plati

@A =0,

z ¢oho transponovanim dostévame
ATGT — T

)

teda si to préve rieSenia homogénneho systému s maticou A”. Podla dosledku je di-
menzia mnoziny riefen{ takéhoto systému rovnd m — h(AT) (pretoze pocet stipcov matice A
jem).

Z vety [5.8.7 potom dostaneme

m =m — h(AT) 4 h(A),
z ¢oho vyplyva h(AT) = h(A). O
Uvedieme este jeden, pomerne jednoduchy dokaz tejto vety.

Doékaz vety[5.7.1]] Dokaz bude pozostavat z 2 casti: Najprv ukdzeme, ze tato veta plati pre
redukované trojuholnikové matice. Dalej si uvedomime, Ze stipcové operécie nemenia hodnost
matice. Z toho uz potom vyplynie tvrdenie vety.

Ak B je redukovani trojuholnikovd matica typu m x n a h(B) = k, znamena to, ze B
ma k nenulovych riadkov a navyse, ma k stipcov7 ktoré obsahuji jedind (vedicu) jednotku.
Potom B” je matica typu n x m, v ktorej st nenulové prvky iba v prvych k stipcoch a
navySe obsahuje ako svoje riadky vektory €, ..., €, Standardnej bézy priestoru F™ (tieto
riadky zodpovedaji tym stipcom pévodnej matice, v ktorych boli vedice jednotky). Z toho
je zrejmé, ze priestor Vgr prislichajici tejto matici je generovany vektormi €y, ..., € a teda
h(BT) = d(Vgr) = k = h(B).

Skisme sa teraz zamysliet nad tym ako menia dimenziu stipcové operécie. Kazda stip-
cové operdcia zodpovedd nejakému linedrnemu zobrazeniu F™ — F™ (vykonanie stipcovej
operdacie znamend zobrazenia kazdého riadku tymto zobrazenim). Konkrétne, vymene dvoch
stipcov i-teho a j-teho stipca zodpoved4 zobrazenie (pre i < j)

(Z’l,...7$n) = (xlw"7$i717xj7x’i+1>‘"7xj717xi7xj+1u"'7xn)
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118 Nasobenie blokovych matic*

pripoc¢itaniu c-nasobku i-teho stfpca k j-temu zodpoveda
(@1, 2n) = (T1,. .., Tj—1, 25 + CTi, Tjg1, .-, Tn)
a vynasobeniu j-teho riadku konstantou ¢ # 0 zodpovedda zobrazenie
(@1, @n) = (T, 0, T, €T, Tjg1, - oo Tn)-

Kazdé z tychto zobrazen{ je linedrne a navyse k nemu existuje inverzné (to vyplyva napriklad
z toho, 7e stIpcové operdcie su invertovatelné, ale dé sa to Iahko overit aj priamo). Vsetky
takéto zobrazenia si teda izomorfizmy.

Pretoze stipcova tprava zodpoved4 zobrazeniu podpriestoru prisliuchajiceho danej matici
nejakym izomorfizmom a izomorfizmus nemeni dimenziu, je zrejmé, ze stipcové operacie
nemenia hodnost matice.

Majme teraz maticu A. Matica A je riadkovo ekvivaletnd s nejakou redukovanou troju-
holnfkovou maticou B. Plati h(A) = h(B) = h(BT). Z matice BT vsak vieme dostat maticu
AT pomocou elementérnych stipcovych operacii. (Riadkové operécie na povodnej matici to-
tiz zodpovedaju stipcovym operdciam na transponovanej matici.) Preto méme aj rovnost
h(BT) = h(AT) a spojenim tychto dvoch rovnosti dostaneme

h(A) = h(AT).

Cvicenia
Uloha 5.9.1. Zistite hodnost matice

b b b—a
A=|a—-b -b a
a+b b 0

v zéavislosti od hodnét parametrov a,b € R.

5.10 Nasobenie blokovych matic*
Este si struéne povedzme o inom pohlade na nasobenie matic, ktory sa méze v niektorych
situaciach hodit.

Niekedy je vhodné rozdelit maticu na mensie podmatice, napriklad takymto spésobom:

T.j. zobrali sme nejakd maticu m x n a nejako sme rozdelili poéty riadkov a pocty stipcov:
oznacme jednotlivé rozmery m = mq +---+my an =ny + - - -+ n;. Takymto spésobom sme
maticu rozdelili na k x [ mensich matic, pricom matica na pozicii (¢, j) mé rozmery m; x n;.
Takto rozlozenej matici zvykneme hovorit blokovd matica.

Teda maticu uvedent v nasom priklade by sme mohli zapisat ako

u= (2 )
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=G 3 m=() () o-(Y)

V tomto pripade mali vsetky bloky rovnaké rozmery. Nemusi to tak byt vzdy, tu istd
maticu by sme mohli rozdelit aj takto:

pre

Inym, velmi jednoduchym, prikladom zépisu matice ako blokovej matice by bolo rozdelenie
matici na bloky velkosti 1 x 1.

Otézka je, ¢i nam takéto rozdelenie moze nejako pomoct pri vypocte sic¢inu matic. Skiisme
sa pozriet najprv na nejaky jednoduchy pripad — opét si zoberme nejaké dve matice velkosti
4 x 4 rozdelené na bloky 2 x 2. Pytame sa, ¢i plati:

A B\ (E F\*: (AE+BG AF+ BH
(C D) <G H) o (CE+DG CF+DH)
Ako A, B, ..., H sme oznacili matice rozmerov 2 x 2. Vdaka tomu vSetky maticové siciny na
pravej strane maju zmysel a dostaneme tam maticu zlozent zo styroch blokov velkosti 2 x 2,
teda maticu spravnych rozmerov.
Ak chceme overit uvedend rovnost, mohli by sme to urobit tak, Ze porovname jednotlivé
prvky v oboch maticiach. Pozrime sa na prvok na pozicii (1,1) v sticine. Tento prvok do-

staneme pomocou prvkov v prvom riadku prvej matice, ¢o si konkrétne a1, a2, b11,b12; a
prvkov v prvom stlpci druhej matice, teda ey, €21, f11, f21. Na pozicii (1, 1) potom dostaneme

aiie1r + aizeanr + b1 fi1 + biafor.

Vsimnime si, Ze tento vyraz moézeme prepisat ako (a11€11+a12€21)+ (b11f11+b12f21). V tomto
zapise je prvy scitanec presne lavy horny prvok matice AE a druhy scitanec je lavy horny
prvok matice BG.

Teda naozaj v lavom hornom rohu dostdavame to isté, ak urobime stcin matic aj ak sa
pozrieme na maticu AF + BG.

Nemalo by nés velmi prekvapit, Ze to funguje (a Ze to takto bude fungovat aj vSeobecne).
V skutocnosti sme vlastne len rozdelili prvky v prvom riadku na prvky patriace matici A a
prvky patriace matici B. To isté sme spravili v prvom stipci druhej matice.

Vseobecne by sme mohli sformulovat to, ze matice sa daji nésobit po blokoch, asi takto:

Tvrdenie 5.10.1. Nech

st blokové matice a navyse pre lubovolné pripustné i, j, k maji prislusné bloky A;; a Bjy
také rozmery, Ze sa tieto matice daji ndsobit. Potom ich sicin C = AB sa dd zapisal ako
blokovd matica pozostdvajica z m X k blokov
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pricom
n
Cij = E AisBgj
s=1

prei=1,....,m, j=1,... k.

Toto tvrdenie nebudeme dokazovat — dokaz by bol len cvicenim na zapis vyrazov s viace-
rymi indexami a asi by iba zahmlil zakladnti myslienku, ktort sme si uz vysvetlili. M6zeme si
vsimnut, ze Specidlne pripady vysledku, ktory sme sa tu snazili sformulovat vSeobecne, sme
uz na niektorych miestach pouzili.

Napriklad vypocet v poznamke je vlastne sicin blokovych matic (aj ked bloky
v prvej matici si velkosti 1 x 1.)

Podobne sa d& pozerat na to, ¢o sme robili v ¢asti [5.6] tykajtcej sa sivisu elementarnych
riadkovych operacii so sic¢inom matic. Konkrétne sa tam vyskytol krok, ktory mézeme zapisat
aj ako E(A|I) = (FA|EI). (To, ze urobit riadkovii operdciu na celej matici, alebo zvlast na
oboch castiach matice rozdelenej uvedenym sposobom, nie je ni¢ prekvapivé. Tu to uvadzame
len ako dalsiu ilustraciu sti¢inu blokovych matic.)

Takisto niektoré argumenty pouzité v dokaze vety [5.7.11] predstavuji vlastne nésobenie
blokovych matic. (Opét ide o pomerne jednoduchy pripad, kedZe jednu z matic sme rozdelili
iba na jediny blok a druhi na stipce.)

Podobné argumenty sa vyskytni napriklad aj v dokaze vety o determinante su¢inu
matic.
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Kapitola 6

Determinanty

6.1 Motivacia

Na zaciatku tejto kapitoly uvedieme dva motivacné priklady. Ako neskor uvidime, v oboch
z nich uréitym spdsobom vystupuji determinanty, jeden z nich ndm pontka aj isti geomet-
ricka predstavu o pojme determinantu.

Priklad 6.1.1. Pokiisme sa najst vseobecné riesenie stustavy

a11T1 + a12T2 = €1

2121 + a22%2 = C2
Prvi rovnicu vynésobime a9y a odéitame od nej ai2-nasobok druhej rovnice. Dostaneme:

(allazz - a12a21)9€1 = C10Q22 — C2G12

C10a22 — C2a12

r1 =
ai1a22 — 12021
v pripade, Ze aj1a22 — a12a21 # 0.
Ak zavedieme oznacenie
bll b12 . b b b b
b bo,| = 011022 — 012021,
21 D22

tak predchadzajicu rovnost mozeme vyjadrit ako

C1  G12
Co (22

r1 = .
ailr a2
az1 a22

Podobnym sp6sobom by sme mohli odvodit, ze plati

a1 €1

az; C2
Lo = ———.
a1l a2

a1  Aa22
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122 Motivacia

Definiciu, ktori sme zaviedli v predchadzajicom priklade, neskor rozsirime aj na Stvorcové
matice vacsich rozmerov ako 2 x 2 a prave tento vyraz budeme nazyvat determinant.

Priklad 6.1.2. Dva vektory v rovine urc¢uju rovnobeznik. Zo strednej skoly viete, ze jeho
obsah moZno vypoditat pomocou vektorového st¢inu (obrazok . Konkrétne, ak je rovno-
beznik uréeny vektormi & = (ay1,a12) a 5 = (az21,a92), tak tieto vektory najprv doplnime
tretou siradnicou 0 na vektory (a1, a12,0) a (as1,a92,0) a potom vypocitame ich vektorovy
sucin (0,0, a11a9e — a12a91). Obsah rovnobeznika je velkost vektora, ktory sme vyrétali, ¢ize

S = |airaze — aiza].

A7 na znamienko sme opét dostali vyraz z predchadzajiceho prikladu (¢ize determinant).
(Pri¢om znamienko mé tieZ svoj vyznam — urcuje orientdciu vektorov.)

QL

Obr. 6.1: Vektorovy stcin

Pokisme sa este pokusit o riesenie analogickej tlohy v trojrozmernom priestore. V tomto
pripade 3 vektory &, 5 , ¥ ur¢ia rovnobeznosten. Jeho objem by sme vedeli vyratat ako sicin
obsahu podstavy a jeho vysky. Pritom vysku mo6zeme urcit ako priemet vektora 4 do smeru
vektora @ x 3. Tento priemet sa da vyratat ako || cos a, kde o je uhol, ktory zvieraju vektory
axfa .

Teda az na znamienko je jeho objem urceny vyrazom

-,

@ x Bl[7]cos o = (@ x ) - 7,

kde - oznacuje skaldrny siacin vektorov. (Budeme sa nim zaoberat neskor, ale uz ste sa s nim
stretli aj na strednej $kole a pozndte niektoré jeho zdkladné vlastnosti.)
Poktisme sa vy¢islit tento vyraz pre

a = (au,alz,am)
B = (a217a227a23)
Y= (a31,a32,a33)
] h4 ~ _’_ ai2 ais ail a3 ail ai2
Vleme’ ze a X B - (‘ azz az3 [ » | az1 az23 |y | a1 az2 |)
Dostaneme teda
aiz2 a3 ail a3 11 @12
aszi — a3z + ass =
Q22 a23 az1 Q23 az1 Q22

11022033 + @12023G31 + A13G21A32 — G11023032 — Q12021033 — A13022031
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Obr. 6.2: Rovnobeznosten uréeny 3 vektormi v R3

Odvodili sme vyrazy, ktoré predstavuju determinant Stvorcovej matice 2 x 2 a 3 x 3. Ako
by sme mohli tito definiciu rozsirit na vyssie rozmery?

Mohli by sme postupovat analogicky ako v predchadzajucich prikladoch. Jedna moznost,
ako by sme definovali determinanty, by bolo vSeobecné rieSenie rovnic vyssich stupnov. Vy-
chadzali by nam sice coraz komplikovanejsie vyrazy, ale sndd by sme v nich ¢asom objavili
nejaki zakonitost.

Priklad nam dava dobri geometrickid predstavu determinantu — ako objem telesa
ur¢eného danymi vektormi v R™. Nie je vSak uplne jasné, ¢o chapat pod objemom v n-
rozmernom priestore. Ale sndd by sme na to vedeli prist. Objem jednotkovej kocky — ¢ize
n-rozmerného rovnobeznostena uréeného vektormi €71, ...,&, — je zrejme 1. A vieme celkom
dobre popisat (na zdklade analégie s dvojrozmernym a trojrozmernym pripadom), ako sa
tento objem zmeni pri transforméciach ako je skosenie, natiahnutie v smere niektorej z jeho
stran alebo stimernost podla roviny (¢i skor ,nadroviny“, ako sa zvykne nazyvat (n — 1)-
rozmerny podpriestor v R™). A pomocou tychto transformdcii by sme vedeli dostat z jed-
notkovej kocky lubovolny n-rozmerny rovnobezZnosten (prinajmensom v trojrozmere mame
o tom celkom dobri geometricki predstavu; neskor si nieco povieme aj o tom ako suvisia
tieto transformécie s riadkovymi operdciami na matici), takze takymto spésobom by sme tiez
boli schopny vyratat objem kazdého rovnobeznostena — a teda lubovolny determinant.

Nebudeme postupovat ani jednym z naznacenych spésobov — nasa definicia determinantu
bude celkom ind a na prvy pohlad velmi zvlastna. Neskor vSak uvidime, Ze pri nasej defi-
nicii budu platit pre riesenie sustavy m rovnic o n neznadmych analogické vztahy ako sme
dostali v priklade a takisto sa determinant sprava vzhladom na niektoré transformaécie
sposobom, ktory sme pred chvilou spomenuli.

6.2 Definicia determinantu

Definicia 6.2.1. V tejto kapitole budeme oznacovat ako S, mnozinu vsetkych permutéacii
mnoziny {1,2,...,n}.

Dvojica (¢(k),¢(s)) sa vola inverzia permutécie ¢, ak k < s ale ¢(k) > ¢(s). Pocet
inverzi{ permutdcie ¢ budeme oznacovat i(¢).
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124 Definicia determinantu

Priklad 6.2.2. Permutdcia (}%33) ma 4 inverzie (4,1), (4,3), (4,2), (3,2):

1 2 3 4
4 1 3 2

4 1
4 3
4 2
3 2
Definicia 6.2.3. Nech A je matica typu n x n nad polom F, A = ||a;;||. Determinant matice
A je
Al = > ()" a1,0)a20(2) - - - o). (6.1)

PESR

Symbolom Y rozumieme, Ze s¢itujeme cez celit mnozinu S,,, teda pre kazdi permutéciu
PESH
p € S, pripoc¢itame jeden s¢itanec uvedeného tvaru. (Mnozina S, je konecnd, teda takyto

sucet je jednoznacne definovany.)

Priklad 6.2.4. Ak mame maticu typu 1 x 1 tak dostaneme |A| = |a11| = a11.

Pre maticu typu 2 x 2 tiez dostaneme jednoduchy vzorec. Ss obsahuje len 2 permutécie
(123)a(1?). Prva z nich nem4 inverzie, druhd ma jednu inverziu. Z (6.1)) dostaneme v tomto
pripade
air a2

= Q11022 — G12021-
a1 a2

V pripade matice typu 3 x 3 obsahuje mnozina S3 uz 6 prvkov. V nasledujicej tabulke
st vypisané vsetky permutacie z S3, ich inverzie a pocet inverzii.

© i(p) inverzie
(123) ] O
(135) | 1 (3,2)
(373) | 1 (2,1)
(339) | 2 (2,1) (3,1)
(373) | 2 (3:1) (3,2)
(357) 1 3 |(3,2) (3,1)(21)

Z (6.1) teda dostaneme (permutdcie uvedieme v takom poradi, aby isli najprv tie, ktoré
maju kladné znamienko, ¢ize parny pocet inverzif)

a11 a2 @13
Q21 Q22 (23| = 411022033 + (12023031 + A13021032 — G11023032 — 412021033 — 113022031 -
az1 asz ass

Tento vzorec pre vypocet determinantu matice 3 x 3 nazyvame Sarrusovo pravidlo.

Sposob, ako si ho mozno lahko zapamétat, je pridat este raz k matici A je prvé 2 stipce.
Suciny na hlavnych diagonédlach ddvame do vzorca s kladnym znamienkom, suc¢iny na ved-
lajsich diagonalach so zdpornym znamienkom.

a11 aiz2 @13 a1l a2 a11 a2 @13 ai1 a2
AN AN AN / / /
a21 G22 G23 G21 G22 a1 G22 G23 G21 G22
AN AN AN / / /
a31 asz a3z asi as2 a31 asz azz 431 A32
NN N Y 4
+ + + - - -
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KAPITOLA 6. DETERMINANTY 125

Ten isty vysledok dostaneme ako pod maticu podpiseme este raz jej prvé 2 riadky.
Inou mnemotechnickou pomdéckou je vyznacit si ,kladné“ a ,zaporné“ diagonaly v po-
vodnej matici — bez pripisovania prvkov matice.

ailp ai2 a13 ailp a2 13

asi (Z23 a1 a23

asy aso ass asy aso ass
Priklad 6.2.5. ‘é%;‘:1.3~2+3~1-0+2~1-1—2-3.0—1-1-1—2.3-1:1

Priamo z definicie sa d4 dokazat uzitoéna vlastnost determinantu: determinant transpo-
novanej matice je rovnaky ako determinant poévodnej matice.

Veta 6.2.6. Nech A je matica typu n X n. Potom
Al = |AT].

Dékaz. V definicii determinantu vystupuji stciny tvaru aj,(1)a2p(2) - - - Gnp(n)- Okam-
Zite vidime, ze v takomto sicine sa objavi prave raz prvok prvého riadku matice A (konkrétne
na prvom mieste), prave raz prvok druhého riadku, atd.

Ako je to so stipcami? Druhé stradnice, ktoré predstavuji stipce, st (1), ¢(2), ..., p(n).
Vdaka tomu, ze ¢ je bijekcia, objavi sa kazdy stlpec préve raz. Konkrétne prvok j-teho stipca
sa vyskytne v ciniteli ag-1(5); (lebo i = p~1(j) je presne to &islo, ktoré sa zobraz{ na j, ¢ize
spliia (i) = j).

Ak teda usporiadame ¢initele vystupujtce v takomto sicine nie podla prvych, ale podla
druhych stradnic, dostaneme iny zapis pre ten isty sicin.

010(1)32¢(2) + - - Anp(n) = Gp=1(1)10¢p=1(2)2 - - - Gp=1(n)n-
Sc¢itanim takychto rovnosti cez vSetky permutacie ¢ € S,, dostaneme

|A| = Z (—1)i(“0)a1¢(1)a2¢(2) e am,(n) = Z (—1)i(“’)a@71(1)1a¢71(2)2 e a¢71(n)n.
PESn PESH

v . . . { . . . ’ . !
Oznac¢me prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci transponovanej matice ako ai;, B.J. ai; = aji.
Potom poslednii rovnost mézeme prepisat ako

Al = Z (—1)i(“a)a/1¢71(1)a/2¢71(2) : -~a;wfl(n)~
PESH

Dalej si uvedomme, Ze priradenie ¢ + ¢! je bijekcia z S,, do S,. (Lahko to mozete
overit na zdklade vlastnosti inverzného zobrazenia. Vyplyva to napriklad aj z toho, ze (S, o)

je grupa (loha|3.2.2) a z tlohy|3.2.12]) Teda, ak v predchddzajticej sume namiesto ¢~* pou-
Zijeme vSade , znamena to len preusporiadanie s¢itancov, ale hodnotu suc¢tu to neovplyvni.

i -1
Al = D ()" gy ahya) - -
PESn

Na to, aby sme vpravo dostali determinant matice A7, stacilo by dokézat, Ze i(p) =
i(p~1). To skutoéne plati. Inverzie permutécie ¢ si totiz uréené takymi dvojicami indexov,
pre ktoré plati

i<i A e > el).
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126 Vypocet determinantov

Ak oznaéime i’ = (i) a ' = ¢(j), tak predchddzajtica podmienka je ekvivalentnd podmienke

/

e M) <TG A i >

Nasli sme teda jedno-jednoznac¢né priradenie medzi dvojicami, ktoré urcéuji inverzie permu-
tacif ¢ a 1. Teda skutocne plati i(p) = i(¢~!) a

|A| = |AT].

6.3 Vypocet determinantov

Doteraz sme uviedli ako poéitat determinanty rozmeru maximéalne 3 x 3, pricom sme vlastne
postupovali priamo z definicie. Na vypocet determinantov vyssieho stupna sa nauc¢ime dva
postupy. Prvy z nich je Laplaceov rozvoj a druhy je pouzitie elementarnych riadkovych a
stipcovych operdcii.

6.3.1 Laplaceov rozvoj

Nech A je Stvorcovd matica typu n X n. Zvolme si (pevne) nejaké i € {1,2,...,n}. Potom
determinant matice A sa d& upravit na tvar

|A| = ainAin + aigAio + ... + ainAin

Vyplyva to z toho, Ze v kazdom séitanci v sume ([6.1) vystupuje prave jeden prvok tvaru a;i
(konkrétne je to a;,(;)). Aby sme ziskali uvedent rovnost, staci vynat a;; z tych scitancov
v ktorych sa vyskytuje.
Podobne by sme mohli postupovat aj pre prvky niektorého stipca a; §,02j, - -+, Qnj. Dostali
by sme
|A| = alelj + a2jA2j + ...+ anjAnj.

Vyraz A;; nazyvame algebraicky doplnok proku a;;.

Nasim najblizsim ciefom bude zistif, comu sa rovnd Aj;.

Pokiste sa sami si vyskuasat zistif vSetky mozné hodnoty A;; pre maticu 3 x 3, vysledky
si mozete skontrolovat v nasledujicom priklade.

Priklad 6.3.1. Pre maticu typu 3 x 3 sme odvodili
\A| = 110226033 + 12023031 + 413021032 — 011023032 — 012021033 — (13022031 -

Sktisme v tomto konkrétnom pripade urobit spominany rozvoj pre druhy riadok a druhy
stlpec.
Pre druhy riadok dostaneme:

|A| = a21(a13a32 — a12a33) + ass(ai1ass — a1zasi) + ass(aizas) — aiiasz)
Pre druhy stipec dostaneme:
|A| = a12(az3as1 — az1as3) + ass(aiiass — a1zasi) + asz(aisas — ariass)

7 uvedenych vyrazov vieme vycitat hodnoty Ao, As1, Asg, Asg, Aszs. Keby sme urobili
este 2 dalsie rozvoje (povedzme podla prvého a treticho riadku), zistili by sme aj ostatné
hodnoty algebraickych doplnkov.
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Ay = azza33 — azzazs
Aya = azzaz; — az1as3
A3 = ag1a3z — az2a3;
Ao = ay3a3 — a1za33
Aso = aj1a33 — ai3as;
Agz = aj2a31 — a11a32
Az = a12023 — a13a22
Asy = a13021 — 11023
Asz = aj1a22 — ar2a21
Mozno by ste z hodndt vyratanych v predchadzajicom priklade vedeli uhadnuf nejaka
vSeobecni zakonitost. VAS tip sa potvrdi dokdzanim nasledujicej vety.

Pre maticu A typun xn a i,j € {1,2,...,n} oznac¢ime ako M;; maticu, ktord vznikne
z matice A vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca.

Veta 6.3.2. Pre algebraicky doplnok prvku a,s stvorcovej matice A plati
Aps = (=1)""5| M,
Dékaz. Priamo z definicie vyplyva, ze
A = Z (71)1019 )al,ga’(l)a2zp/(2) s Qr 1,0/ (r=1)Cr4-1,0 (r+1) -+ - An ' (n)s
(pleszls

kde ako S7® sme oznadili mnozinu tych permutécii z Sy, pre ktoré ¢'(r) = s.
Pre maticu M, tejto permutacii zodpovedd permutéacia ¢, ktora je urcéena predpisom

/ k /
p(k) = # (k). ak @'(k) < s pre k <r
¢'(k) =1, ak ¢'(k) > s
! 1 k ¢ 1
(k) = AE ), ale 'k +1) <5 pre k > r.
Pk+1)—1, ak'(k+1)>s

Checeli by sme zistit, aky je vztah medzi i(¢’) a i(¢). Kazda inverzia permutécie ¢ zod-
povedd nejakej inverzii pévodnej permutdcie ¢’. Niektoré inverzie sme vsak stratili:
a) Ak plati ¢'(j) > s pre j < r, tak dvojica (¢'(j), s) tvori inverziu pévodnej permutécie, ale
v permutacii ¢ nemame inverziu, ktord by jej zodpovedala. Oznac¢me pocet takychto inverzii
k. Znamen3 to, Ze medzi prvkami j € {1,2,...,r — 1} je k prvkov takych, ze ¢'(j) > s. Pre
zostdvajicich (r — 1) — k prvkov teda plati ¢'(j) < s. (Nemdze platit ¢'(j) = s, lebo na s sa
zobrazi jedine r.)
b) Ak ¢'(j) < s pre j > r, tak opat dostaneme inverziu, ku ktorej nemame zodpovedajicu
inverziu v permutécii . Prvkov s vlastnostou ¢’(j) < s je prave s — 1. Pritom, ako sme
videli v pripade a), z nich prave (r — 1) — k spliia nerovnost j < r. Inverzii typu b) je teda
(s=1)—[(r—=1)—kl=s—r+k.

Spolu sme ,stratili“ s — r + 2k inverzil. Teda i(¢') = i(p) + s —r+ 2k a

(—1)' ) = (—1)" 4 (1) (~1)F = (~1) 4 (-1

Dosadenim do vyjadrenia pre A,s, ak navyse zavedieme oznacenie M,; = ||bl-j|\, ziskame
dokazovanu rovnost

Aps = (=)™ 37 (=) Dbi) by = (1) M.
@YESn_1
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O

Pretoze predchddzajici dokaz nie je tplne jednoduchy, uvedieme este iny, do istej miery

podobny (v nadeji, ze ked uvidite viacero pohladov na doékaz tej istej vety, bude to o Cosi
jasnejsie).
Dékaz. Kvoli jednoduchosti za¢nime s pripadom r = s = n. Priamo z definicie determinantu
vidime, Ze an, sa vyskytne v tych sé¢itancoch, kde ¢(n) = n. To ale znamen4, Ze permutécia
p zobrazi {1,2,...,n—1} na {1,2,...,n— 1}, Cize takéto permutécie si v jednojednoznaénej
korespondencii s permutdciami mnoziny {1, 2,...,n—1}. NavySe pocet inverzii zodpovedaji-
cich si permutdcif je o¢ividne rovnaky. (Vynechali sme len p(n) = n, tento prvok nevystupoval
v ziadnej inverzii.) Mdme teda

Ann = Y (1) P ar1)a20(2) -+ @n1,p(n-1) = [Manl.
QDESn,1

(Opét, priamo z definicie dostaneme, Ze vyraz na pravej strane rovnosti je determinant matice,
ktord vznikne vynechanim posledného riadku a posledného stipca.)

Dalej sa pozrime na to, ako sa zmeni algebraicky doplnok A, ak vymenime r-ty riadok
matice A s nasledujicim. Nech teda matica B vznikne z matice A tak, ze vymenime r-
ty a (r 4+ 1)-vy riadok. Chceme porovnat séitance vystupujice v determinante matice A
obsahujice prvok a,s s tymi s¢itancami v determinante matice B, ktoré obsahuji b,41 s =
ars. V prvom pripade sCitujeme cez vSetky permutdcie také, ze p(r) = s (mnozinu tychto
permutécii oznac¢ime opét S;°).

Ars = D (1) Pag o) -+ Gt g 1)@ 1 p(r41) - -+ Bngo(n)-
peSTs

Pri vypoéte B,y1 s sCitujeme cez vietky permutécie také, ze o(r +1) = s:

Bri1s = Z (_1)i(¢)b1»¢(1) b1 (r— 1) brp(r) bt (r42) - - - brp(n)-
pesntts
Stcasne, z definicie matice B mame b;; = a;; pre ¢ # r,r + 1 a by = arq1,6, teda
Bri1s = Z (_l)i(wal,w(l) s Or—1p(r=1)Or41,0(r) Ar42,0(r+2) -« - An,p(n)-

pesntls

Uvedomme si dalej, Ze vymena prvkov na r-tej a (r + 1)-vej pozicii dédva koreSpondenciu
medzi mnozinami S7* a ST, Konkrétne, z permutacie

_ 1 ...r r+1 ... n
Y= (so(l) s (1) L w(n)>

patriacej do S dostaneme permutaciu
/_ 1 .. T r+1 ... n
P =) ... pr4+1) s ... o(n)

patriacu do S’ +1:* a obratene. Vdaka tejto bijektivnej korespondencii moézeme predchddza-
juicu sumu prepisat ako

Br+1,s = Z (_1)1’(@ )al,gp(l) s A1, 0(r—1)Ar41,0(r4+1) Cr4-2,0(r42) « - - @n,po(n)-
peS,®
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Vidime, ze v oboch suméch sa vyskytuji presne tie isté cleny, zostava len zistit aky je
vztah medzi i(¢) a i(¢"). Tieto permutdcie sa liSia len na r-tom a (r 4+ 1)-mieste, ¢ize jedind
inverzia, ktorou sa mozu 1isit, je (¢(r), o(r + 1)). Skutocne, ak (s, p(r + 1)) tvoria inverziu
permutécie ¢, tak v novej permutacii nebudeme mat na tomto mieste inverziu a obrétene,
ak tu ¢ nemé inverziu, vo ¢’ dostaneme inverziu. Po¢et permutacii sa teda 1isi o tito jednu
inverziu, ¢ize i(¢') = i(¢) £ 1, a teda

Br—i—l,s = Z (71)%4’0)&1,«/)(1) s O 1, p(r—1)Cr41,p(r4+1) Ar42,0(r42) -+ - Cn,p(n) = 7Ars-
peSy®

Vdaka vete vieme, Ze to isté sa stane pri vimene susednych stipcov.

Posledné pozorovanie potrebné na dokoncenie dokazu je, ze podmatica M,; matice A je
rovnakd ako podmatica M, 1 s matice B. (Z matice B vynechdvame (r + 1)-vy riadok, ¢o je
presne 7-ty riadok pdvodnej matice.)

Ak teraz chceme zistit algebraicky doplnok A,.s prvku a,s matice A, mozeme postupovat
tak, ze n—r—1 vymenami susednych riadkov presunieme prvok a,.; do n-tého riadku, a potom
urobime eSte n — s — 1 vymen stipcov7 po ktorych prvok a,s povodnej matice bude prvkom
cnn matice C, ktoru takto dostaneme. Uz vieme, ze algebraicky doplnok tohoto prvku je

Ann - |Mrs|

(podmatica, ktord vznikne z C' vynechanim posledného riadku a posledného stipca je presne
t4 podmatica povodnej matice, ktort sme dostali vynechanim r-tého riadku a s-tého stlpca.)
Stcasne sme pri kazdej vymene riadku/stlpca zmenili znamienko, preto

A= (F1)" T Ay = (<)X AL L (1) A, = (<)M,
O
Désledok 6.3.3 (Laplaceov rozvoj determinantu). Nech A je matica typu n X n. Potom
|A| = (=1)"ag | Mg | + (1) 2 ase| Mig| + ... + (=1) " | M| (6.2)
Al = (=1)" ay | M| + (=17 2ag; [ Maj| + ...+ (=1)7 " an;| My (6.3)

Prvi rovnost uvedent v predchadzajicom ddsledku nazyvame Laplaceov rozvoj determi-
nantu matice A podla i-teho riadku, druhi Laplaceov rozvoj podla j-teho stipca.

Priklad 6.3.4. Nasledujici determinant vypocitame Laplaceovym rozvojom podla druhého

stipca.
? (2) Pl } 1 -1 1 2 0 1
=-212 1 1]-3|]1 -1 1|=(-2)-1-3-(-1)=1
23 11 2 -1 2 2 -1 2
2 0 -1 2

6.3.2 Vypocet pomocou riadkovych a stipcovych operacii

V Ccasti |5.2] sme si ukazali, ako mozno pomocou elementiarnych riadkovych dprav upravit
TubovoInt maticu na redukovanid trojuholnikovii maticu. Ak by sme vedeli, ako elementarne
riadkové upravy ovplyviiuji hodnotu determinantu a ak by sme vedeli vypocitat determinant
redukovanej trojuholnikovej matice, tak by sme ziskali dalSiu metédu na vypocet determi-
nantov. Prave to je nasim najbliz$im cielom.

Zatneme s tym, zZe overime, ako menia hodnotu determinantu jednotlivé elementirne
riadkové operacie.
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Veta 6.3.5. Ak maticu B ziskame z A vyndsobenim k-teho riadku skaldrom ¢ € F, tak
|B| = c|A].
Dékaz. Oznatme B = ||b;;|| a A = ||ai;||. Potom plati b;; = a;; pre i # k a by; = cag;.
Priamo z definicie determinantu potom dostaneme
1Bl = > (=1 Dby p1)ba.o(2) - bk 1006 1) bk o) Dl 10 (k41) -+ - Omogp(m) =
PESR

Z (_1)i(¢)a17w(1)a27s@(2) <o Ak —1,0(k—1)COk,o (k) Vk+1,0(k+1) -+ + On,p(n) =
PESH

¢ (1) ay p1)a2,p02) - - Gkt (k1) Ok () Bt 1o (k1) - - Do) = CJA]-

PESy
O
Désledok 6.3.6. Ak matica A md nulovy riadok, tak |A| = 0.
Dékaz. Staci v predchddzajtcej vete dosadit ¢ = 0. O
Désledok 6.3.7. Pre maticu A € My, ,(F) a c € F plati
|cA| = ™| A.
Dékaz. Ulohal6.5.7] O

Veta 6.3.8. Ak md matica A dva rovnaké riadky, tak |A| = 0.

Dokaz. Matematickou indukciou vzhladom na n.
1° Pre n = 2 tvrdenie plati:

ail a2

= ai1a12 — aria12 = 0.
ail a2

2° Predpokladajme, Ze tvrdenia plati pre lubovoIni maticu typu n x n. Nech A je matica
typu (n+1) x (n+ 1), ktorej i-ty a j-ty riadok st rovnaky. Ak urobime rozvoj determinantu
matice A podla niektorého iného riadku (okrem i-teho a j-teho), tak vSetky matice M,
vystupujtice v Laplaceovom rozvoji si matice typu n X n a maju dva rovnaké riadky. Podla
indukéného predpokladu |M,.s| = 0 pre vSetky pripustné hodnoty r, s, a teda z Laplaceovho
rozvoja vidime, Ze aj |A| = 0. O

Veta 6.3.9. Nech matice A a B st matice typu n X n, ktoré sa lisia len v k-tom riadku.
Potom |A| + |B| = |C|, kde ¢;j = a;; = b;; pre i # k a cxj = ag; + by;.

Dokaz. Urobme rozvoj matice C' podla k-teho riadku. Dostaneme
‘C| = (—1)k+1 (akl + bk1)|Mk1| + (—1)k+2(ak2 + bk2)|Mk2| +...+ (—1)k+n(akn + bkn)|Mkn|.

Pritom podmatice My, My, . .., My, uz pozostavaju len z tych prvkov, ktoré s vo vsetkych
troch maticiach rovnaké. Teda tie ist podmatice budu vystupovat v rozvojoch matic A a B
podla k-teho riadku. Pomocou nich dostaneme:

|A| = (=) agy | Mt | + (=) 2apa | Myo| + ... + (= 1) " agp | My,
|B| = (= 1) by [ My | + (=15 2bpa | Mo | + . .. + (= 1) by | My
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Sé¢itanim tychto dvoch rovnosti a porovnanim s rozvojom determinantu matice C' dostaneme
| Al +[B] = [C].
O

Predchadzajicu vetu by sme mohli Tahko overit aj priamo na zdklade definicie determi-
nantu.

Dokaz.

Cl =3 (=1 Perg) - Gt o (k1) Chip (k) Chet 1o (k1) - -+ Crip(m) =
PESR

D D) Pargay e @bt p-1) (@hpth) + Drgp() Bt 1 p(k41) - - - Anipn) =
pESH

DD a0y 1 () T (k) Tt 1o (k1) - - Do)+
PESn

Y D P arg) e @k oo 1) D8 Ak 1ok 41) - - - Angp) = |A] + Bl
PESn

O

Veta 6.3.10. Ak matica B vznikne z A pripocitanim c-ndsobku niektorého riadku k inému
(pricom c € F), tak |B| = |A|.

Doékaz. Nech B vznikne z A pripoc¢itanim c-ndsobku k-teho riadku k I-temu riadku, pricom
k # . Teda B ma vsetky riadky rovnaké ako matica A, len prvky Il-teho riadku maji tvar
blj = cag; + ag;-

Nech A’ je matica, ktord mé vSetky riadky rovnaké ako matica A len I-ty riadok matice
A’ sa rovnd k-temu riadku matice A. (Teda a;; = a;; pre i # [ a aj; = ay;.) Této matica ma
dva rovnaké riadky, teda podla vety je |A'| =0.

Uvazujme dalej maticu A”, ktord vznikne z A’ vyndsobenim k-teho riadku skaldrom c.
(Teda a;; = aij pre i # 1 a aj; = cay;.) Z vety méame |A”| = ¢|A’| = 0.

Teraz si staci vSimnif, Ze maticu B dostaneme z matic A a A” spdsobom popisanym vo
vete Teda

|B| = |A] +[A"] = |A].

O
Veta 6.3.11. Ak matica B vznikne z A vzdjomnou vijmenou dvoch riadkov, tak |B| = —|A|.
(Vgmena 2 riadkov matice meni znamienko determinantu.)
Dokaz. Oznacéme dy,...,d, riadky matice A. Uvazujme maticu, ktord ma rovnaké riadky

ako A, len namiesto i-teho aj namiesto j-teho riadku ma &; + &;. Pretoze tato matica ma
rovnaky -ty a j-ty riadok, podla vety

St
L2l

<0

Syl
S+ +
Sl
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132 Vypocet determinantov

(Kvoli strucnosti oznacenia sme vynechali sme vSetky riadky, ktoré st rovnaké ako v matici A,
okrem prvého a posledného. Toto oznacenie rozhodne nie je korektné, snad je vSak dostato¢ne
zrozumitelné.)

Tento determinant sicasne vieme prepisat pomocou vety [6.3.9 a vety [6.3.8]

oy ay oy ay| |ai|  |an|  |aa|  |ai|  |dn
a; +a a; +a a; + adj; a; a; a; a; aj a;
S = S+ S = S = A A
o+ aj Q; Qa; Q; Q; Qa; Qa; Q; Q;

Porovnanim tychto 2 vzfahov dostaneme
0=1[A]+|B|,
¢ize skutoéne |B| = —|A|. O

Teraz uz vieme, ako ovplyvnuji hodnotu determinantu jednotlivé elementarne riadkové
operécie. Podla vety plati |A| = |AT|. Pretoze riadkové operacie pouzité na transpono-
vant maticu A7 zodpovedaji stipcovym operdciam na povodnej matici A, vietky dokdzané
tvrdenia platia aj pre Stipcové operécie. (Pri vypocte determinantov mézeme teda kombinovat
riadkové aj stipcové operacie.)

Doteraz dokazané vety nam vsak len umoznuji porovnat determinant danej matice s de-
terminantom redukovanej trojuholnikovej matice, ktorti dostaneme. Aby sme mohli tito me-
tédu naozaj pouzit na vypocet determinantu, potrebujeme este vediet urcif determinant
matice, ktord je v redukovanom trojuholnikovom tvare. Na to nam posluzia nasledujice dva
vysledky.

Veta 6.3.12. Ak A je hornd trojuholnikovd matica (pod hlavnou diagondlou md nuly), tak
determinant matice A sa rovnd sucinu prvkov na diagondle.

|A| = 11022 Ann

Dékaz. Staci ukazat, ze pre kazdi permutaciu ¢ € S,, okrem identickej permutacie je sucin
A145(1)025(2) - - - Anp(n) NUlOVy. Na to staci, aby bol nulovy niektory cinitel a;,(;). Pretoze
predpokladdme, Ze A je hornd trojuholnikovd matica, urcite plati a;,;) = 0 pre i > ¢(i).
Zostava nam teda ukazaft, ze aspon jedno také ¢ existuje.

Ak ¢ € S, a ¢ # id, tak existuje i € {1,2,...,n} také, Zze i # (7). Nech i je najvacsie
také ¢islo, ¢ize i = max{k; p(k) # k}. Oznaéme j = ¢(i). Nemdze platit ¢(j) = 7, lebo potom
by sa na j zobrazili 2 rozne prvky, ¢o je v spore s predpokladom, ze ¢ je bijekcia. Teda plati
i> 7= (). O

Doésledok 6.3.13. Determinant diagondlnej matice sa rovnd sucinu diagondlnych prvkov.
dy

=dids...d,
dn

Priklad 6.3.14. Vypocitajme determinant z prikladu tentokrat pouzitim riadkovych
a stlpcovych tprav.

22 0 1 22 0 1 2201 2201 2201 2201 2201
10-11|MD|00-10®@ 166i0|® |6010|@W _|60610|® _|6610/®|5T00| D
23 1 1| = [33 1 2| = —[3302| = —|3302| = —|1i01| = —|o100| = |o010| =
50-12 10-11 1001 1001 1001 1001 1001

2001 (g [1000] (g)[1000

0100l ® o100l @D |o100[_q

0010| = [6010| = |0010]|=

1001 1001 0001
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Elementarne riadkové a stipcové operacie, ktoré sme pouzili si:
(1) 3. stipec sme pripocitali k prvému a Stvrtému stipcu
(2) 2. riadok sme vynésobili —1
(3) odcitali sme druhy riadok od tretieho a pripocitali sme ho k $tvrtému
(4) odpocitali sme 1. riadok od tretieho
(5) odpocitali sme 4. riadok od tretieho
(6) vymena druhého a tretieho riadku
(7) odpoéitali sme 2-ndsobok 2. riadku od prvého
(8) odpocitali sme 4. riadok od prvého
(9) odéitali sme 1. riadok od Stvrtého
Asi najviac si zjednodusime pracu, ak budeme kombinovat oba postupy — riadkové a
stipcové tpravy aj Laplaceov rozvoj. Napriklad namiesto kroku (2) alebo (3) v predchadza-
jaicom postupe sme mohli pouzit Laplaceov rozvoj podla 2. riadku a dostali by sme sa tak
k determinantu 3 x 3.

Poznamka 6.3.15. Vsetky vysledky, ktoré sme odvodili pre zmeny determinantu pri ele-
mentarnych riadkovych tpravach zodpovedaji geometrickej intuicii, ktorti sme spominali —
7e determinant mézeme chépat (az na znamienko) ako objem.

Konkrétne vynasobenie niektorého riadku konstantou znamend c-nasobné natiahnutie rov-
nobeznostena v smere niektorej z jeho hran, pricom sa aj objem zvacsi c-krat. Podobne
pripoc¢itanie nasobku i-teho riadku k j-temu predstavuje vlastne skosenie rovnobeznostena
v smere i-tej hrany. Pri nom sa nemeni objem. (Podobne — snad este jednoduchsie — si moézete
rozmysliet, Ze to funguje pre dvojrozmerny rovnobeznik.)

Veta 6.3.16. Nech A je stvorcovd matica typu n X n. Matica A je requldrna prdve vtedy, ked
Al # 0.

Doékaz. Pripomenme, Ze matica A je regularna préve vtedy, ked hodnost matice je n. Vieme,
ze hodnost matice sa rovna poctu nenulovych riadkov v redukovanej trojuholnikovej matici
M, ktora je riadkovo ekvivalentna s A.

Ak matica A nie je regularna, tak prislusna redukovand trojuholnikovd matica méa aspon
jeden nulovy riadok. Podla dosledku [6.3.6) mé teda nulovy determinant. Ako sme dokézali
v predchadzajtcich vetach, ziadna z elementarnych riadkovych uprav nemeni nulovost a ne-
nulovost determinantu. Preto aj determinant matice A je nulovy.

Ak A je regularna, tak prislusnd redukovand trojuholnikovd matica m& n nenulovych
riadkov. Pretoze ide o maticu typu n X n, priamo z definicie redukovanej trojuholnikovej
matice vyplyva, Ze to je jednotkovd matica I,,, ktord ma nenulovy determinant |I,| = 1. O

Teraz, ked uz vieme, ze st pre nas podstatné len reguldrne matice, mohli by sme vetu
a dosledok odvodit v opacnom poradi. Priamy dokaz dosledku by sa
podobal na dokaz vety bol by vsak jednoduchsi v tom, Ze teraz uz mame nuly aj
nad diagondlou a nepotrebujeme hladat i také, ze ¢ > @(i). (Sta¢l ndm, Ze i # ¢(i).) Ako-
nahle uz mame dokézany dosledok @ a chceme overit vetu @ pre reguldrnu hornt
trojuholnikovii maticu, sta¢i si uvedomit, ze takito maticu vieme upravit na diagonalnu
uz len pouzivanim pripocitavania niektorého riadku k inému a pri tejto iprave sa hodnota

determinantu nemeni (veta [6.3.10]).

6.4 Determinant sti¢inu matic

Teraz dokdzeme este jeden dolezity vysledok tykajici sa determinantov. Struéne povedané,
tento vysledok hovori, Ze determinant sti¢inu matic sa rovna stc¢inu determinantov.
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134 Determinant sti¢inu matic

Veta 6.4.1. Nech A, B st dve matice typu n X n nad polom F. Potom plati

|AB| = [A] - |B].
Dokaz. Oznac¢me riadky matice A ako aq,...,d,. Teda
ai;p a2 Ain aq
a1 a2 a2, Qa2
A = . =
an1 An2 cee Qpp (67%

Priamo z definicie si¢inu matic (rozmyslite si to!) sa da zistit, Ze riadky matice AB maji
tvar B, Cize
a,B
0o B
AB = .
an,B
Pretoze ay, = Z?:I ar;€;, mozeme tuto rovnost upravit na tvar
n -
D i—1010,€, B
AB = :
n -
Ziﬂ;l ni, €, B

Pomocou viacndsobného pouzitia vety [6.3.9 postupne dostaneme

&, B é.B
n — -
n D iy—1 02, €, B n n €,B
|AB| = 14, . =...= E N E 14, Q245 « -+ - Qng,
i1=1 " o i1=1 in=1 -
i, =1 0ni, €, B €, B

Teraz si uvedomme, Ze ak i; = i; pre nejaké j # k, tak prislusny determinant v predcha-
dzajicej sume je nulovy (lebo mé 2 rovnaké riadky). Teda nenulové sc¢itance budi iba tie,
kde n-tica (i1,14s2,...,%,) predstavuje permutdciu ¢isel 1, ..., n. Dostdvame teda

o1y B

€o(2)B
[AB| = ) a15(1)024(2) - - - Gnip(n)

PESH L
€o(n) B

Matica vystupujica v predchddzajicej rovnosti je vlastne matica B s poprehadzovanymi
riadkami. Pomocou vymen niektorych riadkov z nej vieme dostat maticu B. O chvilu si
ukdZeme, Ze sa to d4 urobit pomocou i(¢) vymen. Na zdklade toho prejde predchddzajica
rovnost na tvar

|AB| = ) a151)20(2) - - Gng(n) (—1)"?[B| = | 4] - | B].

PESK

Zostéava ndm teda overit, Ze potrebny pocet vymen je skutofne i(yp). Pri upravovani
,poprehadzovanej matice na maticu“ B mobzeme postupovat tak, Ze najprv premiestnime
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prvy riadok na prvé miesto a to tak, ze ho vzdy vymiename s predchadzajicim, az kym
sa nedostane na spravnu poziciu. (Ak uz je na prvom mieste, nerobime ziadne vymeny.)
Takto sme urobili tolko vymen riadkov, kolko ma permutacia ¢ inverzii obsahujicich ¢islo 1.
Teraz mozeme podobnym sposobom presunit druhy riadok na druhé miesto. Pocet vymen
je rovnaky ako pocet tych inverzii, ktoré obsahuji 2 ale nie 1 (pretoze prvy riadok sme uz
presunuli). Takto postupujeme dalej. Vidime, Ze pri takomto algoritme dostaneme maticu B
pomocou presne i(y) vymen riadkov. O

Dékaz, ktory sme uviedli, je v principe rovnaky ako v [Al Theorem 10.31]. V [K| Veta
6.2.18] mozZete ndjst ddkaz, ktory vyuziva rozlozenie matice na sicin redukovanej trojuholni-
kovej matice a matic elementarnych riadkovych operacii. Este jeden, tiplne iny dokaz, mézete
néjst v [KGGS| Veta 2.14.7].

Hovorili sme o tom, Ze ako geometricky vyznam determinantu si mézeme predstavit objem
rovnobeznostena urc¢eného riadkami matice. V pripade, ze dant maticu chapeme ako maticu
linedarneho zobrazenia, je to presne objem rovnobeznostena na ktory sa zobrazi jednotkova
kocka (urcend vektormi Standardnej bézy). Determinant ndm teda hovori, kolkokrét sa pri
nearne zobrazenie, aj objem Tubovolného rovnobeznostena sa zvicsi v rovnakom pomere. A
presne toto tvrdenie vlastne hovori veta, ktortd sme prave dokazali. (V pozndmke sme
hovorili o stvise medzi touto geometrickou predstavou a elementarnymi riadkovymi opera-
ciami. Spominany dokaz z [K] teda vlastne zodpovedd tejto geometrickej intuicii — lubovolné
linedrne zobrazenie sme najprv rozlozili na jednoduchsie zobrazenia, o ktorych vieme ukazat
kolkokrat zvac¢suja objem. Pomocou toho vieme urcit, kolkokrat sa zvacsi objem pri pouziti
povodného zobrazenia.)

6.5 Vyuzitie determinantov

6.5.1 Vypocet inverznej matice

Veta 6.5.1. Ak A je requldrna matica typu n x n, tak

All A21 oo Anl
1 1A A . A
A71 - 12 22 n2
Al
Aln A2n Ann

kde A;; oznacuje algebraicky doplnok prvku a;;.

Poznamka 6.5.2. Maticu

All A21 v Anl
A12 A22 . Ang
Aln A2n v Ann

nazyvame adjungovand matica k matici A a oznacuje adj A. Teda vyjadrenie inverznej matice
z predchédzajicej vety mdzeme zapisat aj v tvare
adj A

A7l = :
|A]

POZOR na vymenu poradia indexovania — algebraické doplnky v adjungovanej matici
nie st indexované tak, ako v pévodnej matici ale podobnym spésobom ako v transponovanej
matici.
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136 Vyuzitie determinantov

‘A) = I. Ozna¢me maticu A.ad‘{fllA) ako C. Pre jej prvky plati

1 n
%=1 Z aikAj-
k=1

Potrebujeme vlastne ukdzat, Ze c;; = 1 a ¢;; = 0 pre ¢ # j.
Pre i = j dostavame

Dékaz. Treba dokazat, ze A.adlig

1 n
W= T AT ik Aik-
c ‘A|kglak ik

Suma v predchadzajicej rovnosti je presne rozvoj matice A podla i-teho riadku, ¢ize sme
ca— AL
dostali ¢;; = = 1.
Pre i # j si vSimneme, ze suma vo vyraze

1 n
i = T4 > ainAj.
k=1

predstavuje Laplaceov rozvoj matice, ktord vznikne z A nahradenim j-teho riadku i-tym,
podla (nového) j-teho riadku. Pretoze tato matica ma dva riadky rovnaké, jej determinant
je nulovy, z ¢oho ¢;; = 0. O

V predchadzajicom dokaze sme overili pre maticu B = ad{gf) rovnost AB = I.V definicii
inverznej matice vSak vystupuje aj rovnost BA = I. Nie je to chyba? Zabudli sme ju overit?

Nie, nie je to chyba. V predpokladoch vety totiz mame, Ze A je reguldrna, teda A~!
existuje. Vdaka tomu z rovnosti AB = I po vynasobeni A~! dostaneme B = A~!. (A navyse
z poznamky vieme, Ze ndm staci overit iba jednu z tychto dvoch rovnosti.)

1-11
Priklad 6.5.3. Nech A = (% L %) Priamym vypocétom dostaneme |[A] = 1 a adjA =

3 1 =2
(72 0 1 )
—4 -1 3

7 toho dostavame, zZe

1 3 1 -2
Al = Zade =(-2 0 1
|4 4 -1 3

Vynésobenim matic sa mézeme presved¢it, ze skutoéne plati A.A=1 = A=1 A = 1.

Poznamka 6.5.4. Prave odvodeny vzorec pre inverznii maticu bude velmi jednoduchy v pri-
pade, ze pracujeme s maticou velkosti 2 x 2. Vtedy totiz vSetky podmatice vystupujice v al-
gebraickych doplnkoch st typu 1 x 1, ¢ize jedind hodnota v takejto matici je priamo rovna

determinantu.
a a
A= [ 12
az1 Aa22

Konkrétne pre maticu
dostaneme A1 = aso, A1o = —ag1, As1 = —aq2 a Ass = aq1. Ak to dosadime do vzorca pre
inverznu maticu, mame

Al = 1 G2 —a12) _ i Q22  —a12
a11a22 — a12a21 \ 021 411 |A| \—a21  ann )~
Lahko moézete priamy vypoc¢tom skontrolovat, ze sicin tychto dvoch matic skutocne dava
jednotkovii maticu. A je to vzorec, ktory sa vcelku lahko zapamétd. (Vlastne sme len prvky

na diagonale vymenili a pri prvkoch mimo diagonaly zmenili znamienko. Takto upraveni
maticu sme vydelili determinantom.)
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6.5.2 Cramerovo pravidlo

Na zaciatku kapitoly sme si ukazali, ako sa dd pomocou determinantu vyjadrit rieSenie su-
stavy 2 linedrne nezavislych rovnic o 2 neznamych. Teraz odvodime analogicky vysledok pre
sustavy n rovnic s n neznadmymi.

Majme stistavu

aiy ai12 e Ain | C1
a1 a22 e agn | C2
Apl Ap2 oo Apn | Cp
Ozna¢me maticu stistavy ako A a C := (cy, o, ..., c,)T maticu, v ktorej st do stlpca zapisané

pravé strany. Hladdme vlastne takt maticu X, pre ktoru plati
AX =C.

Ak je matica A reguldrna, vynasobenim A~! zlava dostaneme

o Ay Axr ... An 1

X = 1:.2 =A"C= 1 A A ... An C.2
: Al .

Tn Aln Azn e Ann Cn

7 predchadzajucej rovnosti dostaneme
T; = Ajicj.
a7 2 Z

Nech A; oznacuje maticu, ktora dostaneme ak v matici A nahradime i-ty stipec stipcom
(c1,¢,...,cy)T (Cize pravymi stranami). Potom si mozeme vsimnit, Ze vyraz vystupujici
v predchadzajicej rovnosti je presne Laplaceov rozvoj matice A; podla i-teho stipea. (Iné
stipce sme nemenili, preto algebraické doplnky vystupujtce v Laplaceovom rozvoji st rovnaké
ako pre maticu A.) Plati teda
n
Ail =) Ajicy,
j=1

i | Aq|
i = :

Al

Tym sme odvodili vzorec pre riesenia stustavy linedrnych rovnic, ktord mé regularnu ma-
ticu. Tento vzorec sa nazyva Cramerovo pravidlo.

7 ¢oho dostaneme

1-11]1
Priklad 6.5.5. Majme ststavu (2 11 2). V priklade [6.5.3| sme vypocitali determinant
2-12]3
|A] = 1.
Ostatné determinanty, ktoré potrebujeme na pouzitie Cramerovho pravidla su
1-11 1-11
‘2 1 1’_ 2 1 1‘——2—1—1——1
3 -12 0—
(Uprava, ktort sme pouzili, bolo odéitanie prvych dvoch riadkov od tretieho.)
111 101
‘221’: 201‘:2—1:1
232 212
1-11 121
‘2 1 2’:’2 1 0‘:1+2:3
2-13 2 -1
Z toho dostaneme riesenie ststavy (—1,1,3).
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Priklad 6.5.6. V priklade [4.4.21|sme dokazali, 7e F = {a+b¥/2+cV/22;a,b,c € Q} je pole.
Podme sa pozriet na to, ¢i by sme vedeli najst vzorec, ktory urcuje inverzny prvok k danému
prvku z F. Chceme teda pre dané a, b, c € Q najst také racionalne ¢isla x, y, z, aby platilo

(a+bV2+cV22) (2 +yV2+2V22) = 1.

Najprv, ako pripravu na samotny vypocet, si véimnime, ze a + b¥/2 + ¢v/22 = 0 plati
prave vtedy, ked a = b = ¢ = 0. M6zeme to ukézat sporom.

Predpokladajme, Ze by platilo a + b/2 + V22 =0a aspon jedno z ¢isel a, b, ¢ by bolo
nenulové. Ak ¢ = 0 tak vieme z tejto rovnosti ukdzat, ze bud a = b = 0 (¢ize vSetky tri éisla
by boli nulové), alebo /2 = —a/b. Cize by sme dostali, Ze /2 je racionilne &slo, ¢o je spor.

Ak ¢ # 0, tak vieme dostat rovnost tvaru

V22 = e+ fV2,
kde e aj f st racionalne &sla. Vynasobenim tejto rovnice &islom /2 dostaneme
8=eV2+ fV22 =ed2+ fle+ fV2) = (e+ f2)V2+ef
8—ef=(e+f)V2

Ak je lava strana nenulova, tak opit vieme ukazat, ze /2 je raciondlne ¢islo a dostaneme

spor. Ak je nulovd, tak mame 8 = ef a e + f2 = 0. Z toho dostaneme f3 = —8, jediné
raciondlne riesenie je f = —2. Sticasne mame e = — f2 = —4. Teda v rovnosti v/22 = e+ f/2

mame na lavej strane kladné Cislo a na pravej strane zaporné ¢islo, ¢ize sme opét dostali spor.
Z toho, ¢o sme si prave ukazali, vyplyva aj implikdcia a+b¥/2+¢V/22 = o/ +b' Y2+ V22
=sa=d,b=V,c=C.
Teraz uz mame pripravené vsetko na to, aby sme sa pustili do hladanie inverzného prvku.
Cheeli by sme, aby platilo (a + b¥/2 + ¢V/22)(z + y¥/2 + 2v/22) = 1. Lavt stranu tejto
rovnosti mozeme upravit ako

(a4+bY2+cV22) (2 +y¥V/2+2V22) = (ax+2cy—+2bz) + (b +ay+2c2) V2 + (cx + by +az) V22
Dostéavame teda, ze musia platif tieto rovnosti:

ax + 2cy + 2bz =0
br +ay+2cz =0
cx+by+az=0
Toto je vlastne stustava linedrnych rovnic s neznamymi x, y, z, v pripade, Zze determinant

matice sustavy je nenulovy, tak bude mat jediné riesenie, ktoré budeme vediet vyjadrit na
zaklade Cramerovho pravidla. Vyratajme teda najprv determinant matice sustavy:

a 2c¢ 2b
b a 2| =da+ 20 + 4% — 6abe.
c b a

Ak chceme pouzit Cramerovo pravidlo mali by sme sa najprv presvedcit o tom, Ze tento
determinant je nenulovy. Riesime teda vlastne otazku, ¢i pre a,b,c € Q mdze nastat rovnost
a® + 2b3 4 4¢3 — 6abc = 0. Cheeme ukazat, Ze to moze nastat iba pre a = b = ¢ = 0.

Zddvodnenie tohoto faktu nie je tplne jednoduché. Mézeme to urobit napriklad takto:
Oznaéme v = a, v = b</2, w = ¢V/22. Po tejto substiticii prejde nasa rovnost do tvaru

w4+ 03+ w? — uvw = 0.
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KAPITOLA 6. DETERMINANTY 139

Dalej pouzijeme rozklad
1
v 4w’ —3uvw = (utvtw) (v +v+w? —uww—uw—vw) = 5(u+v+w)((u—v)2+(v—w)2+(w—u)2).

(Tato rovnost sa Tahko overi priamym vypoc¢tom, objavit ju ale nie je tiplne jednoduché.)

Ak sme overili predosla rovnost, tak uz vieme, Ze nas vyraz sa bude rovnat nule iba ak
u+v+w = 0 alebo (u —v)?+ (v —w)? + (w — u)?> = 0. V prvom pripade dostdvame
u+v+w = a+b\?/§+0\3/2>2 = 0. Uz sme overili, Ze to nastane iba ak a = b = ¢ = 0.
V druhom pripade by sa mal rovnat nule sticet troch nezdpornych realnych ¢isel, ¢o znamena,
zZeu—v=v—w=w-—u=0,ateda u =v = w. Potom dostdvame a = %bzc@aak
st a, b, ¢ nenulové tak dostaneme, ze /2 je raciondlne, ¢o je spor.

Podarilo sa nam teda ukézat, Ze uvedeny determinant je pre racionalne ¢isla a, b, ¢
nenulovy. Ak teraz pouzijeme Cramerovo pravidlo, dostaneme

1 2¢ 2b
. g a2 B a’® — 2bc
" la2c2b|  ,3 3 3 _
a2 a3 + 2b3 + 4¢ 6abc
cb a
Z12b )
0 2c
yo deoal _ 2¢* —ab
" la2c2b| .3 3 3 _
¢ ac 2o a3 + 2b3 + 4¢ 6abc
cb a
chl’
a 0 2
; ebol b® — ac
" la2e2b| ~ .3 3 3
b(ch a3 + 2b3 + 4¢3 — 6abe
C a

Priamym vypoctom sa da skontrolovat, ze x4y +v/2+2v/22 je skutoéne inverzny prvok k prvku

a+ b2+ ev/22.
Priklad 6.5.7. Este sa pozrime na to, ze rovnost
u? + 03+ w? = Buvw = (u+ v+ w)(u? +v* + w? — uww — uw — vw),

ktortd sme pouzili v predoslom priklade, sa d4 odvodit pomocou determinantov. Plati:

U v ow U v w
3 3 3 _ _ _
u+ vl +w —3uvw=|w u v|= w u v =
vow U +v4+w ut+v+w ut+v4+w

u
w
v| = (u+v+w)(u?+v?+w? —uw —uw—vw)
1

Viaceré dalsie aplikdcie tejto faktorizdcie st spomenuté napriklad v ¢ldnku [M].

Cvicenia
-2 3 —3-1]|-23 —2-1] -2 3 —1-1
) N ; L1 -2 3 2 1 -2 1 2 1 -2 1 2
Uloha 6.5.1. Vypocitajte determinanty: | ; 7 { 7 1 11 1 1 12 4
1 -1-1-2/]l0 1 1 -1 0 1 —1-1

Ak existuje inverzna matica, aky bude jej determinant. Vysledky (bez zaruky): 0,—8, 8.

139



140 Vyuzitie determinantov

. 34
Uloha 6.5.2. Vyrieste v Zs pomocou Cramerovho pravidla: ( 11
34

Uloha 6.5.3. Pomocou Cramerovho pravidla rieste:
1  +5xe H4x3 +3x4 =1 r1 2z 4ax3 =1
201 —x9 H2x3 —x4 =0 201 4+x9 —x3 =0
(Navod: Skuste zvolit x3, x4 za parametre.)

Uloha 6.5.4. Uréte determinanty danych matic. Viete na zéklade vysledku uréit ich hodnost

pre niektoré hodnoty ceR?
1 2c—1 Lel] 241 0
c=21 0 021 H2c 12c
c 1 0

Uloha 6.5.5. Nijdite inverznil maticu k maticiam z tlohy pomocou determinantu.
Uloha 6.5.6. Vypocitajte inverzni maticu:

1110 111 1

1101 123 —1

1011 149 1

0111 1827 —1

Uloha 6.5.7. Ukézte, ze pre Iubovolni Stvorcovii maticu rozmerov n x n nad polom F a
pre lubovolné ¢ € F plati det(cA) = ¢ det(A).

Uloha 6.5.8. Ukaizte, ze v lubovolnom poli plati z +y 4+ 2z = 0 = 23 + y3 + 23 — 3zyz = 0.
Skuste sa zamysliet nad tym, ¢i to viete odvodit pouzitim vhodného determinantu.

1 ap af af
1 as ag aly
Uloha 6.5.9%. |: Do | =2
1 ap, ai .oan
Lantr a721+1 A ) )
[Vysledok by mal byt 11 (a; — ai), t.j. sGéin vyrazov tvaru a; — a; pre vsetky i < j.]
1<i<j<n+1
21 0 0 ..0
12 1 0 .0
. 01 2 120
Uloha 6.5.10*. D, =|.. . . . =7
0.0 0 1 21
0., 0 0 12
a+b ab 0 0 0
1 a+b ab 0
. 0 1 a+b ab 0
Uloha 6.5.11*. D, =| . . . . . =7
0 ! 0 1 a+b ab
0 0 0 1 a+b
. n1l1..1
Uloha 6.5.12%. D, = |1 »n 1 .. 19
iiin

Uloha 6.5.13*. Vypoditajte determinant matice typu n x n

X a a a

a xr a a
D, = —2

a a xr a

a a a X

(Teda ide o maticu, kde diagondlne prvky sd rovné x a vSetky prvky mimo diagondly si
rovné a.)
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=
¢ RN
Lot

B L

Uloha 6.5.14*. D,, =
Uloha 6.5.15*. Néajdite determinant matice A,, typu nxn, ktorej prvky si uréené predpisom
a;j = min{i, j}, t.j. napriklad

1111
111

11 12 2 2

A2:(12> A?’:ig; A=11 2 3 3

1 2 3 4

Uloha 6.5.16. Nech A je matica typu 7 x 7, ktorej prvky s neparne celé ¢isla. Ukézte, ze
|A]| je celé ¢islo a dalej, Ze |A| je celociselny ndsobok ¢isla 64.

Uloha 6.5.17. Ak A, B st Stvorcové matice a matica AB je reguldrna, tak obe matice A, B
st reguldrne. (Mézete sa zamysliet nad tym, ¢i to viete zdévodnit s pomocou determinantov
a aj nad riesenim bez nich. Takisto sa mozete skusit zamysliet nad tym, ¢o sa stane ak matice
nie st Stvorcové.)

Uloha 6.5.18*. Uk&ite, Ze pre determinant blokovej matice plati

det (‘3 [B)) — det (é g) _ det(A) - det(D)

(Hint: Mozno sa oplati zacat tym, Ze si rozmyslite, ako to je s determinantmi nejakych

jednoduchsich matic — napriklad det (61 ?) alebo det (61 g) )

Uloha 6.5.19. Ak viete, ze 195, 403 a 247 st néasobky &sla 13, viete ukazat (bez toho, aby

. ooy v s ]195] . » .
ste ho museli vyratat), Ze aj ‘ 403 ’ je celociselny nasobok 137

1 Azda sa oplati poznamenat, #e vo vSeobecnosti sa determinant

C . .
D B‘ nemusi rovnat |A||B| — |C||D]|

ani |AB — CD)|. Nejaké podmienky, kedy takéto nieco funguje, sa daji najst v ¢lanku [Si].
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Dodatok A

Delenie so zvyskom

O veciach, ktoré spomenieme v tomto dodatku, sa da viac dozvediet na predmetoch Tedria
¢isel [Sle2] alebo Elementérna teéria &isel [C]. Tu zhrnieme zakladné veci, ktoré budeme potre-
bovat a podrobnejsie si na prikladoch ukazeme viacero postupov, ktoré sa v tejto prednaske
objavia castejsie.

TODO
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Dodatok B
Komplexné cisla

Zakladné vlastnosti komplexnych ¢isel mozete najst vo velkom mnozstve vysokoskolskych i
stredogkolskych uéebnic, ako napriklad [I, Kapitola 13], [KMS, Kapitola I1.10], [Sml], [BI] a
mnoho inych. Kniha [AA] sa venuje komplexnym ¢islam od zdkladnych poznatkov az po ich
pouzitie v tilohach olympiddneho charakteru.

Niektori z vas preberali komplexné c¢isla na strednej skole, pre tych, ktori ich nemali, sa
tu poktsime zhrnit ich najdolezitejsie vlastnosti, ktoré budete potrebovat.

B.1 Definicia komplexnych cisel, algebraicky tvar kom-
plexného cisla

Vieme, ze v redlnych ¢islach nemé rovnica
2 =-1

riesenie. (Pre kazdé realne ¢islo plati 22 > 0.) Co by sme potrebovali urobit, keby sme chceli
dostat ¢iselny obor, v ktorom tato rovnica bude mat rieSenie? Znamen4 to vlastne, ze chceme
k redlnym c¢islam pridat nejaké ,nové“ ¢isla a zadefinovat na nich scitovanie a nasobenie
tak, aby sa tieto operdcie spravali podobne ako pre redlne ¢isla. (Pod slovom ,podobne*
rozumieme to, Ze novovytvoreny ¢iselny obor méa byt pole.) Ideme sa teraz pokusit zadefinovat
takéto pole, ktoré potom nazveme polom komplexnych c¢isel.

Ur¢ite musime teda pridat aspon jedno riesenie rovnice z2
ho nazyvat imagindrna jednotka. Teda

= —1. Oznac¢ime ho 7 a budeme

i =—1. (B.1)

Pretoze chceme, aby komplexné ¢isla obsahovali vSetky redlne ¢isla musime potom pridat aj
¢isla tvaru b.z, pre Tubovolné b € R a aj cisla tvaru a + bi pre Iubovolné a € R. Ukazeme si,
Ze tieto ¢isla uz postacia na to, aby sme vytvorili pole.

Definicia B.1.1. Komplezngm cislom budeme nazyvat lubovolné ¢islo tvaru
a + bi,
kde a,b € R. Mnozinu vSetkych komplexnych ¢isel oznacujeme

C = {a+bija,be R}
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144 Definicia komplexnych cisel, algebraicky tvar komplexného ¢isla

Zapis komplexného ¢isla v tvare a+ bi nazyvame algebraicky zdapis komplexného ¢isla. Pri-
tom a sa nazyva redlna cast komplexného c¢isla a bi sa nazyva imagindrna cast komplexného
¢isla. Pre komplexné ¢islo z = a + bi oznacujeme jeho redlnu cast Re z = a a imagindrnu cast
Im z = bi. (Niekedy sa tiez pouziva oznacenie Rz a Sz.) Cislo, ktoré mé nulovii redlnu cast,
sa nazyva rydzoimagindrne.

Komplexné ¢islo je jednoznacne urcené svojou redlnou a imaginarnou castou, teda dve
komplexné ¢isla z; = a1 + b1t a 29 = as + bai sa rovnaju prave vtedy, ked

a; =as a by = b

Poznamka B.1.2. Definiciu komplexnych ¢isel mézeme chapat takym spdsobom, ze sme
zaviedli nejaky novy symbol i a komplexné ¢isla st formalne zapisy tvaru a + bi, pricom a, b
st lubovolné realne cisla.

Ina moznost by bola definovat komplexné ¢isla ako usporiadané dvojice redlnych cisel a
dohodnt sa, Ze namiesto (a,b) budeme pouzivat zapis a + bi. (VSimnite si, Ze takyto pristup
zodpoveda tomu, ze 2 komplexné ¢isla povazujeme za rovnaké prave vtedy, ked maja rovnaké
obe zlozky.)

Pri prvom pristupe (formdlne zapisy tvaru a+bi) je jasné, Ze realne ¢isla sit podmnozinou
komplexnych ¢éisel. (Kazdé redlne ¢islo a sa d& vyjadrit ako a 4 0i, teda je prvkom mnoziny
C.) Pri druhom pristupe redlne ¢isla stotoZnime s mnozinou {(a,0);a € R}. S¢itovanie a
nasobenie definujeme tak, aby korespondovali so sCitovanim a nasobenim redlnych cisel.

Pomocou nového symbolu ¢ sme zaviedli nejakit mnozinu, ktorej prvky sme nazvali kom-
plexné ¢isla. Dalej by sme na tejto mnozine chceli zaviest operacie séitovania a nasobenia
tak, aby mnozina C s tymito operaciami tvorila pole.

Stucet 2 komplexnych ¢isel definujeme velmi prirodzenym sposobom — s¢itame ich realne
Casti aj imaginarne cCasti:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i (B.2)
Ak chceme, aby platila distributivnost, tak pre stéin ¢isel a + bi a ¢ + di musi platit
(a +bi)(c + di) = ac + bei + adi + bdi®
a z rovnosti potom méame
(a4 bi)(c+ di) = (ac — bd) + (be + ad)i (B.3)

Priklad B.1.3. (2+3i) + (2 —4) =4+ 2i
(2+30)(2—i)=4—2+6i+3="T+4i
(V2 +V20) (V2 +V2i) =2+ 2 +2i — 2 =4i

Oplati sa zapamaétat si, ze

i'=i i?=-1 PP=—i it=1

JARL o Akt2 g 4kt3 _

(B.4)

Poznamka B.1.4. Nésobenie a s¢itovanie by sme definovali analogicky, keby sme komplexné
¢isla chapali ako dvojice redlnych ¢isel, pozri tloha |3.3.11
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DODATOK B. KOMPLEXNE CISLA 145

Dolezité je, ze takto definované operéacie + a - sa spravaju ,rozumne“. Inak povedané,
radi by sme ukézali, ze (C,+,-) je pole.

Niektoré z vlastnosti pola si zrejmé takmer okamzite. Komutativnost a asociativnost
operacie + sa overi lahko. Neutralny prvok tejto operacie je 0 = 0 + 0¢ a inverzny prvok k
a—+bije —(a+bi) = (—a)+ (—b)i. Z toho Specidlne vyplyva, Ze komplexné ¢isla vieme aj
odcitovat,

(a+bi)— (c+di) = (a—c)+ (b—d)i.

(Mbzete si vSimnut, Ze ak sa na komplexné ¢isla pozerame ako na dvojice redlnych ¢&isel, tak
je to ta ista operacia, ktort sme zaviedli v tlohe ), resp. v priklade kde sme videli,
Ze dvojice redlnych ¢isel mézeme chépat ako vektorovy priestor.)

V pripade operécie - mame o trochu komplikovanejsiu situdciu. Jej komutativnost je jasna
priamo z definicie. Skiisme overit asociativnost. Teda mame 3 komplexné ¢isla z; = a + bi,
29 =c¢+di a z3 = e+ fi a chceme priamym vypoctom (teda na zéklade definicie ndsobenie)
overit z1(z223) = (2122)23.

z1(2223) = (a4 bi)[(c + di)(e + fi)] = (a + bi)[(ce — df) + (cf + de)i] =
= (ace — adf — bef — bde) + (acf + ade + bee — bdf)i

(z122)23 = [(a + bi)(c + di)](e + fi) = [(ac — bd) + (bc + ad)i|(e + fi) =
= (ace — bde — bef — adf) + (acf — bdf + bce + ade)i

Vidime, ze v oboch pripadoch sme dostali taky isty vysledok.

Lahko sa overi, Ze neutralny prvok pre nésobenie je 1 = 1 + 0s.

Potrebovali by sme este zistit, ¢i vieme komplexné ¢isla delit (z toho dostaneme existenciu
inverzného prvku). Delit komplexnym ¢islom ¢ + di mdzeme iba vtedy, ak je toto ¢islo rézne
od nuly. Teda ¢ + di # 0 + 04, ¢o znamend, Ze bud ¢ # 0 alebo d # 0. Spdsob, akym to
urobime, sa podobéa na trik, ktorym obvykle odstranujeme z menovatela odmocninu.

a+bi a+bi c—di (a+0bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc—ad)i ac+bd bc—ad.

ct+di c+di c—di (c+di)(c—di) 2+ d? 702+d2+02+d22
(B.5)
Vsimnime si, Ze ak je aspon jedno z redlnych ¢isel ¢, d nenulové, tak ¢ + d? > 0, ¢ize
v predchddzajicom vyraze nevystupuje v menovateli nula.

p 1420 _ (14+29)(24+4) _ 55 _ ;
Priklad B.1.5. L2 = e = B =

Jedind vlastnost z definicie pola, ktort sme zatial neoverili, je distributivnost, t.j.
z1(22 + 23) = 2123 + 2223.

Tato vlastnost sa opat da overit priamym vypoctom (dloha |B.4.3)).
Overenim jednotlivych vlastnosti sme dokézali:

Veta B.1.6. Komplexné ¢isla s opericiami + a - definovanymi vztahmi (B.2)) a (B.3]) tvoria
pole.

Akondhle mame dokdzanu tato vetu, vieme, ze pre komplexné ¢isla mdzeme pouzivat
vSetky vlastnosti z tvrdenia [3.3.4] a takisto vlastnosti, ktoré sme dokézali v cviceniach v casti
m (Takisto, kedZe sme sa naudili riesit sistavy linedrnych rovnic, poéitat determinanty,
inverzné matice a mnohé dalsie veci v Tubovolnom poli, vieme to robit aj v poli komplexnych
Cisel.)
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Geometricka interpretacia komplexnych ¢isel, goniometricky tvar, Moivrova
146 veta

Cislo a — bi, ktorym sme rozsirili ¢itatel aj menovatel pri vypocte podielu dvoch kom-
plexnych ¢isel (pozri (B.5) a priklad [B.1.5)) sa vyskytuje v stvislosti s ¢islom a + bi pomerne
casto.

Definicia B.1.7. Komplexne zdruzengym cislom k ¢islu z = a + bi nazyvame ¢islo Z = a — bi.

Uloha B.1.1. Overte, ze plati (pre lubovolné z, z1, zo € C)

z2=7Z & z je realne
z=—Z & z je rydzoimaginarne

Symbol |z| oznacuje absolitnu hodnotu komplexného éisla z. Ak z = a + bi, tak absolitna
hodnota je definovand ako |z| = va? + b2. (Budeme sa jej venovat o chvilu.)

B.2 Geometricka interpretacia komplexnych cisel, goni-
ometricky tvar, Moivrova veta

Ako sme uz spomenuli, komplexné ¢isla mozeme stotoznit s dvojicami redlnych cisel. Takisto
vieme, ze dvojiciam redlnych é&isel vieme jednojednoznacne priradit aj body v rovine. Cize
komplexné ¢isla moézeme chépat aj ako body v rovine. V tejto podkapitole uvidime, ze takéato
interpretacia komplexnych ¢isel poskytuje zaujimavi interpretaciu pre scitovanie a nasobenie
komplexnych ¢isel.

a+ bi

Obr. B.1: Znéazornenie komplexného ¢isla v rovine

Ked stotoznime komplexné ¢islo s bodom v rovine, mézeme sa pozriet na jeho vzdialenost
od pociatku siiradnicovej stuistavy a na uhol, ktory zviera s osou . Majme komplexné ¢islo
z = a + bi, ktorému zodpovedd bod (a, b). Z Pytagorovej vety vieme vzdialenost od pociatku

uréit ako

r=+/a%+ b2
a uhol medzi spojnicou bodov (0,0), (a,b) a osou x sa dd zistif z rovnosti cosp = 2 a
sinp = g. Pre tieto hodnoty r a ¢ plati

a+ bi =r(cosp +isiny).
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Definicia B.2.1. Zapis komplexného c¢isla v tvare
z =r(cosp + isingp)

nazjvame goniometricky zdpis komplexného é&isla. Cislo r = Va2 + b2 nazyvame absolitna
hodnota alebo tiez modul komplexného Cisla z a oznacujeme ho |z|. Cislo ¢ také, ze a = r cos ¢
a b = rsin ¢ nazyvame argument komplexného ¢isla z.

Priklad B.2.2. Pokiisme sa previest do goniometrického tvaru ¢islo z = 1—+/3i. Dostavame
r = |z| = +v/1+ 3 = 2. Z toho dostédvame, Ze pre argument Cisla z musi platit

1
cosp =5

sinp = —

|5

RieSeniami prvej rovnice si prave uhly
T
o ==x—+2kr
3
pre k € Z. Ked vezmeme do tvahy, ze sinus ma byt zaporny, dostaneme
T
= —— + 2km.
LA

(Tym je uhol ¢ uréeny az na nasobok 27. Otocenie o uhol 27 okolo pocdiatku samozrejme
bod v rovine nemeni.)

Obréatene, ak mame dany goniometricky tvar komplexného ¢isla, Tahko ho prevedieme na
algebraicky tvar. Napriklad

\/§<c082+isin£) \@(?Jr?z) =1+:.

Nasledujiica veta hovori, ze ak mame komplexné cisla zapisané v goniometrickom tvare,
tak pri ich vynésobeni sa vyndasobia ich absolitne hodnoty a ich argumenty sa sc¢itaju.

Veta B.2.3 (Moivrova veta). Nech z; = ri(cosa +isina) a zo = ro(cos B+ isin §). Potom
pre ich sucin plati
z122 = rira(cos(a + B) + isin(a + B)). (B.6)

Specidlne z toho vyplijva, Ze pre absolitne hodnoty plati
|2122] = |21|.|22]- (B.7)
Dékaz. Overme najprv rovnost . OznaCme z1 = a + bi a zo0 = ¢+ di, teda 21290 =

(ac — bd) + (ad + be)i. Upravujme najprv |z122|. LepSie sa ndm bude pracovat bez druhej
odmocniny, preto tento vyraz umocnime na druht.

|z122|% = (ac—bd)?+(ad+bc)* = (a?c®—2abed+b*d*)+(a’d*4+-2abcd+b*c?) = (ac)*+(bd)*+(ad)?+(bc)?
Teraz sa pokisime upravit |21|2.|22]?

212 |z2f* = (a® +0*)(¢® + d*) = (ac)® + (ad)® + (bc)? + (bd)?
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148 Riesenie rovnic v komplexnych ¢islach

Vidime, 7e v oboch pripadoch sme dostali rovnaky vysledok. Teda |z122]? = (|21].|22])2.
Pretoze ide o nezaporné ¢isla, mézeme ttto rovnost odmocnif a méame

|z122| = |21].|22].
Stdin éisel z1 = r(cosa + isina) a zo = ro(cos B + isin 8) moZeme upravit ako
2129 = rira(cos a+isin a)(cos f+isin 5) = r17a[(cos a cos f—sin asin 5)+i(cos asin S+sin a cos 5)].
Na zéklade goniometrickych identit (zndmych zo strednej skoly) vidime, ze
2129 = rira(cos(a + B) + isin(a + 38)).

Uz vieme, Ze |z122| = rire. Teda CGislo 2125 skutoéne mozno vyjadrit pomocou argumentu
a—+ . O

Dosledok B.2.4. Akn €N a z=r(cosa+isina), tak

2™ =r" (cos(na) + isin(na))
Tento vztah medzi nasobenim komplexnych ¢isel a s¢itovanim uhlom umoznuje elegantné
odvodenie mnohych trigonometrickych identit.

Priklad B.2.5. Umocnenim ¢isla cos a + i sin « na n-tu pre n € N dostaneme

n
(cosa +isina)™ = cos(na) + isin(na) = E (n) i" cos? asin™ Y «
: J
j=0

Ked teraz pouzijeme (B.4) a rozdelime stdet na pravej strane na redlnu a imagindrnu cast,
vidime, ze

n _ . n _ .
cosnx = cos" x — <2> cos" 2 xsin®z + (4) cos" Y asintr— ...

. _ . n _ . n _ .
sinnx =ncos™ ! rsinz — (3> cos™ B xsin’® z + <5) cos" P rsin’®r — ...

B.3 Riesenie rovnic v komplexnych c¢islach

Délezita vlastnost komplexnych ¢isel je vyjadrena v nasledujiicej vete:

Veta B.3.1 (Zakladnd veta algebry). KaZdy nenulovy polyném s komplexnymi koeficientami
md koren v C. T.j. ak
fl@)=cpa™ + ...+ 1z + co,

tak existuje z € C také, Ze f(z) = 0.

Dokonca plati, Ze ak polyném f(zx) je stupnia n > 1, tak pocet koretniov vratane ndsobnosti
je prave n. (Ak f(z) = (x — 2)¥g(x) pre nejaky polyném g(z) a z nie je korefiom polynému g,
hovorime, ze ndsobnost korena z je k. K polynémom a nasobnosti korenov sa este dostanete
neskor v rdmeci predmetu algebra.)

Nie vsetky rovnice takéhoto tvaru vSak vieme jednoducho riesit. Ukazeme si len dva typy
rovnic, ktoré sa daju riesit vcelku Tahko. Najprv uvidime, ze pri kvadratickych rovniciach
s realnymi koeficientmi mdzeme postupovat podobne ako v redlnych cislach.
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B.3.1 Kvadratické rovnice s redlnymi koeficientmi

Najprv si vSimnime, Ze v komplexnych ¢islach (na rozdiel od redlnych) vieme riesit aj rovnicu

2% =r, kde r je zaporné redlne ¢&islo.

Vsimnime si, Ze kazdé zaporné realne ¢&islo vieme zapisat v tvare —a? pre nejaké a € R.
Teda vlastne riesime rovnicu

= —d?

4+ a® =0,
(x —ia)(z + ia) = 0,

ktorej rieSeniami si prave x = +ia.
Predpokladajme teraz, ze mame rovnicu tvaru

aa:2+bx+c:0,

kde a,b,c € R a a # 0.
Zopakujeme presne ten isty postup, ktorym sa zvykne na strednej skole odvodzovat vzorec
pre vypocet korenov kvadratickej rovnice — pouzijeme doplnenie na Stvorec.

ax?+bx+c¢=0

b\> b2
JR— —7:0
a<x—|—2a> e 4a

+£ 2_b2—4ac
a\ 2a a 4a

eri 2_b2—4ac
2a¢)  4a?

Oznaéime D = b? — 4ac. Ak D > 0, tak dostaneme

—-b++vVD

x1,2 = %

Ak D = 0, tak madme dvojndsobny koren z = —%. V pripade D < 0 mame rovnicu tvaru
22 =—(v/-D)? pre z = x+ %, o ktorej uz vieme, ze jej rieSeniami st 27 2 = +iv/—D. Z toho

dostaneme
—b+iv/—-D
2a '

(Pretoze D < 0, je —D je kladné redlne ¢islo a vyraz v/—D ma zmysel.)

T1,2 =

Priklad B.3.2. Rie$me rovnicu 22 + 4z 4+ 5 = 0.
Dostaneme D =16 —20 = —4 a
—4+2i .
T19=—f1 = —2+1.
’ 2
Mohli by sme rovnaky postup ako v odvodeni vzorca pre korene kvadratickej rovnice
pouzit, keby boli koeficienty komplexné? V podstate 4no — ale na mieste, kde sme pouzili
odmocninu (inak povedané, riesili sme rovnicu 22 = %), zatial nevieme, ¢o robit v pripade,
ze D je komplexné ¢islo. Prave o niecom, ¢o sa da nazvat ,odmocninou“ z komplexného ¢isla,
sa dozvieme o chvilu.
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150 Riesenie rovnic v komplexnych ¢islach

B.3.2 Binomické rovnice

Rovnicu tvaru 22 = a vieme vyriesit pre a € R (¢i uz kladné alebo zdporné). Skisme sa

zamysliet nad tym, ¢o by sa stalo, keby sme na pravej strane mali nejaké komplexné ¢islo.
Riesime teda rovnicu
" =z,

v obore komplexnych ¢isel. Sktisme ¢isla vystupujice v rovnici upravit na goniometricky tvar.
Nech teda 2 = r(cosa + isina) a z = |z|(cos ¢ + isin ). Potom dostaneme

r™ (cos(na) + isin(na) = |z|(cos ¢ + isin @) .

Predchadzajtica rovnost je splnend prave vtedy, ked r™ = |z|, ¢ize

r= ¥l
ana = @+ 2km Cize
o 2k
oa=—+ —m,
n n
pre k =0,...,n — 1. (Ten isty bod znamend rovnaki vzdialenost od pociatku, uhol sa méoze

lisit o 2, lebo otocenie o nasobok 27 je identické zobrazenie. Staci pouzit k od 0 po n — 1,
lebo potom sa uz body zacnii opakovat — uhly sa bud li$it o nasobok 227 = 27.)

n
Priklad B.3.3. RieSme rovnicu 2* = 14i. Najprv prevedieme pravii stranu na goniometricky
tvar: 24 = v/2(cos T +isin%). Pre x = r(cos ¢ + isin ) dostaneme

z* = rt(cos 4y + isin 4yp),

¢ize

Pre uhol ¢ dostavame

T T T
4o = — + 2k = — +k—.
© 4-1- T = © 16+ 2

Vsetky rieSenia danej rovnice st teda v/2 (cos({5 + k%) +isin(5 + k%)) pre k =0,1,2,3.

Niekedy sa zvykni vSetky rieSenia rovnice 2" = z nazyvat n-tgymi odmocninamsi komplex-
ného ¢isla z. Mdézeme si vSimnut, Ze vzorec

,_ —b+VD

2a

bude platif aj teraz ak symbol v D chiapeme v takom zmysle, ze zan mozno dosadif ktori-
kolvek z druhych odmocnin é&isla D. (Teda ktorékolvek komplexné &isla také, ze 22 = D.)

Priklad B.3.4. Vyriesme rovnicu 22 — (1 +4)z — 2 —i = 0.
Dostaneme D = (1 +14)% + 4(2 + i) = 2i + 8 + 4i = 8 + 6i. Diskriminant prevedieme na
goniometricky tvar. Dostaneme

4 3
8 + 67 = 10(cos ¢ + isingp), kde cosp = g,singo =z

Komplexné odmocniny z tohto ¢isla st

U2 = V10 (cos (% + kw) + ¢ sin (% + kw)) ,
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pre k = 1,2. Pritom |cos £| = /5% = /2 alsin £ = /=53¢ 0

Z jednotkovej kruznice (na zéklade kvadrantu, v ktorom je ) vieme urdit aj znamlenko
kosinu a sinu, ¢ize dostaneme

U2 = :t(3 + Z)
Z toho dostaneme riesenia kvadratickej rovnice ako
1+i+(341)

2
T =241 xo = —1

T2 =

O sprévnosti rieSenia sa mozeme presvedcit dosadenim alebo rozndsobenim (z—2—i)(z+1) =
—(1+i)z—2—i.

Sposoby riesenia niektorych dalsich typov rovnic (kubické, bikvadratické, reciproké) naj-
dete napriklad v [KGGS| Kapitola 6].

B.4 Zopar dalsich veci suvisiacich s komplexnymi cis-
lami

Spomenieme velmi strucne niekolko dalsich faktov o komplexnych cislach.

Exponencidlny tvar komplexného ¢&isla. Casto sa stretnete so zdpisom komplexného
¢isla v tvare
r(cosp + isinyp) = re'?

alebo
cos  + i sin ¢ = 1.

Bez toho, aby sme sa tym zaoberali hlbsie, tento zapis moézeme povazovat jednoducho za
skratku zdpisu goniometrického zapisu. (Z Moivrovej vety vieme, Ze ndsobenie komplexnych
Cisel s velkostou 1 funguje ako s¢itovanie exponentov = séitovanie uhlov.)

Kvaterniéony. Podobnym spdsobom ako komplexné ¢isla sa daja vybudovat kvaterniony.
V tomto pripade sa pridaju 3 nové prvky ¢, j, k, ktorych druhd mocnina je —1 a vhodne
sa pre ne zadefinuje sucin. Kvaterniény tiez maji geometricky vyznam, ich ndsobenie stuvisi
s vektorovym stc¢inom. Na rozdiel od komplexnych éisel vSak netvoria pole (ndsobenie nie je
komutativne.) Viac sa o nich mézete doéitat napriklad v [KGGS| Podkapitola 4.7].

Komplexné ¢&isla sa nedajii usporiadat. Na redlnych ¢islach existuje relacia <, ktord
(okrem inych vlastnosti) splia

(i) Tubovolné dve redlne ¢isla si porovnatelné, teda plati aspor 1 z moZnosti z < y a
y<uw

(i) c<yrny<z=z=y.
(iii) x<y=ax+z<y+z

(iv) 0<zAzx<y= xz<yz.
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Na komplexnych ¢islach sa nedd zadefinovat relacia <, ktord by mala podobné vlastnosti.
7 uvedenych vlastnosti totiz pre kazdé x vieme odvodit x2>0. (Ak = > 0, tak tito rovnost
vynasobime &islom z, ak = < 0, tak vyndsobenim &slom —z dostaneme —22 < 0, z ¢oho
vyplyva 0 < 22.)

Dostaneme teda, Ze i2 = —1 > 0 a po pripoé¢itanf 1 madme 0 > 1. Sti¢asne viak (—1)% =
1>0, teda 0 =1, ¢o je spor.

Vlastnosti, ktoré sme uviedli, st niektoré z vlastnosti usporiadanych poli. O usporiadanych
poliach sa viac mozete docitat napriklad v [SHHK]. S pojmom relicia usporiadania ste sa
pravdepodobne uz stretli.

CvicCenia

Uloha B.4.1. Vypoditajte

a) (3+2i)+(2—14) b) (14+i)+(1—14) c) (1436i)+ (V3 +14)
d) (3+2i)(2—1) e) (1+14)(1—1i) £) (1+/3i)(V3+1)
e) B3+2)—(2—i) f)(1+i)—(1—4) g (1+3i)—(V3+1)
h) 3+2)/(2—9) 1) (A+9)/QA—i) i) Q+V3)/(V3+1i)

Uloha B.4.2. Overte vypoétom, Ze pri oboch uzatvorkovaniach vyrazu (14 24)(1—14)(2—1)
dostaneme ten isty vysledok.

Uloha B.4.3. Overte, 7e pre s¢itovanie a nasobenie komplexnych &sel plati distributivnost.

Uloha B.4.4. Overte, 7e pre komplexné &isla plati trojuholnikovd nerovnost |z, + zp| <
|z1| + |22]- Co predstavuje tdto nerovnost geometricky?

Uloha B.4.5. Vieme, Ze na redlnej osi predstavuju rieSenia nerovnice |z — a|] < r interval
(a = r,a+r) (pre a,r € R ar > 0). Aky geometricky ttvar v komplexnej rovine tvoria
komplexné ¢isla vyhovujice podmienke:

a) |z — zo| <,

a) |z —zo| =,

a) |z —z| <7,

kde zp je dané komplexné ¢islo a r je dané kladné redlne ¢islo?

Uloha B.4.6*. Ak 21,20 € Car e R, r >0, aky geometricky dtvar tvoria body zodpove-
dajtice komplexnym &islam s vlastnostou |z — 21| + |z — 23| = 7 Nacrtnite ho pre z; =0 a
29 = 3+ 21.

Uloha B.4.7. Njjdite goniometricky tvar danych komplexnych &fsel:

a) 1 —i;b) V34isc) —i;d) 2445 e) (14+4)(1—1i)

Uloha B.4.8. Vyrieste rovnice:

a)r?—4r+13=0b) 42’ +42+2=0c) 22— 62+13=0d) 22+22+50 =0e) 22 +2+1 =0

Uloha B.4.9. Vyrieste rovnice:
. 4
a) 22 = i;ng%Jr%z, b) 28 =i; ¢) %Jri\/g:—l; d) 2 =1+

Uloha B.4.10. Njdite rie§enia rovnic:
a) 22 +22+3=0;b) 2* + 522 +4 =0
a) —1 +£+/2i; b) +i, +2i,

Uloha B.4.11. Vyrieste rovnice:
a) 2> —(1+2i)x—3+i=0b)z? -22+1-2i =0c) 22— (4+3i)z+1+5 = 0d)
22 -3(1+d)z+5i=0e) 22+ (1+d)z—4i=0
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Uloha B.4.12. Rieste rovnice:
a) 23 —iz2 +4z—4i=0b)at+22+1=0¢c) 2® — (3+2i)2% +2(1 + 3i)x — 4i = 0 d)
23— 22 —x+2i=0

Uloha B.4.13. Rieste ststavy (mdzete napr. pouzit Gaussovu elimina¢nt metédu, vyratat
inverzni maticu, pouzit Cramerovo pravidlo):

146 1—i | 1 145 —i | 0 i 110 —14i 2—i | 144
1 -1 14 i —1]1 11—i| 2 —142i 3—2i | 1—i

. A\ 6 )
Uloha B.4.14. Néjdite vietky z € R, pre ktoré plat{ (ﬁ—g) = S4di
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neutralny prvok, [26]

Tavy, [20] zzikvony, 0 ’kréteni, 33
pra\;y, 20 zlozené ¢islo, [40]

’ zobrazenie,
nulovy vektor, [47] bijoktfvne, [
obor hodnét, %njektiv}ne, [T6]
obraz mnoziny, 20] inverzné, [T8]
opa¢ny prvok, [3§] na, |1;6|
opa¢ny vektor, [A7] prosté,

surjektivne,
permutécia,
podmnozina, [12]
podpriestor, [52]
podpriestor prislichajici matici, [77]
pole,
priamy stdet,
prvodislo, 0]

raciondlne ¢islo, [

redukovand trojuholnikova matica, [7§]
riadkova ekvivalencia matic,
rovnost mnozin,

rovnost zobrazeni,

rozdiel vektorov, [7]

sucet matic,
sudin matic,
ststava
homogénna, [105]
riesitelnd, [104]
ststava linedrnych rovnic, [104]
Sarrusovo pravidlo,



Zoznam symbolov

56
64
64
89
89

48
48
48
65
71
73
75
75
76
76
76
76
7
7
81

is

RIuAE mzjmm

lai]]]

C -

< <

eeleecliEdEnas 0 E-lm_,. :

,,nn._mﬁ

NN O~ I O -
AN O AN NN A
DO = A A A A A A

S o oo ANANANMmMOOM < < < <1010 0000 OO H 1 O I - 00 0 0
oA A A A A A A A A A A A A A A A A AN ANANNANNMNMMmMN MmN

= BE mmm_ﬂﬂm m@ m_@_ﬂm_m_m g m m m&

S <f < b b~ - 0
< S

B!

de

|B£ S
T Bl 0l lad e




	Úvod
	Sylaby a literatúra
	Základné označenia

	Množiny a zobrazenia
	Dôkazy
	Základné typy dôkazov
	Matematická indukcia
	Drobné rady ako dokazovať
	Výroky, logické spojky, tautológie
	Negácia výrokov s kvantifikátormi

	Množiny a zobrazenia
	Množiny
	Zobrazenia
	Vzor a obraz množiny*

	Permutácie

	Grupy a polia
	Binárne operácie
	Zovšeobecnený asociatívny zákon*

	Grupy
	Polia

	Vektorové priestory
	Vektorový priestor
	Podpriestory
	Lineárna kombinácia, lineárna nezávislosť
	Lineárna kombinácia a lineárny obal
	Lineárna nezávislosť

	Báza a dimenzia
	Lineárne a direktné súčty podpriestorov

	Lineárne zobrazenia a matice
	Matice
	Riadková ekvivalencia a hodnosť matice
	Lineárne zobrazenia
	Súčin matíc
	Inverzná matica
	Elementárne riadkové operácie a súčin matíc
	Sústavy lineárnych rovníc
	Homogénne sústavy lineárnych rovníc
	Gaussova eliminačná metóda
	Frobeniova veta

	Jadro a obraz lineárneho zobrazenia
	Hodnosť transponovanej matice
	Násobenie blokových matíc*

	Determinanty
	Motivácia
	Definícia determinantu
	Výpočet determinantov
	Laplaceov rozvoj
	Výpočet pomocou riadkových a stĺpcových operácií

	Determinant súčinu matíc
	Využitie determinantov
	Výpočet inverznej matice
	Cramerovo pravidlo


	Delenie so zvyškom
	Komplexné čísla
	Definícia komplexných čísel, algebraický tvar komplexného čísla
	Geometrická interpretácia komplexných čísel, goniometrický tvar, Moivrova veta
	Riešenie rovníc v komplexných číslach
	Kvadratické rovnice s reálnymi koeficientmi
	Binomické rovnice

	Zopár ďalších vecí súvisiacich s komplexnými číslami

	 Register
	 Zoznam symbolov

